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Funkce - R" = R

= Graf funkce fje mnozina {(x, f(x)) € R™ | x € R"}.

= Vrstevnice funkce fvysky y je mnozina {x € R" | f(x) = y}.

P¥iklady funkei f(x1, x2)
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Zobrazeni f: R” — R™

Piiklady
= Afinni zobrazeni f(x) = Ax + b, kde A€ R™" a b € R"”

= Skalarni pole R3 — R, vektorové pole R® — R3

= Parametrizace toru
f(u,v) = ((R+ rcos v) cos u, (R + rcos v) sin u, rsin v)




Spojitost zobrazeni f: R” — R™ v bodé x € R"

= Definice pomoci limity
= Spojitost se zachovava skladanim funkci, coz vede na
prakticky pouzitelnou postacujici podminku

sin(x + %)




Derivace funkce - R — R

Pokud existuje

fy) = ()

T o il
a=lim——>=_ tj. lim (y) (X) a(y X)
y—X y—X y—Xx y—X

=0,

pak a se nazyva derivace funkce fv bodé x, piseme f'(x) = a
a rikdme, ze funkce f je v bodé x diferencovatelna nebo ze tam ma

diferencial, kterym je afinni zobrazeni

gly) = f(x) +aly—x).

)
9(y) = f(x) + f'(z)(y — =)

f(=)




Znaceni derivaci

Derivace funkce f: R — R

znaceni derivace | hodnota v x hodnota v 1
Lagrangeovo f! '(x) (1)
Leibnizovo g df(;) dX(x) g—)':(l) = dg(;) ’x:l
operatorové Df Df(x) Df(1)
Parcidlni derivace funkce f: R" — R podle i-té proménné
znaceni derivace | hodnota v x hodnota v 1
Lagrangeovo i fr.(x) f.(1)
Leibnizovo 83—)2 85():) = %(x) %(1) = 85():) ‘le
operatorové D;f Dif(x) D;f(1)
Parcialni derivace funkce - R" — R podle vSech proménnych
znacenfi derivace | hodnota v x hodnota v 1
Lagrangeovo f’ '(x) (1)
Leibnizovo (%f dg(:) = g—)f(x) %(1) = df(x) ‘X 1
operatorové \%4 V£(x) Vf(l)




Konvergence vektorové funkce vektorového argumentu

f: R" — R"™

lim f(y) =z

y—X

znamena

lim |[f(y) -z =0
ly=x[—0



Derivace zobrazeni f: R” — R"”

Definice

Pokud existuje matice A € R™*" takova, Ze

im T) = f(x) — Aly —x)
yx ly — x||

-0,

pak A se nazyva nebo zobrazeni f
v bodé x, piseme f’(x) := A a Fikdme, Ze zobrazeni f je v bodé x
nebo ze tam ma , kterym je

afinni zobrazeni

g(y) = f(x) + A(y — x).



Existence derivace zobrazeni f: R" — R"”

Existuje-li derivace zobrazeni f = (f1,...,fn) v bodé x € R", plati

A . %k D1fi(x) ... Dnfi(x)
f'(x)=| - | = : : S L,
Ofin(x Ofm(x
G 26| (D) .. D)
Véta
= Djf; existuji a

Jestlize v bodé x vSechny parcialni denvace
jsou spojité, potom ma f v x derivaci (totalm dlferenC|aI).



Specialni pfipady

g: R — R"”
81(x)
g =1 :
8m(X)
- R" - R
fix)= |28 9| = vix)T,
kde 5(x)
Tx)l( D]_ f(X)
Vi) =1| ¢ | =] @ |=f()7
&) D,f(x)
je funkce fv bodé x.



Retizkové pravidlo

Véta o derivaci slozeného zobrazeni

Pro diferencovatelna zobrazeni

R" — R™ £ R/

\_/

h:=gof

plati

h'(x) = g'(f(x)) f'(x).
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Smérova derivace

zobrazeni f: R” — R™ v bodé x € R"” ve sméru
v € R" je vektor

im f(x + av) — f(x)
a—0 [0}

ceR™.

N

Tvrzeni
Je-li zobrazeni f v bodé x diferencovatelné, pak jeho smérova
derivace v bodé x ve sméru v je rovna f'(x) v.
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Specialni pfipad: funkce f: R" — R

Tvrzeni

Je-li funkce f: R"” — R v bodé x diferencovatelna, pak jeji
smérova derivace v bodé x ve sméru v je rovna skalarnimu

soucinu V£(x)" v = f/(x) v a je pro jednotkovy vektor v
V£(x)

= maximalni, je-li v = INGOIE

= nulova, je-li v L V£(x).
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Parcialni derivace druhého radu

Véta
Necht f: R" — R a x € R". Jestlize druhé parcialni derivace

P?f(x) D?f(x)
BX,' 8XJ = DjD;f(X), W = D,-Djf(x)

v bodé x existuji a jsou v bodé x spojité, potom jsou si rovny.

je
02 f(x 9%f(x
Ox1 ((9x)1 Tt 0xp t(jx),, D1D; f(x) ... DnD1q f(x)
f”(X) — — : ERan
2 X D) X
g DiD,f(x) ... D,Dnf(x)
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Tayloriiv polynom pro funkci f: R" —

Hledame polynom k-tého stupné Tj: R"” — R, ktery ma v bodé x
vsechny parciélni derivace aZz do fadu k stejné jako funkce f.

T (y) /Tl (v)
fy) ~ \ To(y)
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Vnitfek a hranice mnoziny

Necht X C R". Bod x € R” je jeji

= vnitini bod, pokud existuje € > 0 takové, ze B.(x) C X,
» hrani¢ni bod, pokud pro kazdé € > 0 je B(x) N X # ()
a B.(x) N (R"\X) # 0.

Které body jsou vnitfni a které hranicni?

X={(xy) eR*| X +y <1, y>0} U {(1,1)}
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Extrémy funkce na mnoziné

Funkce f: R" — R nabyva na mnoziné X C R" v bodé x € X

= minima, pokud f(x) < f(y) pro vSechnay € X,

= lokéalniho minima, pokud existuje € > 0 tak, ze f(x) < f(y)
pro vSechna y € XN B:(x).

(Lokalni) minimum v bodé x je

= volné, pokud x je vnitfnim bodem mnoziny X,

= vazané, pokud x je hrani¢nim bodem mnoziny X.
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Extrémy funkce na mnoziné — priklady

f
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Podminka prvniho fadu

Véta
Necht X C R", x € X je vnitfni bod mnoziny X a f: R" — R je
diferencovatelna v x. Je-li x lokalni extrém funkce f na X, plati

f'(x) = 0.

x € R" funkce f: R" — R spliiuje f'(x) = 0.
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Podminky druhého fadu

Véta
Necht X C R", x € X je vnitfni bod mnoziny X a f: R" — R je
dvakrat diferencovatelna v x. Je-li x stacionarni bod, plati:

» Pokud je x lokalni minimum, pak je Hessova matice f”'(x)
pozitivné semidefinitni.

» Pokud je f”(x) pozitivné definitni, pak je x ostré lokaln{

minimum.

» Pokud je ”(x) indefinitni, pak x neni lokalni extrém.

x € R" funkce 7: R" — R je stacionarni bod takovy,
ze f"(x) je indefinitni.
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