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Funkce f : Rn → R

• Graf funkce f je množina {(x, f (x)) ∈ Rn+1 | x ∈ Rn}.
• Vrstevnice funkce f výšky y je množina {x ∈ Rn | f (x) = y}.

Příklady funkcí f (x1, x2)
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Zobrazení f : Rn → Rm

Příklady

• Afinní zobrazení f(x) = Ax + b, kde A ∈ Rm×n a b ∈ Rm

• Skalární pole R3 → R, vektorové pole R3 → R3

• Parametrizace toru
f(u, v) =

(
(R + r cos v) cos u, (R + r cos v) sin u, r sin v

)
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Spojitost zobrazení f : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn

• Definice pomocí limity
• Spojitost se zachovává skládáním funkcí, což vede na

prakticky použitelnou postačující podmínku

sin(x + y2)

x + y2

x y2

y
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Derivace funkce f : R → R

Pokud existuje

a = lim
y→x

f (y)− f (x)
y − x , t.j. lim

y→x
f (y)− f (x)− a (y − x)

y − x = 0 ,

pak a se nazývá derivace funkce f v bodě x, píšeme f ′(x) := a
a říkáme, že funkce f je v bodě x diferencovatelná nebo že tam má
diferenciál, kterým je afinní zobrazení

g(y) = f (x) + a (y − x) .

f(x)

x y

f(y)

g(y) = f(x) + f ′(x)(y − x)
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Značení derivací

Derivace funkce f : R → R
značení derivace hodnota v x hodnota v 1
Lagrangeovo f ′ f ′(x) f ′(1)
Leibnizovo df

dx
df(x)

dx = df
dx(x)

df
dx(1) =

df(x)
dx

∣∣
x=1

operátorové Df Df (x) Df (1)
Parciální derivace funkce f : Rn → R podle i-té proměnné

značení derivace hodnota v x hodnota v 1
Lagrangeovo fxi fxi(x) fxi(1)
Leibnizovo ∂f

∂xi
∂f(x)
∂xi

= ∂f
∂xi

(x) ∂f
∂xi

(1) = ∂f(x)
∂xi

∣∣
x=1

operátorové Dif Dif (x) Dif (1)
Parciální derivace funkce f : Rn → R podle všech proměnných

značení derivace hodnota v x hodnota v 1
Lagrangeovo f ′ f ′(x) f ′(1)
Leibnizovo df

dx
df(x)

dx = df
dx(x)

df
dx(1) =

df(x)
dx

∣∣
x=1

operátorové ∇f T ∇f (x)T ∇f (1)T 5



Konvergence vektorové funkce vektorového argumentu
f : Rn → Rm

lim
y→x

f(y) = z

znamená

lim
∥y−x∥→0

∥f(y)− z∥ = 0
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Derivace zobrazení f : Rn → Rm

Definice
Pokud existuje matice A ∈ Rm×n taková, že

lim
y→x

f(y)− f(x)− A(y − x)
∥y − x∥ = 0 ,

pak A se nazývá derivace nebo Jacobiho matice zobrazení f
v bodě x, píšeme f ′(x) := A a říkáme, že zobrazení f je v bodě x
diferencovatelné nebo že tam má totální diferenciál, kterým je
afinní zobrazení

g(y) := f(x) + A(y − x) .
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Existence derivace zobrazení f : Rn → Rm

Existuje-li derivace zobrazení f = (f1, . . . , fm) v bodě x ∈ Rn, platí

f ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

. . . ∂f1(x)
∂xn... . . . ...

∂fm(x)
∂x1

. . . ∂fm(x)
∂xn

 =

D1f1(x) . . . Dnf1(x)
... . . . ...

D1fm(x) . . . Dnfm(x)

 ∈ Rm×n .

Věta
Jestliže v bodě x všechny parciální derivace ∂fi

∂xj
= Djfi existují a

jsou spojité, potom má f v x derivaci (totální diferenciál).
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Speciální případy

g : R → Rm

g′(x) =

g ′
1(x)
...

g ′
m(x)

 .

f : Rn → R

f ′(x) =
[
∂f (x)
∂x1

. . . ∂f (x)
∂xn

]
= ∇f (x)T ,

kde

∇f (x) :=


∂f (x)
∂x1...
∂f (x)
∂xn

 =

D1f (x)
...

Dnf (x)

 = f ′(x)T

je gradient funkce f v bodě x.
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Řetízkové pravidlo

Věta o derivaci složeného zobrazení
Pro diferencovatelná zobrazení

Rn Rm Rlf

h:=g◦f

g

platí
h′(x) = g′(f(x)) f ′(x).
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Směrová derivace

Směrová derivace zobrazení f : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn ve směru
v ∈ Rn je vektor

lim
α→0

f(x + αv)− f(x)
α

∈ Rm .

3 2 1 fx vx+ �v
Tvrzení
Je-li zobrazení f v bodě x diferencovatelné, pak jeho směrová
derivace v bodě x ve směru v je rovna f ′(x) v.
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Speciální případ: funkce f : Rn → R

Tvrzení
Je-li funkce f : Rn → R v bodě x diferencovatelná, pak její
směrová derivace v bodě x ve směru v je rovna skalárnímu
součinu ∇f (x)T v = f ′(x) v a je pro jednotkový vektor v

• maximální, je-li v = ∇f (x)
∥∇f (x)∥ ;

• nulová, je-li v ⊥ ∇f (x).
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Parciální derivace druhého řádu

Věta
Nechť f : Rn → R a x ∈ Rn. Jestliže druhé parciální derivace

∂2f (x)
∂xi ∂xj

= DjDif (x) ,
∂2f (x)
∂xj ∂xi

= DiDjf (x)

v bodě x existují a jsou v bodě x spojité, potom jsou si rovny.

Hessova matice je

f ′′(x) =


∂2f (x)
∂x1 ∂x1

. . . ∂2f (x)
∂x1 ∂xn... . . . ...

∂2f (x)
∂xn ∂x1

. . . ∂2f (x)
∂xn ∂xn

 =

D1D1f (x) . . . DnD1f (x)
... . . . ...

D1Dnf (x) . . . DnDnf (x)

 ∈ Rn×n .
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Taylorův polynom pro funkci f : Rn → R

Hledáme polynom k-tého stupně Tk : Rn → R, který má v bodě x
všechny parciální derivace až do řádu k stejné jako funkce f.

x

T1(y)T2(y)

f(y)
T0(y)

Taylorovy polynomy v bodě x do stupně 2

T0(y) = f (x)
T1(y) = f (x) + f ′(x)(y − x)
T2(y) = f (x) + f ′(x)(y − x) + 1

2(y − x)Tf ′′(x)(y − x)
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Vnitřek a hranice množiny

Nechť X ⊆ Rn. Bod x ∈ Rn je její

• vnitřní bod, pokud existuje ε > 0 takové, že Bε(x) ⊆ X,
• hraniční bod, pokud pro každé ε > 0 je Bε(x) ∩ X ̸= ∅

a Bε(x) ∩ (Rn \X) ̸= ∅.

Které body jsou vnitřní a které hraniční?

X = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y > 0} ∪ {(1, 1)}

x

y

c

0

(1, 1)

a

b
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Extrémy funkce na množině

Funkce f : Rn → R nabývá na množině X ⊆ Rn v bodě x ∈ X

• minima, pokud f (x) ≤ f (y) pro všechna y ∈ X,
• lokálního minima, pokud existuje ε > 0 tak, že f (x) ≤ f (y)

pro všechna y ∈ X ∩ Bε(x).

(Lokální) minimum v bodě x je

• volné, pokud x je vnitřním bodem množiny X,
• vázané, pokud x je hraničním bodem množiny X.
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Extrémy funkce na množině – příklady

a b c d fe

fX

x
∗

x

3

1
2

Bε(x) ∩X

Bε(x)
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Podmínka prvního řádu

Věta
Nechť X ⊆ Rn, x ∈ X je vnitřní bod množiny X a f : Rn → R je
diferencovatelná v x. Je-li x lokální extrém funkce f na X, platí

f ′(x) = 0.

Stacionární bod x ∈ Rn funkce f : Rn → R splňuje f ′(x) = 0.
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Podmínky druhého řádu

Věta
Nechť X ⊆ Rn, x ∈ X je vnitřní bod množiny X a f : Rn → R je
dvakrát diferencovatelná v x. Je-li x stacionární bod, platí:

• Pokud je x lokální minimum, pak je Hessova matice f ′′(x)
pozitivně semidefinitní.

• Pokud je f ′′(x) pozitivně definitní, pak je x ostré lokální
minimum.

• Pokud je f ′′(x) indefinitní, pak x není lokální extrém.

Sedlový bod x ∈ Rn funkce f : Rn → R je stacionární bod takový,
že f ′′(x) je indefinitní.
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