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K €emu slouzi SVD

Singularni rozklad je zdkladni technikou v numerickych vypo&tech:

Aplikace
e Regeni PCA
e Hleddme nejbliZsi matici niZsi hodnosti

e Rozpoznavéni oblitejl (eigenfaces)

Latentni sémantickd analyza

Ortogonalni Prokrustiv problém



PCA

Databaze genomu (m =~ 200000 prom&nnych) pro n = 1400
Evropani byla promitnuta na k = 2 hlavni komponenty:
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Point Cloud Alignment
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SVD teoreticky



Singularni rozklad matice

Véta (Existence SVD)

KaZdou matici A € R™*" Ize rozloZit jako
A=USV'T = slulvlT + e+ spupv;,

kde p = min{m, n}, diagondlni matice S € R?*P m3 na

diagonale S1,...,5 > 0, matice
U: |:u1...upi| GRI‘"XP, V: |:vl...vp:| ERHXP
maji ortonormalni sloupce zvané /

v/l v

Singularni &isla Yadime sestupné: s; > --- > s,



Ruzné verze SVD

A=USV'

Redukované SVD
UecR™P SR VeR™

Plné SVD
U = Rmxmv s c Ran’ V c Ran

Rank-minimalni SVD
UeR™" SeR™ VeR™" kde r :=rankA <

Protoze r = rank S, &islo r je poet nenulovych singularnich &isel.



SVD geometricky

Efekt SVD matice A € R2*? na vektor x si lze predstavit takto:

OESRORQ

Obrazek: Solomon - Numerical Algorithms

Specidlné: Av; = s;u;



Jak souvisi singularni &isla s vlastnimi cisly?

Vlastni &isla/vektory matic AAT a ATA
PouZijeme SVD matice A = USVT k odvozeni identit

AAT = US’UT
ATA = vs2yT

e Matice AAT a ATA maji stejnd nenulova vlastni &isla

2
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e Levé singuldrni vektory u; jsou vlastni vektory matice AAT

e Pravé singularni vektory v; jsou vlastni vektory matice ATA
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Singularni &isla nékterych matic

e Ortogondlni matice ma vSechna singuldrni &isla rovna 1
. - o 1 24 c s -
e Hilbertova matice A = [Tj—l] Fadu n je reguldrni a napft.

i
pro n = 100 plati

s1 = 2.1827, ..., 5100 = 1077

e Cernobily obrazek psa je matice 3456 x 4608 s plnou ¥adkovou
hodnosti, jeji singuldrni &isla jsou v grafu s log;q stupnici




Aplikace SVD




NejbliZsi matice nizsi hodnosti pomoci feseni PCA

Low rank approximation pro matici A € R™*"

min {||A — B||? | B € R™" rank B < k}

g X = (rmgY)+

mgY = (rmg X)*+

ay
[}

\ b1 YYTa1 (I XXT)a1
Y lay = by || = [ XTay|

ai

Optimum je B = YYTA, kde Y = [Vy_k11- - Vim] je matice
vlastnich vektorti odpovidajicich nejvétéim vl. &islim matice AAT.



Nejblizsi matice nizsi hodnosti pomoci SVD

AcCR™" A= USVT, S1> > 8y, p= min{m, n}

Véta (Eckart-Young)
Nechf k < p. Reenim dlohy
min {|A — B||? | B € R™", rank B < k}
je matice
= US,V' = slulvlT + et skukvz7

kde Sy = diag(s1, - .-, sk, 0) € RP*P.
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MéFime kvalitu aproximace

Tvrzeni

Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r plati

Al = /s + -+ 2.

Relativni chybu aproximace matici hodnosti nejvyse k Ize zjistit
ze singuldrnich &isel matice A:

e Pro k=1,...,r —1 dostaneme
JA =B _ [+t
A $+ o+
e Pro r < k < p trividlné plati B* = A a chyba je 0
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Komprese obrazku psa pomoci SVD

k = 200, chyba 4%, 200 x (3456 + 4608) Original 3456 x 4608
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PCA pomoci SVD

Matice A = [al - -a,,] € R™" m3 ve sloupcich datové vektory a;

NN

a jejich t&zisté je a = 0. Promitame je na podprostor dimenze k.

Reseni

1.
2.
3.

Spotti redukované SVD A = USVT, kde s; > --- > Sp
Oznat Uy = [ug - - - uy] € R™<K

Levé singuldrni vektory v matici Uy jsou ortonormalni bazf
hledaného podprostoru dimenze k

v . ; , o - T
Soutadnice promitnutych bodi jsou U, A

Optimalni hodnota tlohy (absolutni chyba) je SEH + et sf,
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Ptiklad (1)

n = 3 recenzenti hodnoti m = 4 filmy body 0,...,5.
Po normalizaci priiméry dostaneme A a kovarianéni matici:

5 4 1 1.67 067 —2.33
5 5 0 | 167 167 —3.33
0 0 5|’ - |-1.67 —-167 3.33
1 0 4 —0.67 —1.67 2.33

280 3.89 —3.80 —256
IpAT_ | 389 556 556 —3.89

g ~3.890 —556 556 3.89
—256 —3.89 3.89 2.89

Hodnoty kovarianci naznaluji, Ze existuji k = 2 typy filma.
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Ptiklad (2)

e Pomoci SVD matice A = USVT dostaneme levé singularni
vektory U = |u; up U3], jsou sefazeny podle singuldrnich
Cisel sy =7.05, 5p=1,53=0

e PCA pro k = 2: klademe U, = [ul uz} a matice soufadnic
datovych vektorti promitnutych do span(uy, uz) je

UJA =
—071 071 0

—2.88 —2.88 5.74]

e Chyba aproximace je s3 =0

ii5)



Eigenfaces (1)

Datové vektory ay,...,a, jsou fotky obli¢eji o m pixelech
P¥edpoklad: Matice A = [a;...a,] € R™*" spliiuje A1 =0

Uy = [ug - - - ug] € R™K obsahuje charakteristické obliteje

Novou fotku x € R™ pfevedeme na soufadnicovy vektor
U-er € R¥ a nalezneme nejblizi sloupec v UZA e Rkxn
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Eigenfaces (2)

b) Eigenfaces

o
+5.3% B 2.4%

(c) Projection

Obréazek: Solomon - Numerical Algorithms
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Ortogonalni Prokrustiiv problém (Point Cloud Alignment)

e Matice A = [a1-~-an} eR™"aB= [bl---bn] e R™x"

Rme

e Hleddme ortogonalni matici X € minimalizujici

> _lIXa; —bil* = | XA - B||?
i=1

Optimalni feseni
X* = UVT, kde BAT = USVT je redukované SVD
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