Uloha 1 (1 bod) Zakreslete syntakticky strom nasledujici formule ¢ vyrokové logiky:

p=((a=b)=c)N(a= (b= <))
Zapiste formuli ¢ vyrokové logiky danou nasledujicim syntaktickym stromem:

A

A
A

I
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Myslenky pii feSeni Zde neni tfeba moc premyslet, v obou ¢astech piikladu mi staci postu-
povat podle jednoduchého algoritmu. Formule ¢ ma jako hlavni spojku konjunkci (A). To
znamena, ze je tvaru ¢ A @g. Tvorbu syntaktického stromu tedy zacnu takto:

A

/\
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Misto @1 a @9 by ale mély byt zakresleny syntaktické stromy formuli ¢ = ((a = b) = ¢)
a s = (a = (b = c¢)). Stadi tedy nalézt hlavni spojky téchto formuli a postupovat
rekursivné. Vysledny syntakticky strom formule ¢ je

A

PN
A A

Formuli v méme zadanou syntaktickym stromem. Zde nemusime slozité hledat hlavni
spojku, stac¢i se podivat do kofene syntaktického stromu, kde je spojka A. Formule v je
tedy tvaru i A 1. Abych zjistil, co je ¢ a 1o, staci se mi podivat na levy a pravy
podstrom piislusny koteni daného syntaktického stromu. Postup ma zase rekursivni cha-
rakter, odhalim tedy, ze ¢; = aAb a1y = =(c = b). Proto je ¢ formule (a Ab) A= (c = b).

Uloha 2 (1 bod) Rozhodnéte, které z nasledujicich formuli vyrokové logiky jsou splnitelné:

(a = b) A=(a VD).
=(=aV =(bAc)).

(aV b) A —=(—a A —b).
((aVb)Ve)= (—aA-b).
1LV(a=1).

A



Myslenky pii feSeni Nejdiive si pfipomenu, co je splnitelnost formule vyrokové logiky. For-
mule ¢ je spinitelnd, pokud je v néjakém pravdivostnim ohodnoceni pravdivd. K tomu,
abych rozhodl, Ze je ¢ splnitelna, mi tedy staci najit jedno konkrétni ohodnoceni u, pro
které plati u(¢) = 1. Naopak, abych ukazal, Ze ¢ splniteln&d neni, musim zkontrolovat
vSechna pravdivostni ohodnoceni a ukazat, ze v nich neni pravdivd. P¥imocary postup
by byl sestrojit pravdivostni tabulku. VSechny formule ze zadani obsahuji maximalné tii
ruzné atomické formule, takze by tabulka méla osm Fadku, coz je snesitelné. Ja si chci
usetTit praci, takze zkusim detekovat splnitelnost jinak.

1.

Prvni formule je konjunkce. Chtél bych ohodnoceni, ve kterém jsou pravdivé oba
konjunkty. Pravy konjunkt je negace disjunkce, bude pravdivy jen v pripadé, kdy a
i b bude ohodnoceno jako nepravdivé. Zkusim tedy ohodnoceni u, pro které u(a) =
u(b) = 0. Musim zkontrolovat, zda je v u pravdivy i levy disjunkt, implikace a =
b. Pamatuji si pravdivostni tabulku pro implikaci, takze vim, Ze odpovéd je ano.
Celkové tedy: prvni formule je splnitelné.

Druhé formule je negace disjunkce: v hlavé si tuto formuli pomoci De Morganova
zékona —(pV)H-pA—1 pievedu na sémanticky ekvivalentni formuli =—aA——(bAc),
odstranim dvojité negace, a vidim, ze mohu stejné tak fesit, zda je splnitelnéd formule
a A (b A c). Pravdivostni ohodnoceni u se nabizi: u(a) = u(b) = u(c) = 1.

U treti formule mohu pouzit podobny trik. Pravy konjunkt je sémanticky ekvivaletni
formuli a V b, mohu se tedy ptat, zda je splnitelna formule (a V b) A (a V b), ktera je
sémanticky ekvivaletni formuli (a V b), a ta splnitelna je.

Hlavni spojka je implikace. Najdu ohodnoceni, které ohodnoti predpoklad jako ne-
pravdivy? Prfedpoklad je disjunkce tfech atomickych formuli, staci kazdou ohodnotit
jako nepravdivou. Cela formule je tedy splnitelna.

.V hlavé provedu sémanticky ekvivalentni tipravy formule ze zadani:

1V(a=1l)Ha= LH=a,

formule —a je splnitelna, a tedy i formule ze zadani je splnitelna.

Uloha 3 (2 body) Jazyk L predikatové logiky je dan nasledovné:

Pred = {P,Q, R},ar(P) = ar(Q) = 1,ar(R) = 2,

Func = {f}, ar(f) =1,
Kons = {a}.

Jsou dany formule predikatové logiky ¢ = Ve R(z,y) av = JyR(zx, f(y)) (kde z, y a z jsou
proménné). Déle je term s definovan jako f(f(z)) a term ¢ jako proménné y. Rozhodnéte,
ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva.

SAN

Term t je volny pro proménnou x ve formuli .
Term t je volny pro proménnou y ve formuli .
Term t je volny pro proménnou x ve formuli 1.
Term t je volny pro proménnou y ve formuli 1.

Term s je volny pro proménnou x ve formuli ).

Myslenky pri feSeni 1. Formule ¢ neobsahuje zadné volné vyskyty proménné z, takze

jakykoli term pro x ve ¢ bude volny.



2. Po nahrazeni volnych vyskyti proménné y proménnou y se ¢ nezméni, takze y je
pro y ve ¢ volna.

3. Po nahrazeni volnych vyskyti proménné « proménnou y v ¢ vznikne formule JyR(y, f(y))
(zména je vyznacena tucné). Dany vyskyt proménné y je vazany — y tedy pro x v ¢
nent volna.

4. Proménna y neméa v ¢ volné vyskyty, toto tvrzeni je tedy okamzité pravdivé.

5. Pokud nahradim volné vyskyty proménné x v ¢ termem f(f(z)), ziskdm formuli
JyR(f(f(x)), f(y)) (zména vyznacena tucné). Vznikl mi novy vyskyt proménné x,
ale je volny. Term f(f(x)) je tedy pro = ve formuli ¢ volny.

Uloha 4 (2 body) Jazyk L predikatové logiky je dan nasledovné:

Pred = {P,Q, R},ar(P) = ar(Q) = 1,ar(R) = 2,

Func = {},ar(f) = 1.
Kons = {a}.

Interpretace I jazyka L je dana nasledovné (pFipomenuti: O je pfirozené ¢islo):

U=N
[P] ={0,3,12}
Q] ={4-2|=€N)
[R] ={(m,n) e Nx N |m < n}
[/]:N—N
n—mn+95

Rozhodnéte, které ze sentenci nize jsou v interpretaci I pravdivé.

VaVy(R(z,y) = P(x)).

JzR(a, ).

36(P(x) AVY(Q(y) = R(x,1))).
YaTy(R(z,y) A P(f(2)))
S9¥a(Q(x) = Ry, f(2))).

Myslenky pri feSeni Nez zac¢nu fesit pravdivost sentenci ze zadani, prozkoumam interpretaci

1.

AN

U = N znamena, ze se zabyvam prirozenymi ¢isly.

Predikatovy symbol P kéduje vlastnost , byt ¢islo 0, 3 nebo 12¢.

Predikitovy symbol () kdduje vlastnost ,,byt nasobkem ¢tyiky*, byt délitelny ¢tyimi.

Predikatovy symbol R koduje vztah ,,byt ostfe mensi nez®,

Funkéni symbol f kéduje funkei ,,pri¢itani pétky*,

e Konstantni symbol a odkazuje na ¢islo 2.

P1i feseni si vzdy prelozim danou sentenci do prirozeného jazyka tak, abych rozumél tomu,
co v mé intepretaci I tvrdi.



1. At si vezmu jakakoli dvé pfirozena ¢isla n a m takova, ze n < m, pak je n bud 0, 3,
nebo 12. To zjevné neni pravda.

2. Néjaké prirozené ¢islo je vétsi nez 2. To zjevné pravda je.

3. Nekteré z ¢isel 0, 3, 12 (oznac¢im ho n) ma tu vlastnost, ze kazdé piirozené ¢islo m
délitelné ¢tyfmi je vétsi nez n. To neni pravda: Pro 12 mohu vybrat tieba 8 (&islo
osm je délitelné ¢tyimi, ale neni vétsi nez dvanéct), pro 3 mohu vybrat 0 (nula je
také délitelna ¢tyfmi, ale neni vétsi nez tii), a pro 0 mohu ostatné také vybrat 0
(nula neni ostfe v&tsi nez nula).

4. Ke kazdému prirozenému ¢islu n existuje prirozené ¢islo m, které je vétsi, a navic
ma ¢islo n + 5 tu vlastnost, ze je to 0, 3, nebo 12. To neni pravda: vezméme si tieba
pfirozené ¢islo 4. Cislo 4 + 5 (tedy 9) neni ani 0, ani 3, ani 12.

5. Existuje prirozené ¢islo m s tou vlastnosti, Ze pro kazdé prirozené n, které je délitelné
Ctyfmi, je m < n + 5. To je pravda, mohu si zvolit naptiklad m = 0.

Uloha 5 (2 body) Neorientovany graf G je dan estiprvkovou mnozinou vrcholi V = {a, b, ¢, z, y, 2}
a mnozinou hran, ktera je popsdna nésledujicim seznamem:

| hrana | {a,b} | {a,2} | {a,2} | {b,c} | {b,2} | {c,y} | {c. 2} ]

Rozhodnéte, kterd tvrzeni o grafu G plati:

G je souvisly.
G je eulerovsky.
G ma barevnost 2.

G neobsahuje kruznice.

AN

G obsahuje néjakou t¥iprvkovou nezavislou mnozinu vrcholu.

Myslenky pii feSeni Graf je maly, nakreslim si ho a zkusim o jeho vlastnostech rozhodnout
zkouménim obrazku.

1. Ze je G souvisly, vidim na prvni pohled.
2. Ze G nenf eulerovsky, vidim z toho, Ze ne kazdy vrchol mé sudy stupen.

3. Ze G nemé barevnost 2, vidim z toho, ze obsahuje trojihelnik (uréeny vrcholy a, b
ax).
4. Ze G obsahuje kruznici, vidim z toho, Zze obsahuje trojihelnik.

5. Vidim, Ze y a z tvori dvouprvkovou nezavislou mnozinu vrcholi, a druhym pohledem
vidim, Ze neni maximéalni: mohu piidat i vrchol b a mnozina {b,y, 2z} bude stale
nezavisla. Graf G tedy obsahuje tiiprvkovou nezévislou mnozinu vrcholu.

Uloha 6 (2 body) Je dan orientovany graf H, o kterém vite jen to, Ze je acyklicky a Ze ma 7
vrcholi. Ktera z nasledujicich tvrzeni o ném nutné plati také?
1. H neni silné souvisly.
2. H ma alespon 6 hran.

3. H je (bran jako neorientovany graf) souvisly.



4. H obsahuje néjaky vrchol v, pro ktery plati d,.(v) = 0.
5. H obsahuje néjaky vrchol u, pro ktery plati d;,(u) > 0.

Myslenky pii feSeni Vidim, ze v zadéani je graf H specifikovany dvéma vlastnostmi: ma 7
vrcholi a je acyklicky. To neni dost vlastnosti, které by H specifikovaly jednozna¢né. Co
to znamena? Grafu, které spliuji vlastnosti ze zadani, je vice. KdyZz se zadani pté, ktera
z tvrzeni o H nutné plati, zjistim, zda dané tvrzeni plyne uz piimo ze specifikovanych
vlastnosti, nebo zda existuje graf, ktery vlastnosti ze zadani spliuje, ale tvrzeni nize o
ném neplati.

1. Ano, H neni silné souvisly. Ma vice nez jeden vrchol (dokonce 7), a kdyby byl silné
souvisly, urc¢ité by obsahoval cyklus. Cykly ale H ze zadani neobsahuje.

2. Pocet hran v H neni specifikovany, a sedmivrcholovy acyklicky graf, ktery ma méné
neZ 6 hran, existuje. Vezméne napiiklad diskrétni graf o sedmi vrcholech. (Diskrétni
graf je graf neobsahujici Zddné hrany).

3. Uz z pfedchoziho tvrzeni vidim, ze diskrétni graf spliiuje specifikaci, a pritom neni
souvisly. Tteti tvrzeni tedy neplati.

4. Kazdy acyklicky graf obsahuje vrchol, ktery je zdroj. Tedy to plati i pro H.

5. Toto tvrzeni neplati, coz vidim znovu z prikladu diskrétniho grafu. Tam mé kazdy
vrchol vstupni stupen 0.



