V prezentaci by mélo byt zretelnych
7 dale uvedenych bodu.



[1] ZADANI neboli pohadka, strucné neformalni seznameni, zdroj ulohy.

[2.] PRIKLAD, UKAZKA, OBRAZEK na pikladu ukaseme, ,jak to

funguje” nebo alespon, ceho chceme dosahnout.

[3.] NAPAD, ROZBOR pro snadné algoritmy nepovinny, jinak ale

nejdlleZitéjsi cast prezentace.

[4.] MATE MAT'CKA FORMULACE s vyuzitim matematického jazyka

(mnozina, usecka, délitelnost, graf, existuje, mohutnost, permutace, funkce atd.),

[5] ALGORITMUS: s vyuzitim [4.], staéi slovné ale pofadné, pamétova a

casova slozitost, kdyz ne presné, tak alespon odhad.

[6] IMPLEMENTACE nemusi byt cela, staci ukazat nebo rici, co délaji

vvvvvv

[7] POZNAM KY, ZKUgENOS-” Co se vam dafrilo a nedarilo, co vas

prekvapilo, na co si dat pozor, pripadné odkazy, dalSi souvislosti apod.




Jednotlivé body [1.] - [7.] se mohou vselijak prolinat,
jak to logika postupu reseni vyzaduje,
nemély by ale v prezentaci chybét.

Nasledujici ukazka
je trochu vice "ukecana”,
protoze existuje jen v psané podobeé.
Realisticka prezentace bude spis obsahovat
méneé psaného textu a zbytek prezentujici rekne.



[1.] ZADANI

Na brehu reky je n mést (n £ 100) propojenych jednou rourou.

Kazdé mésto vypousti svou odpadni vodu bud’ primo do reky nebo rourou do sousedniho
mésta. Vypoustéci strategie je pro kazdé mésto dlouhodobé fixni. Mésto nemize
vypoustét vodu do reky i do roury zaroven.

Kdyz do mésta dotéka voda z jednoho sméru ze sousedniho mésta nebo sousednich mést,
muUZe ji mésto bud spolu se svou vodou vypoustét do feky nebo poslat spolu se svou
vodou ve stejném smeérem do sousedniho meésta, pokud to jde.

Dvé sousedni mésta nemohou vypoustét svou vodu do roury proti sobé. Kapacita roury je
dostatecna pro libovolné mnozstvi vody.

Uloha: Zjistéte, kolik je moznych konfiguraci pro danou hodnotu n (max 100) .

Priklad
8 mést:

Uloha evropského jihozapadniho regiondlniho kola ICPC 2002.
https://icpcarchive.ecs.baylor.edu/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&category=131&page=show
_problem&problem=686



[2.] PRIKLAD

Kdyz jsou mésta 4, mame celkem 21 moznych konfiguraci.
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[3.] NAPAD, ROZBOR

neteCe  doprava doprava neteCe doprava doleva doleva netece netece

Situace v kazdém meésté je dana smérem toku vpravo a vlevo bezprostredné od néj. U
krajnich mést si pfedstavujme, ze se dale od nich tahne prazdna roura, v niz voda
povinné netece (nebo do mésta pritéka, to je jedno).

Kdyz tedy postupujeme doleva doprava a koukame jenom na sméry toku mezi
sousednimi mésty, jsme schopni celou konfiguraci jednoznacné rekonstruovat.

Tim mUzZeme vyloucit mésta z celé Ulohy a soustredit se jen na jednotlivé toky.
Zda se, Zze kazda posloupnost tokll je mozna?
Neni, bezprostredné vpravo od toku doleva se nemuze vyskytnout tok doprava, to by

meésto mezi nimi vypoustélo vodu do roury obéma smeéry, a to se dle zadani nesmi.
Jinak je zfrejmé mozna kazda z osmi dalSich kombinaci sousednich smérd.



[3.] ROZBOR pokracovani

Tabulka lokdlnich moznosti

neteCe  netece neteCe  doleva netecCe doprava

=

doleva netece doleva doleva

=0 BEEENE=—0 t=—

doprava netece doprava doleva doprava doprava




[4.] MATEMATICKA FORMULACE

Oznacme jednotlivé sméry: neteCe X

doleva L

doprava R
Kazda konfigurace je jednoznacné popsana néjakym retézcem téchto pismen.
Podle tabulky na predchozi strance mize retézec obsahovat libovolné dvojice
sousednich znakd, kromé dvojice LR.

Okrajové pridané prazdné toky u obou krajnich mést mizeme zanedbat a
ekvivalentni formulace celé ulohy tedy bude :

Pro dané n najdéte pocet vSech retézcll délky n-1 nad abecedou {X, L, R},
které neobsahuji podretézec "LR".

Na pocty retézcl s riznymi omezenimi se mnohdy hodi DP.



[3.] ROZBOR pokracovani

Metoda DP typicky k nalezeni poctu retézcl délky k+1 pouzije fetézce délky k.

Oznacme X(k) pocet retézcli délky k koncicich pismenem X a analogicky
L(k) pocet retézcl délky k koncicich pismenem L,
R(k) pocet retézcli délky k koncicich pismenem R.

Konci-li retézec libovolnym z pismenem X, L, R,

|ze jej prodlouzit o jeden znak pismenem X, tudiz
X(k+1) = X(k) + R(k) + L(k).

Podobnou Uvahou je zfejmé, ze
L(k+1) = X(k) + R(k) + L(k).

Pouze kdyz retézec konci pismenem X nebo R,

|ze jej prodlouzit o jeden znak pismenem R, (dvojice LR je nepfipustnad), tudiz
R(k+1) = X(k) + R(k).

Plati také X(1) = R(1) = L(1) = 1. Mame kompletni rekurentni vztahy a mohli bychom podle
nich za¢it poéitat . Redenim ulohy je pro n mést je tedy hodnota

X(n-1) + R(n-1) + L(n-1).

Tu spocteme v Case O(n), pokud dokazeme scitat dvé Cisla v konstantnim case. Dokazeme?



[3.] ROZBOR zlepseni

Odvozené rekurentni vztahy jsou si hodné podobné, levé strany jsou skoro stejné.
X(k+1) = X(k) + R(k) + L(k),
L(k+1) = X(k) + R(k) + L(k),
R(k+1) = X(k) + R(k).

Oznacme XR(k) pocet retézcl délky k koncicich pismenem X nebo R.

Mame tedy XR(k) = X(k) + R(k).

Nyni druhou rovnici ponechame, secteme prvni a treti a dostaneme
L(k+1) = X(k) + R(k) + L(k),
X(k+1) + R(k+1) = 2(X(k) + R(k)) + L(k).
Podle definice XR(k) mUzeme tyto dvé rovnice prepsat na
L(k+1) = XR(k) + L(k),
XR(k+1) = 2 -XR(k) + L(k).

Plati také XR(1) = 2, L(1) = 1. Mame kompletni rekurentni vztahy a mohli bychom zacit
pocitat . Re$enim Ulohy je pro n mést je tedy hodnota

XR(n-1) + L(n-1).

Tu spocCteme v Case ®(n), pokud dokazeme scitat dveé Cisla v konstantnim ¢ase. Dokazeme?



[3.] ROZBOR zlepseni

L(k+1) = XR(k) + L(k),
XR(k+1) = 2 -XR(k) + L(k),
L(1) =1,
XR(1) = 2.

Mame

Vyplime si pro zacatek rucné tabulku:

k=1|k=2|k=3 |k=4 |k=5 |k=6 |k=7
L(k) 1 3 8 21 55 144 | 377
XR(K) 2 5 13 34 89 233|610
L(k)}+XR(k) | 3 8 21 55 144 [377 | 987

Cisla L(1), XR(1), L(2), XR(2), L(3), XR(3), L(4), XR(4), ... pfedstavuji Fibonacciho posloupnost
1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ... (dikaz mozny indukci apod.),

soucet L(k)+XR(k) je soucet dvou po sobé jdoucich Fibonacciho Cisel, Cili je to také

Fibonacciho dislo.



[3.] ROZBOR zlepseni

Pro vypocet si rovnice
L(k+1) = XR(k) + L(k),
XR(k+1) = 2 -XR(k) + L(k).
upravime na:
L(k+1) = XR(k) + L(k),
XR(k+1) = XR(k) + XR(k) +L(k).
tj:
L(k+1) = XR(k) + L(k),
XR(k+1) = XR(k) + L(k+1).

Kdyz budeme uchovavat L(k) v proménné L a XR(k) v proménné XR,
mUZeme psat cely vypocet s rostoucim k:

intL =1, XR = 2;

for(int k = 1; k< n; k+t+) { // n = no of cities
L += XR;
XR += L;

}
print("%d\n", L); // Tinal result

Bude funkcni?



[3.] ROZBOR zlepseni

Dosadime za n maximalni vstupni hodnotu uvedenou v zadani ulohy, tj 100. a
program vytiskne -552082539, evidentné 32 bitovy typ int pretéka.
Bude pretékat 64 bitovy typ?

Pohledem do tabulky vidime, ze pro dané n na vstupu pocitame jako vysledek
2n-té Fibonacciho dislo.

Kolik bitd ma F(200)? Cca tolik, kolik je log,(F(200)). Provedeme tedy odhad.
Z tahaku se dozvime, Ze

Fn) = 1 <1+\/§>

S\ 2

Logaritmujeme a upravime (kalkulacka pomuze):

log,(F(n)) ~ log, (\/15 <1 +2\/§> ) = log, (\/_15) +n-log, (1 +2\/§>

= log,(0.447) + n - log,(1.618) = 0.694 -n — 1.162 ~ 0.7n

Tedy log,(F(200)) je cca 0.7 - 200 = 140.
Datovy typ s timto poétem bitl nemame a nestacilo by ani 128 bitu.



[3.] ROZBOR zlepseni

Vypocet Fibonacciho Cisla vyZzaduje jen scitani.

Reprezentujeme prirozena Cisla pomoci pole, do kazdého prvku ulozime jednu
Cislici.

jako sCitame dvé Cisla pod sebou na papire. Nesmime zapomenout na pripadny
prenos 1 pres desitku.

void add(int numl[], int num2[]) {

for(int 1 = 0; 1 < ARRSIZE-1; i++) { // proceed digit by digit
num2[1] += numl[1];

num2[1+1] += num2[1]/10; // add carry 1 to the next digit

num2[1] %= 10; // manage "overflow" of num2[i]
+
} v v
pred prictenim po pricteni
numl 0/0/0/0/{0|7|5/0/2|5 0/0/0/0/0|7|5/0]2
num?2 0/0/0/0/0/4/6/3/6|8 0/0/0/0/1|2|1/3/9|3

ProtoZe data Ulohy nejsou zvlast velkd, dovolime si komfort a budeme

pri kazdém scitani prochazet celé pole. Registrace poctu platnych Cislic
by byla snadnou upravou.



5. ALGORITM US, slozitost

Vstup: n, max_n.
Vystup: Fib(2*n)

Inicializace:
Pole L a XR, obé délky 1+ceil (log,o(F(2*max_n))) = 1+ceil(max_n * 0.416)!,
Vynuluj pole L a XR; L[0] = 1, XR[0] = 2.

Opakuj n-1 krat  // vyroba dvojic Fibonacciho cisel
pricti XR k L // scCitej cifru po ciffe, hodnota se nevejde do typu long
pricti Lk XR // dtto

Tisk L bez uvodnich nul od nejvyssiho radu.

Slozitost Casova:
n krat dva pruchody polem XR a L, jeden pruchod je linearné umérny délce pole,
n < max_n, tedy
O(n * max_n) = O(max_n?).
SloZitost pamétova:
ziejmé  ®(max_n).

[1], PFictend 1 zplsobi nejvyssi fad v poli nulovy, pro jistotu :-).



#define ARRSIZE 43
int L [ARRSIZE], XR [ARRSIZE];

[6.] IMPLEMENTACE

num2[1] += numlf[i];

Int mainQ) { num2[i+1] += num2[i]/10;
it n; num2[i] %= 10;
while (scanf("%d", &n) !'= EOF) { 3
s

}

// initialize L and XR

for(int 1 = 1; i < ARRSIZE; i++)
L[1] = XR[1] = O;

L[O] = 1; XR[O] = 2;

// compute the (2*n)-th fibonacci number
for(int i = 1; i < n; i++) {

add(XR,L);

add(L,XR);

-

// print the fibonaccci number

int k = ARRSIZE-1;

whille ((k > 0) && (L[K] == 0)) k--; // fTind Tirst non-0 digit

whille (k >= 0) // print digits one by one
printf("%d"”, L[k--1);

printf(*'\n"");

return O;

void add(int numl[], int num2[]) {
for(int i = 0; 1 < ARRSIZE-1;

1++){



[7.] POZNAMKY

Po provedeni rozboru bylo snadné kod ladit na svém stroji bez odevzdavani,
takze nakonec bylo reseni akceptovano na prvni pokus.

Vyplati se nahlizet do tahdaku se zakladnimi pouckami a vzorecky.
Odhad velikosti (prostocviky s logaritmy) byl také uzitecny.
Autofi ulohy byli laskavi -- nedali na vstup ostrych dat matouci O.

Pri pocitani moznosti metodou DP postupného pridavani prvkd na konec posloupnosti
muUZe hrozit v soutézZich pravé Fibonacciho posloupnost, je proto vhodné rychle toto
podezreni ovéfit, napr. vygenerovat Fibonacciho Cdisla

a ovérit vuci prikladu v zadani apod.

(Podobna poznamka se muze stejné dobre tykat i napft. trojuhelnikovych Cisel,
mocnin prvocisel, apod.)



