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Částečně uspǒrádaná množina

Binárńı relace na množině Y je množina R ⊆ Y × Y .

Binárńı relace je

• reflexivńı, když (x , x) ∈ R pro každé x ∈ Y ,

• transitivńı, když (x , y) ∈ R a (y , z) ∈ R implikuje (x , z) ∈ R,

• antisymetrická, když (x , y) ∈ R a (y , x) ∈ R implikuje x = y .

Binárńı relace na Y se nazývá

• kvazi-uspǒrádáńı (neboli p̌red-uspǒrádáńı) na množině Y , je-li reflexivńı a transitivńı.

• částečné uspǒrádáńı (krátce uspǒrádáńı) na množině Y , je-li reflexivńı, transitivńı a

antisymetrická.

Relaci (kvazi-)uspǒrádáńı obvykle ṕı̌seme infixově: ḿısto (x , y) ∈ R nap̌r. x � y .

Pro rozlǐseńı r̊uzných uspǒrádáńı pak lze už́ıt symboly ≤1,≤2,≤′,�′, atd.

Prvky x , y ∈ Y jsou porovnatelné v uspǒrádáńı �, jestliže x � y nebo y � x .

Uspǒrádáńı je úplné (neboli totálńı), když každé dva prvky z Y jsou porovnatelné.
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Př́ıklady

Př́ıklady uspǒrádáńı:

• Y = R a � je p̌rirozené uspǒrádáńı ≤ reálných č́ısel. Je úplné.

• Y ⊆ 2U a � je inkluze na množině 2U , tedy x � y právě když x ⊆ y . Neńı úplné.

(2U znač́ı množinu všech podmnožin množinu U.)

• Uspǒrádáńı po složkách na množině Y = Rm:

x � y ⇐⇒ xi ≤ yi ∀i = 1, . . . ,m

Neńı úplné: nap̌r. pro m = 2 jsou vektory x = (0, 1) a y = (1, 0) nesrovnatelné.

• Lexikografické (‘slovńıkové’) uspǒrádáńı na množině Y = Rm:

x � y ⇐⇒ (x = y) ∨
(
∃k : (xk < yk) ∧ (∀i < k: xi = yi )

)
Je úplné.

Př́ıklady kvazi-uspǒrádáńı na Y = Rm:

• x � y ⇐⇒ x1 + · · ·+ xm ≤ y1 + · · ·+ ym

• x � y ⇐⇒ max{x1, . . . , xm} ≤ max{y1, . . . , ym}
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Nejmenš́ı a minimálńı prvky (kvazi-)uspǒrádané množiny

Prvek x ∈ Y se nazývá (vzhledem ke (kvasi-)uspǒrádáńı �)

• nejmenš́ı prvek množiny Y , jestliže pro všechna y ∈ Y plat́ı x � y .

• minimálńı prvek množiny Y , jestliže pro všechna y ∈ Y plat́ı y � x =⇒ x � y .

Pro úplné (kvasi-)uspǒrádáńı oba pojmy splývaj́ı.

Maximálńı a nejvěťśı prvek jsou definovány obdobně.
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Optimalizačńı úloha vzhledem k uspǒrádané množině

Dány

• množina X p̌ŕıpustných řešeńı (obvykle je X ⊆ Rn)

• množina hodnot Y s částečným uspǒrádáńım �
• účelová funkce f : X → Y

Hledáme nejmenš́ı (pokud existuj́ı) nebo aspoň minimálńı (vzhledem k uspǒrádáńı �) prvky množiny

f (X ) = { f (x) | x ∈ X } ⊆ Y .

• Známý speciálńı p̌ŕıpad: Y = R a � je p̌rirozené uspǒrádáńı na R.

• Když Y = Rm, mluv́ıme o v́ıce-kriteriálńı optimalizaci:

minimalizujeme m kritéríı f1, . . . , fm : X → R (složky zobrazeńı f : X → Rm).

(též známo jako multi-objective optimization, vector optimization, Pareto optimization, ...).

5 / 8



Př́ıklad: Kupujeme auto

Z této nab́ıdky chceme vybrat levné auto s malou spoťrebou:

VW Golf Opel Astra Ford Focus Toyota Corolla

cena [tis. euro] 16 15 14 15

spoťreba [l/100km] 7.2 7.0 7.5 8.2

Máme

• X = {VW Golf, Opel Astra, Ford Focus, Toyota Corolla }
• Y = R2

• zobrazeńı f je definováno tabulkou (f1 je cena, f2 je spoťreba)

Dvě smysluplná uspǒrádáńı �:

• uspǒrádáńı po složkách: Množina f(X ) nemá nejmenš́ı prvek.

Má minimálńı prvky f(Opel Astra) = (15, 7.0) a f(Ford Focus) = (14, 7.5).

• lexikografické uspǒrádáńı: Nejprve se rozhodujme dle ceny a pak dle spoťreby.

Množina f(X ) má nejmenš́ı prvek f(Ford Focus) = (14, 7.5).
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Př́ıklad: Uḿıstěńı heliportu

V okrese je m vesnic se soǔradnicemi a1, . . . , am ∈ R2. Do jakého ḿısta x ∈ R2 máme uḿıstit heliport,

aby byl ‘ke všem vesnićım bĺızko’?

Máme X = R2, Y = Rm, a fi (x) = ‖ai − x‖.
Možná (smysluplná) (kvasi-)uspǒrádáńı �:

• � je uspǒrádáńı po složkách:

Množina minimálńıch prvk̊u množiny f(R2) je conv{a1, . . . , am}.

• Kvazi-uspǒrádáńı x � y ⇐⇒ max{x1, . . . , xn} ≤ max{y1, . . . , yn}:

min
x∈R2

m
max
i=1

fi (x)

• Kvazi-uspǒrádáńı x � y ⇐⇒ x1 + · · ·+ xn ≤ y1 + · · ·+ yn:

min
x∈R2

m∑
i=1

fi (x)
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