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Minimaxni nerovnost
Véta
Pro libovolné mnoziny X, Y a funkci L: X x Y — R plati

min max L(x,y) > max min L(x,y).

xeX yeyY €Y xeX
N———— N—————
F(x) G(y)
Rovnost nastdva pravé tehdy, existuje-li (x*,y*) € X x Y ( ) spliiujici

L(x*,y) < L(x*,y*) < L(x,y") Vxe X, yeY.

Ptiklady pro X = Y ={1,2,3,4}:
xY| 1 2 3 4]|F(x) xY| 1 2 3 4|F(x)
1 |[-1 4 7 4| 7 1 |-1 4 7 4| 7
2 | 4 4 6 2| 6 2 | 4 4 6 2| 6
3 1 5 3 3|5 3 1 0 3| 3
4 | 3 5 3 2|5 4 | 3 3 2| 3
Gy)|-1 4 3 -2 Gy)|-1 0o 3 -2
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Funkce s rozsifenou hodnotou

Mé&jme dlohu
min{ f(x) | x € X, g(x) <0}

kde X CR", f:R" =R, g: R" - R",
Tuto dlohu miZeme napsat jako

min F(x)
kde

Flx) = {f(x) dy2 g(x) < 0
400 jinak

Formaln& mame F: X — R kde

R =RU{—o0,+oc}

znadi
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Lagrangeova dualita
Jsou ddny X CR”, f: R" — R, g: R" — R™. Definujeme

L(x,y) = f(x) +y g(x).
Princip Lagrangeovy duality:

min max L(x,y) > maxmin L(x,y)

xeX yevY yeyY xeX
————
F(x) G(y)
primarni tloha dudlni dloha

o Jestlize Y =R", pak

F() = max[F(x) + y 8()] = {f )

y +00
min F(x) = min{ f(x) | x € X, g(x) =0}
xeX

e Jestlize Y = R, pak

F(x) = meglf () + yTg(x)] = {f "

+00
)r(réig F(x) =min{f(x)|x€ X, g(x) <0}

kdy? g(x) =0
jinak

kdyz g(x) < 0
jinak
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Priklad: LP
Napisme dudlni dlohu k dloze LP
min{c'x|x€R", Ax>b}

Zvolime

f(x) =c'x, g(x)=b-Ax, X=R" Y =RT
Lagrangeova funkce je

L(x,y)=c"x+y (b—Ax)=c'x—y Ax+y'b.
Ové&fime, Ze

F(x) = max L(x,y) =

c"x kdyz Ax>b
ye

400 jinak
Plati

G(y) =minL(x,y) =

xeX

y'b kdyz y"A=cT
—oo jinak.
Duélni dloha tedy je

max G(y) =max{b’y |ATy=c, y>0}.
y>
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Pt¥iklad: LP s intervalovym omezenim

NapiSme dudlni dlohu k dloze LP
min{c'x |x € [0,1]", Ax=b}
Zvolime
f(x)=c’x, g(x)=b—Ax, X=1[0,1]", Y =R".
Lagrangeova funkce je stejnad jako minule. Ov&¥ime, Ze

T kdyZ Ax =b
F(x)—manL(x,w—{c xR

ye 400 jinak
Plati
G(y) = minL = min (c"x—y"A b)=y'b in (c" —y"A
(y) = min L(x,y) Xer?(;g]n(c x—y Ax+y'b)=y +X€n[g7q]n(c y' A)x

=v'b i c—vla)x:

y'bt min,2(q =y a)
=y'b+ 3 m[(i)nl](q—yTaj)x:yTb+Zmin{Cj—yTaj,O}

j x€l, j

protoze min dx = min{d,0}.
x€[0,1]

Dualn{ dloha je max G(y).
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Priklad: 0-1 LP
NapiSme dudlni tlohu k tdloze celodiselného LP
min{c’x|x € {0,1}", Ax=b}
Zvolime
f(x)=c'x, g(x)=b—-Ax, X={0,1}", Y =R"
Dudlni dloha vyjde stejnd jako minule, protoze

min _dx = min_dx = min{d, 0}.
x€{0,1} x€[0,1]
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Pt¥iklad: ReSeni linearni soustavy s nejmensi normou

Napisme dudlni dlohu k tloze
min{ $x"x [ x €R", Ax=b}.

Zvolime

f(x)=1ix"x, g(x)=b—Ax, X=R", Y =R"
Lagrangeova funkce je

L(x,y) = 3x"x+y"(b—Ax) = ix"x —y"Ax+y'b.
Dualni a&elova funkce je

G(y) = )r(rg; L(x,y) = Xng]ilyn(%xTx —y Ax+y'b).
Stacionarni podminka OL(x,y)/0x = 0 d4 x = ATy. Po dosazeni dostaneme
G(y) = L(ATy,y) = 3y"AATy —y"AATy +y"b=y"b - 3y"AATy.

Dudlni tloha je max G(y).
je max (¥)
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Podminky komplementarity

Mdame dlohu
min{ f(x) | x € X, g(x) <0}
a k ni Lagrangeovu funkci
L(x,y) = f(x) +y g(x).
Véta
Necht (x*,y*) € X x R7 je sedlovy bod Lagrangeovy funkce. Pak plati
yigi(x*)=0 Vi=1,...,m.
Duakaz. Plati

F(') = max L(x".y) = min L(x.y") < L(x".y") < F(x')

Tedy L(x*,y*) = f(x*), z toho y*Tg(x*) = 0, coZ je toté? jako y}g;(x*) =0 Vi.
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Postacujici podminka pro silnou dualitu
UvaZujme primdrni tlohu
min{ f(x) | x € X, g(x) <0}
Véta
Necht

e mnozina X je konvexni,

e funkce f,g1,...,8m jsou konvexni na X,

o funkce gi,...,gm spliiuji tzv.

Pak plati silnd dualita.

Casto uZivana constraint qualification ( ):

P¥ipustnd mnoZina {x € X | g(x) < 0} ma aspoii jeden vnitfni bod.
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