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Véty o dualité

min ¢’x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y>0
x>0 ATy <c

Véta (o slabé dualité)
Pro kaZd4 p¥ipustnd x,y plati c"x > bTy.
Dukaz: Pro ptipustnd x,y zfejmé plati ¢7x > y"Ax > y'b.
Véta (o komplementarité)
Necht x,y jsou p¥ipustnd. Pak ¢"x = b"y pravé kdyz
ZJ- ajxj = b; nebo y; =0 Vi
xj=0 nebo 3 ajyi=¢ Vi
Diikaz: Podminky komplementarity jdou napsat jako y7 (Ax —b) = 0= (c” — yTA)x.
Véta pak plyne z ¢"x > y"Ax > y'b.
Véta (o silné dualitd)
Primarni Gloha ma optimalni ¥eSeni, pravé kdyz dudlni Gloha ma optimalni Feseni.
Pokud x,y jsou optimaln{ ¥eeni, pak c'x = by.
Diikaz neuvddime.
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P¥iklad na slabou dualitu

min  2x; + 5x + 6x3 = 9 max 3y1+ Vv +3y3— yz=2
5= 2x14+ xx+2x3>3 0= wn >0
4 = x1+2x +2x3 >1 0= Vo >0

= x1+3x+ x3>3 1= ¥3 >0
1= —x1+ x—2x3> -1 1= ya >0
2= xi >0 0= 2+ yo+ ys— ya<2
1= X2 >0 b= »n+2p+3+ ya<5b

0= X3ZO —1= 2y1—|—2y2+ y3—2y4§6
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Pt¥iklad na silnou dualitu + komplementaritu

min  2x; + 5xp + 6x3 = 5.4 max 3yi+ y>+3ys— ys=54
3= 214+ xp+2x3>3 02= n >0
2.4 = x1+2x +2x3 > 1 0= Y2 >0
3= x1+ 3%+ x3>3 1.6 = ¥3 >0
—06= —x1+ x—2x3>-1 0= ya>0
12=x >0 2= 21+ 2+ y3— ya<2
0.6 = X2 >0 5= vi+2»+3y3+ ya<5h

0= x3 >0 3= 21 +2y»+ y3 -2y, <6
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Dovolené moznosti FeSitelnosti primarni a dualni dlohy

primar/dudl ‘mé optimum neomezend nepFipustna

m3é optimum v X X
neomezena X X v
nep¥ipustna X v v

e Tvrzeni v prvnim sloupci a prvnim ¥adku plynou ze silné duality

e /Zbyla tvrzeni plynou ze slabé duality
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Véta o stinovych cenach

Definujme funkci

f(b) =min{c’x|Ax>b, x>0} =max{b’y |[ATy<c, y>0}

Véta (o stinovych cenach)
Necht m3a dudlni Gloha pro n&jaké b pravé jedno optimalni YeSeni y*.
Pak je funkce f na n&jakém okoli bodu b diferencovatelnd a plati Vf(b) = y*.

Diikaz: Dudl nabyvé optima v jediném extremalnim bod& y* p¥ipustného mnohosténu dualu:

5

\y’\

b
-
A'ly<c, y>0

Zménime-li nepatrné& b, optimalni dudlni ¥eSeni se nezméni a zistane jediné.
Tedy na malém okoli bodu b je f(b) = bTy* a Vf(b) = y*.
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Priklad

min 2X1 + 5X2 + 6X3 = 5.402

2x1 + xp 4+ 2x3 > 3.01
X1+ 2x +2x3 >1
x1+3x + x3>3
—x1 + X0 —2x3 > —1
X1 >0
X >0
X3ZO

max 3.0ly; + y» +3y3 — y4 = 5.402

0.2 = 3% >0
0= ¥2 >0
1.6 = y3 >0
0= ya >0

2+ y2o+ y3— ya<?2
vi+2y»+3y3+ ya<5b
2y1 +2y2+ y3—2y4 <6

f(b)=b"y* =(3.01, 1, 3, —1)7 (0.2, 0, 1.6, 0) = 5.402
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Dualni dloha pro LP v rovnicovém tvaru

Tvrzeni: Tyto dvé& dlohy jsou navzajem dudlni:

min c’x

zapodm. Ax=Dhb

x>0
Diikaz: P¥episme dlohy jako
min  c'x
za podm. Ax > b
za podm. —Ax > —b
x>0
neboli
min  c'x
A b
dm. >
za podm |:A:| x > b:|
x>0

O této dvojici vime, Ze je navzdjem dudlni.

max b’y
y € R”

za podm.

max
za podm.
za podm.

max [bT —bT] [

za podm.

ATy <c

bT(Y+ -y-)

Y+
y,

AT(Y+ -y-)

IN IV IV
0 oo

Y+
y,

Y+, Y-

IN
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Dualni dloha pro LP v obecném tvaru

min Y X max > yib;
jeJ icl
za podm. ) ajix; = b; za podm. y; €R Vi el
jeJ
Zauszb, yi>0 VI-GI+
jed
Zau){,gb, y,'SO Viel
jeJ
XJ'GR Zy,-a,-j:cj VjEJo
icl
xj >0 Yoviaij < ¢ Vje Jy
icl
x <0 dviaj = ¢ Ve d
icl

kde

I={1,....m}=h Ul Ul
J=A{1,....,n} =hUJLUJ
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Ptiklad:

min  2x —3x3 + x4 max 6y1 + 5y

zapodm. 2x; — xo+ x3+2x4 =06 za podm. 1 €R
—x1 + 2x — 3x3 <5 »<0

X1 — X — X3 —3x34 >0 y3 >0

x1 20 2y1 — 2+ y3 <2

x € R 1 +2p— y3=0
x3 >0 yi—3n— y3<-3

x4 <0 251 —3y3=>1
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Dualni feSeni jako certifikat optimality

Vektory x,y jsou optimalni pro tlohy

min  ¢”x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y>0
x>0 ATy <c
pravé tehdy, kdyz spliiuji soustavu
c'x=b'y
Ax > b
x>0
y>0
ATy <c
Tedy p¥ipustné dudlni Yeeni y spliujici c”x = b’y je diikaz ( ) toho,

Ze pFipustné primarni ¥eSeni x je optimalni.
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Ptiklady na LP dualitu



Jak byste spocitali minimum z danych &isel?

min  ¢i1x1 + -+ ChXn max y
zapodm. x31+---+x, =1 za podm. y € R
xi 20 y <G
neboli
min  ¢”x max y

zapodm. 17x=1 zapodm. yeR

x>0 yl<c
e silnd dualita: optimalni hodnota primaru i dudlu je otividng min{cy,...,c,}

e slabd dualita: ¢1x3 + -+ 4 ¢oxy, > min{cy,...,ch} >y

e komplementarita: optimalni x, y spliiuji
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Ekonomicka interpretace duality

Vyroba lupink( a hranolkii z brambor a oleje:

max 120/ + 76h min 100a + 16b
za podm. 2/ 4+ 1.5h < 100 za podm. a> 0
0.4/ +0.2h < 16 b> 0
/> 0 2a + 0.4b > 120
h> 0 1.5a+0.2b> 76

Vyznam dudlni dlohy:

e a, b jsou jednotkové ceny surovin (brambor a oleje)

[RaNed

e Optimalni dudlIni ¥eeni je a = 32 a b = 140 (stinové ceny surovin).
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Miéek v mnohosténu

min{c'x | Ax>b,x€R"} = max{b’y|ATy=c, y>0}

e Mikek v poloze x je uvnitf mnohosténu: Ax > b
e Potencidlni energie ¢”x je minimalni pro x = x* (primarni optimum)
e Rovnovdha sil na mi¢ek (mitek se nehybe): ¢ =3, y*a; = ATy*
e Sily stén pisobi dovnitf mnohosténu: y;* > 0
e Kdyz a/x* > b; (mitek se stény i nedotyka), sila stény na mitek je y* = 0.
Proto y*(a/x* — b;) = 0 (komplementarita).
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