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Konvexni mnoziny
MnoZina X C R” je konvexni, jestlize

xeX, yeX, 0<a<l = (1-a)x+ayelX.

e Konvexni kombinace bodi x1,...,xx € R" je bod a3x; + - -+ + ayxk, kde
ar+---F+ar=1, ai,...,a, >0.

Tvrzeni: MnoZina X C R"” je konvexni, pravé kdyZ je uzavfend na konvexni kombinace.

e Konvexni obal bodl xy,...,Xx je mnoZina viech jejich konvexnich kombinaci:

conv{xy,...,xk} ={axi1+ - +auxe |as+ - +ak=1, a1,...,ax > 0}.

Obecnéji: konvexni obal mnoziny X C R" je prinik v8ech konvexnich mnoZin, které mnoZinu X

obsahuji. Zna&ime conv X.
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P¥ibuzné kombinace, obaly a mnoziny

Linedrni kombinace ayx; + - - - + agXk vektord Xy, ..., X, se nazyva jejich

, jestlize a1 +---+ax=1.

, jestlize ag,...,ap > 0.
, Jestlize a1+ ---4+ax=1 ag,...,ar >0.

MnoZina, kterd je uzavfend na

linedrni kombinace, se nazyva
afinni kombinace, se nazyva
nezdporné kombinace, se nazyva
konvexné kombinace, se nazyva
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Nékteré operace zachovavajici konvexitu mnozin

. Prinik konvexnich mnoZin je konvexni mnoZina.
o Necht f: R” — R™ je afinni zobrazeni, tj.
f(x) = Ax +b.

Jestlize X C R"” je konvexni mnoZina, pak
f(X)={f(x) [xe X}

je také konvexni mnoZina.

Diikazy obou tvrzeni jsou snadné.

4/12



Konvexni mnohostény

e Nadrovina je mnoZina {x € R" |a"x=b}, kde 0 £a € R", b€ R.
e (Uzavfeny) poloprostor je mnozina {x € R" |a’x > b}

e Konvexni mnohostén je prinik kone¢n& mnoha poloprostort

X={xcR"|a/x>b Vi=1,....m}={xcR"|Ax>b}

!
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Dimenze konvexniho mnohosténu X se definuje jako dim X = dim aff X.
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Ndhodny omezeny konvexni mnohostén v R3: (From Wolfram Mathworld)
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P¥iklady jednoduchych konvexnich mnohosténi v R":

o ), R"

e afinni podprostor (bod, p¥imka, rovina, nadrovina, ...)

e poloptimka {x+av |a >0}

e poloprostor

e hyperkrychle [a,b]" = {x € R" |a < x; < bVi}

e hyperkvadr (box) [a1, b1] X -+ X [ap, byl = {x € R" | a; < x; < b; Vi }
e simplex: konvexni obal afinn& nezavislé mnoZiny bodi

e jednotkovy simplex {x e R" | x; >0, > i, x <1}
e standardni (= pravd&podobnostni) simplex {x € R" | x; >0, >/ x;=1}

k¥iZzovy polytop (cross-polytope) {x € R™ | ||x|[x = >, |x;| <1}

polyhedralni konvexni kuZel (je z4roven konvexni kuZel a konvexni mnohostén)

e nezaporny kuZel R} (kde Ry je mnoZina nezdpornych redlnych Zisel)

Ptiklady konvexnich mnoZin, které nejsou mnohostény:
e Koule {x € R" | ||x]l2 <1} pro n > 2 (priinik nekone¢n& mnoha poloprostori)

e otevreny poloprostor {x € R" |a’x > b}
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Extremalni body

Definice
Bod x € X je konvexni mnoZziny X, jestlize
X1,X2 € X, x:%(xl—ka) = X3 =X

Tvrzeni: Bod x € X je vrchol, pravé kdyz je to extremalni bod.

Pozorovani: Polet extremalnich bodi nékterych mnohostén(i je exponencialni v m.
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Charakterizace extremalnich bodi mnohosténu

X={xcR"|a/x>b Vi=1,....m}={xcR"|Ax>b}
Pro I C{1,..., m} oznatme jako A, ¥adky matice A s indexy /. Podobné& pro b;.
Véta

Necht x € X a | = {i | a]x = b; }. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
e Bod x je extremalni bod mnohosténu X.
e Matice A; m3 lin. nezdvislé sloupce (tj. soustava A;x = b; m3 jediné ¥eseni).

Diikaz =:
Je a,.Tx > bj pro vdechna i ¢ I. Tedy existuje € > 0 tak, Ze a,.Tx + ¢ > b; pro viechna i ¢ I.
P¥edpokladej, ze sloupce A, jsou linearn& zavislé, tj. Ajv = 0 pro n&jaké v # 0.

1

Pak A(x = ev) > b neboli x + ev € X. Protoze x = 5((x — ev) + (x + ev)), mdme spor.

Dukaz <:
Necht x1,x2 € X a x = %(xl + x2), tedy
Ajx1 > by
Aix2 > by
Ax=1(Ax1+Ax2) =b
Tedy Ajx; > %(A,xl + Ajx2) < Ajxa. Z toho plyne Ajx; = Ajxa.

Protoze A; ma l.n. sloupce, plyne z toho x; = x».
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Nalezeni vSech extremalnich bodii mnohosténu
Z Véty plyne algoritmus: Pro kaZdou neprdzdnou | C {1,..., m} otestuj:
e M3 soustava A;x = b, pravé jedno YeSeni?

e Spliiuje toto ¥edeni x soustavu Ax > b?

10 0
Priklad: X = {x € R2 |Ax >b} kde A= [0 1|, b= |0
11 1

Zkoumejme neprazdné podmnoziny | C {1,2,3}:

e | ={1} a | = {2}: soustava A;x = b; ma nekonen& mnoho YeZen.

e | ={1,2}: soustava A;x = b; m3 jediné ¥eZeni x = (0,0), které nespliiuje Ax > b.

e | ={1,3}: soustava A;x = b; ma jediné ¥eseni x = (0, 1), které spliiuje Ax > b.
e | ={2,3}: soustava A;x = b; ma jediné ¥eSeni x = (1,0), které spliiuje Ax > b.

e | ={1,2 3}: soustava A;x = b; nem3 YeZeni.

Zavér: Mnohost&n m3 dva extremalni body (0,1) a (1,0).
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Minimum linearni funkce na mnohosténu

Véta

Neprazdny konvexni mnohostén ma extremalni bod, pravé kdyZ neobsahuje p¥imku.
P¥iklady mnohosténti obsahujicich pfimku:

e ‘panel' {xeR"|b<a'x<c}

o {x+tv|xe X, tcR} kde X CR” je mnohost&n a 0 #v € R”

Véta

Necht konvexni mnohostén X neobsahuje pfimku. Necht linedrni funkce f nabyvd na X minima
Potom existuje extremdlni bod X, v némz f nabyva na X minima.

na YeZeni LP (Dantzig, 1947):

e Zalne z néjakého extremdlniho bodu mnohosténu.

e V kazdé iteraci ptejde (po hrang) k jinému extremalnimu bodu s lepsi (nebo stejnou) hodnotou f.
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Algoritmy vnit¥niho bodu (Interior Point Algorithms, IPM)

Druhd (kromé& simplexové metody) Siroce uZivana t¥ida algoritmi na ¥edeni LP.
Pro postupné se zmen3ujici p > 0 YeSime posloupnost tloh
min{ch — /zzjlong | Ax =b, x> 0}
kde —>_;logx; je
e Pro p — 0 je dloha ekvivalentni plvodnimu LP.

T

e Pro pt — oo je €len ¢’ x zanedbatelny.

Optimalni ¥eSeni x se nazyva soustavy Ax = b, x > 0.

Lagrangeova funkce:

L(x,y) =c"x—pnY logx+y'(b—Ax)
j
Podminka stacionarity:

p/x+aly=¢ Vj
Ax=Db

Tuto soustavu rovnic ¥esime Newtonovou metodou.
Podminky x; > 0 jsou zajistény implicitng.
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