Optimalizace

8. Lokalni extrémy vdzané rovnostmi
(dlohy s omezenimi typu rovnosti)
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Lokalni extrémy
vazané linearnimi rovnostmi



Hleddme extrémy diferencovatelné funkce : R” — R na afinnim podprostoru
X={xeR"|Ax=b}
kde A € R™*". Neboli ¥esime dlohu

min/max  f(x)
za podminek Ax=Db
x € R"
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Podminka prvniho fadu

Véta

JestliZze x je lokaIni extrém funkce f za podminky Ax = b, pak Vf(x) L null A.
Diikaz: Necht Axo = b a B € R™*¥ spliiuje rng B = null A. Pak

{xeR"|Ax=b} =xo+nullA={xo+By|yecR}.
Ted minimalizujeme funkci (y) = f(xo + By) bez omezeni. Z ¥etizkového pravidla je
¢'(y) = f'(xo + By)B = f'(x)B = 0.

Ale f'(x)B = 0 znamen3 Vf(x) L null A.
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‘ (null A)+ = rmg(AT)

X={x|Ax=b}

VF(x) L nullA < Vf(x) € (nullA)* = mg(AT)
— f'(x) = —ATA pro n&jaké A € R™

Dusledek: Jestlize x je lokalni extrém, pak existuje A tak, Ze
Fl(x)=ATA
Ax=b

To je soustava m + n rovnic s m+ n neznamymi.
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Ptiklad: ReSeni linearni soustavy s nejmensi normou

min %HXH2
za podminek Ax=Db
Podminky prvniho ¥adu:
x—A"TA=0
Ax=b

Ma-li A linedrn& nezdvislé ¥adky, pak optimalnim ¥eSenim je

x=AT(AAT) 1p.
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Pt¥iklad: Uloha nejmensich €tverci s linearnimi omezenimi

Podminky prvniho ¥adu:

min 3| Ax — b2
za podminek Cx=d
X ATb
A d

ATA CT
Cc 0

T T A
Tvrzeni: Matice C 0 ] je reguldrni, pravé kdyz [C] ma lin. nezavislé sloupce a C ma

lin. nezavislé Yadky.
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Lokalni extrémy
vazané nelinearnimi rovnostmi



Jsou dédna spojit& diferencovatelnd f: R” — R a g: R” — R™.

Hleddme extrémy funkce f na mnoZzin&
X={xecR"[g(x)=0}
Neboli Fesime tlohu
min/max  f(x)
za podminek g(x) =0
x e R"

Linedrni omezeni jsou speciélni p¥ipad pro g(x) = b — Ax.

Intuice pro nalezeni podminek:

Mnozinu X linearizujeme v okoli extrému, &mz Glohu pfevedeme na ptipad linedrnich omezeni.
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Teény prostor k mnoziné ptipustnych feseni

Jak ‘linearizovat’ mnozinu X = {x € R" | g(x) = 0 } v okoli daného bodu x € X?
Intuice: Hleddme ‘teény’ prostor k mnoziné X v bodé& x.

Aproximujme g v okoli bodu x Taylorovym polynomem 1. stupné:

g(y) ~ Tu(y) = g(x) + g'(x)(y — %) = g'(x)(y — x)
MnoZina X se tim zméni na (afinni) podprostor

X={yeR"|gx)(y—x)=0} = x+nullg'(x)

null g’(x)

X X ={x|g(x)=0}

(nullg/(x))* = mgg/(x)7 = span{Vgi(x), .., Vem(x)}
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Podminka regularity

Potiz: Ne vZdy se podprostor X v okoli bodu x podobd mnoZzing X
(pYestoze zobrazeni T} se v okoli bodu x podoba zobrazeni g)!

Priklady: g(x,y) = xy nebo g(x,y) = x? v bod& (x, y) = (0,0)

Definice
Bod x € R" je zobrazeni g: R" — R™, jestlize ¥adky Jacobiho matice g’(x)
(tj. gradienty Vgi(x), ..., Vgm(x)) jsou linedrn& nezavislé.

Tvrzeni (neformalni)
Je-li x € X regularni bod zobrazeni g,
pak mnoZina X je v okoli bodu x ‘podobnd’ afinnimu podprostoru X.

Ten ma dimenzi n — m a je ‘teény’ k mnoziné X v bodé x.
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Podminka prvniho fadu
Véta
Necht x je reguldrni bod zobrazeni g.
JestliZe x je lokélni extrém funkce f za podminky g(x) = 0, pak Vf(x) L nullg'(x).

Y' (nullg(x))* = mgg'(x)7 = span{Vgi(x), ..., Vgm(x)}

X={x|gx)=0}

VF(x) Lnullg'(x) < Vf(x) € (nullg'(x))* = rmg(g'(x)7) = span{Vgi(x), ..., Vem(x)}
— f'(x) = =ATg/(x) pro n&aké A € R™ (minus je konvence)
Dasledek: Jestlize x je lokdIni extrém, pak existuje A tak, Ze
f'(x) +ATg'(x) =0

g(x) =0
To je soustava m + n rovnic s m + n neznamymi. 10/16



Lagrangeova funkce

Zavedeme-li L: R™" 5 R
L(x,A) = f(x) + AT g(x).
pak soustava vySe jde napsat jako
Le(x,A) = f'(x) + ATg'(x) =0
La(x, A) = g(x)" =0
neboli L'(x,A) = 0, tj. (x,A) je staciondrni bod funkce L.

(Lx resp. Lx zna&i parcidlni derivace L podle x resp. X.)

Cisla (A1,...,Am) = X se nazyvaji
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Priklad

min x4y
za podminky x% +y?2 =1

Lagrangeova funkce
L(x,y,A) = x+y + M1 —x*—y?)
Staciondrni podminky pro L:
Li(x,y,A)=1—-2Xx =0
Ly(x,y,A)=1—=2xy =0
La(x,y,\)=1-x>—y?>=0

Regeni: (x,y,\) = +(1,1,1)/v/2.
Nagli jsme dva kandidaty na lok. extrémy: (x,y) = £(1,1)/v/2.
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Pt¥iklad: Nesplnéné podminky regularity
min  x

za podminky x> =0

LokaIni extrém x = 0 neni reguldrni bod, protoZe g’(x) = 2x = 0 (tedy rank g’(x) < 1).

Lagrangeova funkce
L(x,\) = x + Ax?
Podminky stacionarity
Ly(x,\)=14+2x=0
La(x,\) = x? =0

nemaji feSeni. LokdIni extrém jsme nenasli.
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Pt¥iklad: Nesplnéné podminky regularity

min x4y
za podminky (1 —x2—y?)2=0

MnoZzina pFipustnych ¥eSeni X je stejnd kruznice jako minule, ale gradient funkce
g(x,y) = (1 — x> — ¥?)? je na kruZnici X nulovy, tedy #4dny bod X nenf iregularni.

Lagrangeova funkce
L(Xaya)‘) :X+y+)\(1—X2—y2)2

Podminky stacionarity

LX(X,}/,)\) =1 _4)‘X(1_X2_y2)
Ly(vavA) = 1_4)‘y(1_X2_y2)
Ly(vaaA) = (1_X2 __)/2)2

nemaji Yeseni. Lokalni extrémy jsme nenasli, i kdyz existuji.

0
0
0

14/16



P¥iklad: Linearni omezeni

min  f(x)
za podminky Ax=Db

Lagrangeova funkce
L(x,A) = f(x) + AT (b — Ax)
Podminky stacionarity
L(x,A) = f'(x) = ATA =0
La(x,A)=(b—Ax)T =0

To jsme uz odvodili d¥ive.

Pro linedrni omezeni jsme ale nemuseli pfedpoklddat rank g'(x) = rank A = m.
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Ptiklad z optiky: Zakon odrazu z Fermatova principu
Fermativ princip nejkratsiho &asu v optice (1662)

Paprsek mezi dvéma body leti takovou drdhou, aby doba letu byla nejkratsi.

Moderngjsi upfesn&ni: Doba letu je staciondrni (vzhledem k variacim drahy).

K¥ivé zrcadlo je plocha X = {x € R" | g(x) =0} kde g: R"” — R.
Délka paprsku mezi dvéma body a,b € R"” s odrazem od zrcadla v bodé x € X je

f(x) =[x —all + [x = b]|.
Hleddme stacionarni bod funkce f za podminky g(x) = 0.

Lagrangeova funkce
L(x,A) =[x —al| + [Ix — b][ + Ag(x)

Podminka Lx(x,A) = 0 je (po transpozici)
(x—a)+(x—b)?+AVg(x)=0 kde jsme oznatili y° = ﬁ
To ¥ika, Ze vektor Vg(x) (normala k zrcadlu v bod& x) leZi v jedné rovin& s jednotkovymi

vektory (x —a)? a (x — b)? a pili Ghel mezi nimi.
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