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Lokálńı extrémy

vázané lineárńımi rovnostmi



Hledáme extrémy diferencovatelné funkce f : Rn → R na afinńım podprostoru

X = { x ∈ Rn | Ax = b }
kde A ∈ Rm×n. Neboli řeš́ıme úlohu

min/max f (x)

za podḿınek Ax = b

x ∈ Rn
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Podḿınka prvńıho řádu

Věta

Jestliže x je lokálńı extrém funkce f za podḿınky Ax = b, pak ∇f (x) ⊥ null A.

Důkaz: Necht’ Ax0 = b a B ∈ Rm×k splňuje rng B = null A. Pak

{ x ∈ Rn | Ax = b } = x0 + null A = { x0 + By | y ∈ Rk }.

Ted’ minimalizujeme funkci ϕ(y) = f (x0 + By) bez omezeńı. Z řet́ızkového pravidla je

ϕ′(y) = f ′(x0 + By)B = f ′(x)B = 0.

Ale f ′(x)B = 0 znamená ∇f (x) ⊥ null A.
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∇f (x)x

X = { x | Ax = b }

(nullA)⊥ = rng(AT )

∇f (x) ⊥ null A ⇐⇒ ∇f (x) ∈ (null A)⊥ = rng(AT )

⇐⇒ f ′(x) = −λTA pro nějaké λ ∈ Rm

Důsledek: Jestliže x je lokálńı extrém, pak existuje λ tak, že

f ′(x) = λTA

Ax = b

To je soustava m + n rovnic s m + n neznámými.
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Př́ıklad: Řešeńı lineárńı soustavy s nejmenš́ı normou

min 1
2‖x‖2

za podḿınek Ax = b

Podḿınky prvńıho řádu:

x− ATλ = 0

Ax = b

Má-li A lineárně nezávislé řádky, pak optimálńım řešeńım je

x = AT (AAT )−1b.
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Př́ıklad: Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u s lineárńımi omezeńımi

min 1
2‖Ax− b‖2

za podḿınek Cx = d

Podḿınky prvńıho řádu: [
ATA CT

C 0

][
x

λ

]
=

[
ATb

d

]

Tvrzeńı: Matice

[
ATA CT

C 0

]
je regulárńı, právě když

[
A

C

]
má lin. nezávislé sloupce a C má

lin. nezávislé řádky.
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Lokálńı extrémy

vázané nelineárńımi rovnostmi



Jsou dána spojitě diferencovatelná f : Rn → R a g: Rn → Rm.

Hledáme extrémy funkce f na množině

X = { x ∈ Rn | g(x) = 0 }
Neboli řeš́ıme úlohu

min/max f (x)

za podḿınek g(x) = 0

x ∈ Rn

Lineárńı omezeńı jsou speciálńı p̌ŕıpad pro g(x) = b− Ax.

Intuice pro nalezeńı podḿınek:

Množinu X linearizujeme v okoĺı extrému, č́ımž úlohu p̌revedeme na p̌ŕıpad lineárńıch omezeńı.
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Tečný prostor k množině p̌ŕıpustných řešeńı

Jak ‘linearizovat’ množinu X = { x ∈ Rn | g(x) = 0 } v okoĺı daného bodu x ∈ X ?

Intuice: Hledáme ‘tečný’ prostor k množině X v bodě x.

Aproximujme g v okoĺı bodu x Taylorovým polynomem 1. stupně:

g(y) ≈ T1
x(y) = g(x) + g′(x)(y − x) = g′(x)(y − x)

Množina X se t́ım změńı na (afinńı) podprostor

X̃ = { y ∈ Rn | g′(x)(y − x) = 0 } = x + null g′(x)

x

null g′(x)

(null g′(x))⊥ = rng g′(x)T = span{∇g1(x), ... ,∇gm(x)}

X = { x | g(x) = 0 }
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Podḿınka regularity

Pot́ıž: Ne vždy se podprostor X̃ v okoĺı bodu x podobá množině X

(p̌restože zobrazeńı T1
x se v okoĺı bodu x podobá zobrazeńı g)!

Př́ıklady: g(x , y) = xy nebo g(x , y) = x2 v bodě (x , y) = (0, 0)

Definice

Bod x ∈ Rn je regulárńı bod zobrazeńı g : Rn → Rm, jestliže řádky Jacobiho matice g′(x)

(tj. gradienty ∇g1(x), . . . ,∇gm(x)) jsou lineárně nezávislé.

Tvrzeńı (neformálńı)

Je-li x ∈ X regulárńı bod zobrazeńı g,

pak množina X je v okoĺı bodu x ‘podobná’ afinńımu podprostoru X̃ .

Ten má dimenzi n −m a je ‘tečný’ k množině X v bodě x.
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Podḿınka prvńıho řádu

Věta

Necht’ x je regulárńı bod zobrazeńı g.

Jestliže x je lokálńı extrém funkce f za podḿınky g(x) = 0, pak ∇f (x) ⊥ null g′(x).

∇f (x)x

X = { x | g(x) = 0 }
null g′(x)

(null g(x))⊥ = rng g′(x)T = span{∇g1(x), ... ,∇gm(x)}

∇f (x) ⊥ null g′(x) ⇐⇒ ∇f (x) ∈ (null g′(x))⊥ = rng(g′(x)T ) = span{∇g1(x), . . . ,∇gm(x)}
⇐⇒ f ′(x) = −λTg′(x) pro nějaké λ ∈ Rm

(ḿınus je konvence)

Důsledek: Jestliže x je lokálńı extrém, pak existuje λ tak, že

f ′(x) + λTg′(x) = 0

g(x) = 0

To je soustava m + n rovnic s m + n neznámými. 10 / 16



Lagrangeova funkce

Zavedeme-li Lagrangeovu funkci L: Rm+n → R

L(x,λ) = f (x) + λTg(x).

pak soustava výše jde napsat jako

Lx(x,λ) = f ′(x) + λTg′(x) = 0

Lλ(x,λ) = g(x)T = 0

neboli L′(x,λ) = 0, tj. (x,λ) je stacionárńı bod funkce L.

(Lx resp. Lλ znač́ı parciálńı derivace L podle x resp. λ.)

Č́ısla (λ1, . . . , λm) = λ se nazývaj́ı Lagrangeovy multiplikátory.
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Př́ıklad

min x + y

za podḿınky x2 + y 2 = 1

Lagrangeova funkce

L(x , y , λ) = x + y + λ(1− x2 − y 2)

Stacionárńı podḿınky pro L:

Lx(x , y , λ) = 1− 2λx = 0

Ly (x , y , λ) = 1− 2λy = 0

Lλ(x , y , λ) = 1− x2 − y 2 = 0

Řešeńı: (x , y , λ) = ±(1, 1, 1)/
√

2.

Našli jsme dva kandidáty na lok. extrémy: (x , y) = ±(1, 1)/
√

2.
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Př́ıklad: Nesplněné podḿınky regularity

min x

za podḿınky x2 = 0

Lokálńı extrém x = 0 neńı regulárńı bod, protože g ′(x) = 2x = 0 (tedy rank g ′(x) < 1).

Lagrangeova funkce

L(x , λ) = x + λx2

Podḿınky stacionarity

Lx(x , λ) = 1 + 2x = 0

Lλ(x , λ) = x2 = 0

nemaj́ı řešeńı. Lokálńı extrém jsme nenašli.
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Př́ıklad: Nesplněné podḿınky regularity

min x + y

za podḿınky (1− x2 − y 2)2 = 0

Množina p̌ŕıpustných řešeńı X je stejná kružnice jako minule, ale gradient funkce

g(x , y) = (1− x2 − y 2)2 je na kružnici X nulový, tedy žádný bod X neńı ı́regulárńı.

Lagrangeova funkce

L(x , y , λ) = x + y + λ(1− x2 − y 2)2

Podḿınky stacionarity

Lx(x , y , λ) = 1− 4λx(1− x2 − y 2) = 0

Ly (x , y , λ) = 1− 4λy(1− x2 − y 2) = 0

Ly (x , y , λ) = (1− x2 − y 2)2 = 0

nemaj́ı řešeńı. Lokálńı extrémy jsme nenašli, i když existuj́ı.

14 / 16



Př́ıklad: Lineárńı omezeńı

min f (x)

za podḿınky Ax = b

Lagrangeova funkce

L(x,λ) = f (x) + λT (b− Ax)

Podḿınky stacionarity

Lx(x,λ) = f ′(x)− λTA = 0

Lλ(x,λ) = (b− Ax)T = 0

To jsme už odvodili ďŕıve.

Pro lineárńı omezeńı jsme ale nemuseli p̌redpokládat rank g′(x) = rank A = m.
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Př́ıklad z optiky: Zákon odrazu z Fermatova principu

Fermat̊uv princip nejkraťśıho času v optice (1662)

Paprsek mezi dvěma body let́ı takovou dráhou, aby doba letu byla nejkraťśı.

Moderněǰśı up̌resněńı: Doba letu je stacionárńı (vzhledem k variaćım dráhy).

Křivé zrcadlo je plocha X = { x ∈ Rn | g(x) = 0 } kde g : Rn → R.

Délka paprsku mezi dvěma body a,b ∈ Rn s odrazem od zrcadla v bodě x ∈ X je

f (x) = ‖x− a‖+ ‖x− b‖.
Hledáme stacionárńı bod funkce f za podḿınky g(x) = 0.

Lagrangeova funkce

L(x, λ) = ‖x− a‖+ ‖x− b‖+ λg(x)

Podḿınka Lx(x,λ) = 0 je (po transpozici)

(x− a)0 + (x− b)0 + λ∇g(x) = 0 kde jsme označili y0 =
y

‖y‖ .

To ř́ıká, že vektor ∇g(x) (normála k zrcadlu v bodě x) lež́ı v jedné rovině s jednotkovými

vektory (x− a)0 a (x− b)0 a půĺı úhel mezi nimi.
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