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Př́ıklady funkćı f : Rn → R

• f (x1, x2) = 3x1 − x3
1 − 3x1x

2
2

• f (x) = aTx + b

• f (x) = xTAx + bTx + c

• skalárńı pole R3 → R

Zopakujme:

• Graf funkce f je množina
{

(x, y) ∈ Rn+1
∣∣ x ∈ Rn, f (x) = y

}
.

• Vrstevnice funkce f výšky y je množina
{

x ∈ Rn
∣∣ f (x) = y

}
.
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f (x1, x2) = −2x1 + 3x2 f (x1, x2) = x2
1 − x2

2 f (x1, x2) = 3x1 − x3
1 − 3x1x

2
2
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Př́ıklady zobrazeńı f : R→ Rm

• f(t) = x + tv

• f(t) = ( cos t, sin t )

• f(t) = ( cos t, sin t, t )

• poloha částice jako funkce času
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Př́ıklady zobrazeńı f : Rn → Rm

• f(x) = Ax + b

• vektorové pole R3 → R3

• f(u, v) = ( (R + r cos v) cos u, (R + r cos v) sin u, r sin v )
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Spojitost

Zobrazeńı f : Rn → Rm je spojité v bodě x ∈ Rn, jestliže

lim
y→x

f(y) = f(x).

Postačuj́ıćı podḿınka: Spojitost se zachovává sč́ıtáńım/násobeńım/skládáńım funkćı.

sin(x + y2)

x + y2

x y2

y
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Derivace



Derivace funkce f : R→ R

Funkce f : R→ R je diferencovatelná v bodě x , jestliže existuje a ∈ R tak, že

lim
y→x

f (y)− f (x)− a(y − x)

|y − x | = 0.

Pak se a nazývá derivace funkce f v bodě x a ṕı̌seme f ′(x) =
df (x)

dx
= a.

Tvrzeńı: Tato definice je ekvivalentńı obvyklé definici derivace.

Intuice: Funkce f muśı být v okoĺı bodu x podobná nějaké afinńı funkci

g(y) = f (x) + a(y − x)

x y

f (y)

g(y) = f (x) + a(y − x)

g

f

f (x) = g(x)
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Derivace zobrazeńı f : Rn → Rm

Zobrazeńı f : Rn → Rm je diferencovatelné v bodě x, jestliže existuje matice A ∈ Rm×n tak, že

lim
y→x

f(y)− f(x)− A(y − x)

‖y − x‖ = 0.

Pak se A nazývá (totálńı) derivace (nebo Jacobiho matice) zobrazeńı f v bodě x

a ṕı̌seme f ′(x) =
df(x)

dx
= A.

Intuice: Zobrazeńı f muśı být v okoĺı bodu x podobné afinńımu zobrazeńı

g(y) = f(x) + A(y − x)

f(y)

g(y) = f(x) + A(y − x)

x y

g

f

f(x) = g(x)
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Tvrzeńı

Je-li f v bodě x diferencovatelné, pak existuj́ı všechny parciálńı derivace ∂fi (x)
∂xj

a

f ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

. . . ∂f1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂fm(x)
∂x1

. . . ∂fm(x)
∂xn

 ∈ Rm×n.

Speciálńı p̌ŕıpady:

• Pro f : R→ R je f ′(x) skalár

• Pro f: R→ Rm je f ′(x) =

 f
′

1(x)
...

f ′m(x)

 sloupcový vektor

• Pro f : Rn → R je f ′(x) =
[
∂f (x)
∂x1

· · · ∂f (x)
∂xn

]
řádkový vektor

Věta (postačuj́ıćı podḿınka pro diferencovatelnost)

Existuj́ı-li v bodě x všechny parciálńı derivace ∂fi (x)
∂xj

a funkce ∂fi
∂xj

jsou v bodě x spojité,

pak je f v bodě x diferencovatelné.
7 / 19



Derivace složeného zobrazeńı

Věta (̌ret́ızkové pravidlo)

Pro diferencovatelná zobrazeńı

Rn f−→ Rm g−→ R`

plat́ı

(g ◦ f)′(x) =
dg(f(x))

dx
= (g′ ◦ f)(x) f ′(x) = g′(f(x)) f ′(x).

V Leibnizově značeńı: Je-li y = g(u) a u = f(x), pak

dy

dx
=

dy

du

du

dx

Přirozeně se zobecńı pro složeńı v́ıce zobrazeńı.
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Maticový kalkulus

Pravidla pro derivováńı vektorových/maticových výraz̊u.

Př́ıklad: Najděme derivaci kvadratické formy (A nemuśı být symetrická)

f (x) = xTAx =
n∑

j=1

n∑
i=1

aijxixj .

Parciálńı derivace jsou

∂f (x)

∂xk
=

n∑
j=1

akjxj +
n∑

i=1

aikxi .

Tedy

f ′(x) =
[
∂f (x)
∂x1

· · · ∂f (x)
∂xn

]
= xTA + xTAT = xT (A + AT ).
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Derivace některých zobrazeńı Rn → Rm

f(x) f ′(x)

x I

Ax + b A

Ag(x) Ag′(x)

g(Ax + b) g′(Ax + b)A
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Derivace některých funkćı f : Rn → R

f (x) f ′(x)

aTx + b aT

xTx = ‖x‖2 2xT

xTAx xT (A + AT )

‖x‖ xT/‖x‖
g(x)Tg(x) = ‖g(x)‖2 2g(x)Tg′(x)

g(x)Th(x) g(x)Th′(x) + h(x)Tg′(x)

11 / 19



Derivace funkce Rm×n → R
Derivaci funkce f : Rm×n → R v bodě X ∈ Rm×n je p̌rirozené definovat jako matici

f ′(X) =


∂f (X)
∂x11

· · · ∂f (X)
∂xm1

...
. . .

...
∂f (X)
∂x1n

· · · ∂f (X)
∂xmn

 ∈ Rn×m

protože pro n = 1 je to Jacobiho matice zobrazeńı f : Rm → R (tj. řádkový vektor).

f (X) f ′(X) poznámka

tr X = 〈I,X〉 I X čtvercová

tr(AX) = 〈AT ,X〉 A

‖X‖2 = 〈X,X〉 = tr(XTX) 2XT

tr(XTAX) = 〈X,AX〉 XT (A + AT )

aTXb baT

tr(AXB) BA

tr(Xk) kXk−1 k celé nenulové, pro k < 0 je X regulárńı

det X (det X)X−1 X regulárńı

ln det X X−1 X positivně definitńı
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Směrová derivace

Definice

Směrová derivace zobrazeńı f : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn ve směru v ∈ Rn je

fv(x) = ϕ′+(0) = lim
α→0+

ϕ(α)−ϕ(0)

α
= lim

α→0+

f(x + αv)− f(x)

α

kde ϕ(α) = f(x + αv).

x
v

x+ αv

Věta

Je-li zobrazeńı f v bodě x (totálně) diferencovatelné, pak fv(x) = f ′(x)v.

Myšlenka d̊ukazu: Zobrazeńı ϕ(α) = f(x + αv) je složeńım zobrazeńı f a zobrazeńı g(α) = x + αv.

Věta pak plyne z řet́ızkového pravidla.
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Gradient

Gradient funkce f : Rn → R je sloupcový vektor

∇f (x) = f ′(x)T =


∂f (x)
∂x1
...

∂f (x)
∂xn

 ∈ Rn

Směrová derivace fv(x) = f ′(x)v = ∇f (x)Tv je

• maximálńı ve směru
∇f (x)

‖∇f (x)‖ (za podḿınky ‖v‖ = 1)

• nulová ve směru ortogonálńım na ∇f (x)

x ∇f (x)
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Parciálńı derivace druhého řádu

Věta

Necht’ f : Rn → R a x ∈ Rn. Jestliže druhé parciálńı derivace

∂2f (x)

∂xi∂xj
,

∂2f (x)

∂xj∂xi

v bodě x existuj́ı a jsou v bodě x spojité, potom jsou si rovny.

Druhá derivace funkce f : Rn → R v bodě x (Hessova matice):

f ′′(x) =


∂2f (x)
∂x1∂x1

. . . ∂2f (x)
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f (x)
∂xn∂x1

. . . ∂2f (x)
∂xn∂xn

 ∈ Rn×n
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Taylor̊uv polynom funkce

Taylor̊uv polynom funkce f : Rn → R stupně k v bodě x je polynom T k
x : Rn → R stupně k ,

který má v bodě x parciálńı derivace řádu 0, 1, . . . , k stejné jako f .

Př́ıklad pro n = 1:

f (y)

x

T 2
x (y)

T 0
x (y)

T 1
x (y)

Taylorovy polynomy funkce f : Rn → R v bodě x do stupně dva:

T 0
x (y) = f (x)

T 1
x (y) = f (x) + f ′(x)(y − x)

T 2
x (y) = f (x) + f ′(x)(y − x) + 1

2 (y − x)T f ′′(x)(y − x)
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Lokálńı extrémy



Vniťrńı a hraničńı body podmnožiny Rn

Pro x ∈ Rn a ε > 0 označme Bε(x) = { y ∈ Rn | ‖x− y‖ < ε }.

Mějme množinu X ⊆ Rn. Bod x ∈ Rn je jej́ı

• vniťrńı bod, jestliže Bε(x) ⊆ X pro nějaké ε > 0,

• hraničńı bod, jestliže Bε(x) ∩ X 6= ∅ a Bε(x) ∩ (Rn \ X ) 6= ∅ pro všechna ε > 0.

Př́ıklad: X = { (x , y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y > 0 }

x

y

0
Množina X ⊆ Rn je

• otev̌rená, jestliže každý jej́ı bod je vniťrńı,

• uzav̌rená, jestliže obsahuje každý sv̊uj hraničńı bod.
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Globálńı a lokálńı extrémy funkce na množině

Funkce f : Rn → R nabývá na množině X ⊆ Rn v bodě x ∈ X

• (globálńıho) minima, jestliže f (x) ≤ f (x′) pro všechna x′ ∈ X ,

• lokálńıho minima, jestliže existuje ε > 0 takové,

že funkce f nabývá v bodě x (globálńıho) minima na množině X ∩ Bε(x).

Př́ıklady:

b ca d e f fX

x

Bε(x) ∩ X

Bε(x)
x∗
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Volné a vázané extrémy

(Globálńı, lokálńı) minimum x funkce f : Rn → R na množině X ⊆ Rn je

• volné, pokud x je vniťrńım bodem množiny X ,

• vázané, pokud x je hraničńım bodem množiny X .

Tvrzeńı

Necht’ f : Rn → R. Necht’ x je vniťrńı bod množiny X ⊆ Rn.

Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

• x je lokálńı minimum funkce f na množině X .

• x je lokálńı minimum funkce f na množině Rn.

Důkaz implikace ⇒ je triviálńı.

Důkaz ⇐: Necht’ x je (globálńı) minimum f na X ∩ Bε(x).

Protože x je vniťrńı bod X , můžeme ε zmenšit tak, aby Bε(x) ⊆ X .
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