Optimalizace

6. Nelinedrni funkce a zobrazeni
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Priklady funkci f: R” — R

f(x1,x2) = 3x1 — X§ — 3x13
f(x)=a'x+b
f(x) =x"TAx+bTx+c

skalarni pole R3 — R

Zopakujme:

e Graf funkce f je mnoZina {(x,y) c Rt | xeR", f(x)=y }

e \/rstevnice funkce f vySky y je mnoZzina {x € R” } f(x)=y }
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f(X17X2) = —-2x1 + 3x f(X17X2) = x2 2



Ptiklady zobrazeni f: R — R™

f(t) =x+ tv
f(t) = (cost, sint)

f(t) = (cost, sint, t)

poloha &astice jako funkce Casu
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Pt¥iklady zobrazeni f: R” — R"”

o f(x)=Ax+b
e vektorové pole R3 — R3

e f(u,v)=((R+rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv)
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Spojitost

Zobrazeni f: R” — R™ je v bodé x € R", jestlize

lim f(y) = f(x).
lim #(y) = f(x)
Postatujici podminka: Spojitost se zachovavd s¢itdnim /ndsobenim /sklddanim funkci.

sin(x + y?)
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Derivace



Derivace funkce f: R - R

Funkce f: R — R je v bodé€ x, jestlize existuje a € R tak, Ze
L) ) ey —x)
y=x ly = x|
df
Pak se a nazyva funkce f v bod& x a pieme f/(x) = d(X) = a.
X

Tvrzeni: Tato definice je ekvivalentni obvyklé definici derivace.

Intuice: Funkce f musi byt v okoli bodu x podobna néjaké afinni funkci

gly) =f(x) +aly — x)
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Derivace zobrazeni f: R” — R™

Zobrazeni f: R" — R je v bodé€ x, jestliZe existuje matice A € R™*" tak, Ze
f(y) — f(x) — A(y —
im T =) —Aly—x) _
y=x ly = x|
Pak se A nazyva (totalnf) (nebo ) zobrazeni f v bod& x
df(x)
a piseme f'(x) I

Intuice: Zobrazeni f musi byt v okoli bodu x podobné afinnimu zobrazeni

g(y) = f(x) + A(y — x)
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Tvrzeni

Je-li f v bodé x diferencovatelné, pak existuji vSechny parcialni derivace

9fi(x) 9fi(x)
Ox1 te Oxn
f'(x) = : : e R™",
Ofm(x) Ofm(x)
2% e Oxn
Specidlni pFipady:
e Pro f: R — R je f'(x) skaldr
f(x)
e Prof: R — R" je f'(x) = 5 sloupcovy vektor
f1,(x)
e Prof: R" > R je f/(x) = [%ﬁf) %)(::) fadkovy vektor

Véta (postalujici podminka pro diferencovatelnost)
9 (x)

,(x)

Existuji-li v bod& x vSechny parcidlni derivace o 2 funkce % jsou v bodé& x spojité,
J

pak je f v bodé& x diferencovatelné.
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Derivace slozeného zobrazeni

Véta (Fetizkové pravidlo)

Pro diferencovatelna zobrazenfi

R" ', R™ &, RY

plati
(82900 = B _ (g0 1)) () = /() ¥ ).
V Leibnizové zna&eni: Je-li y = g(u) a u = f(x), pak
dy dydu
dx  du dx

P¥irozené se zobecni pro sloZeni vice zobrazeni.
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Maticovy kalkulus

Pravidla pro derivovani vektorovych /maticovych vyraza.

Pt¥iklad: Najd&éme derivaci kvadratické formy (A nemusi byt symetrickd)

f(x)= xTAx = Zn: Zn: ajjiXix;.

j=1 i=1

Parcialni derivace jsou

8Xk Z agjX; + Z aikXi.

=1
Tedy

fl(x) = |26 .. Lg@] =x"A+x"AT =x"(A+AT).
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Derivace nékterych zobrazeni R" — R™

f(x) f'(x)

Ag(x) Ag'(x)
g(Ax +b) | g’(Ax + b)A
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Derivace nékterych funkci f: R” — R

f(x) '(x)

alx+b a’

xTx = ||x||? 2xT

xT Ax xT(A+AT)

x| xT /x|

g(x)"g(x) = lg(x)|* | 28(x)"g'(x)

g(x) "h(x) g(x) "W (x) + h(x)"g'(x)
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Derivace funkce R™*" — R

Derivaci funkce f: R™*" — R v bod& X € R™*" je pfirozené definovat jako matici

of(X) .. 0f(X)
ox11 OXm1
P =| i | erm
or(x) ... 9f(X)
OX1n OXmn
protoZe pro n =1 je to Jacobiho matice zobrazeni f: R™ — R (tj. ¥ddkovy vektor).
f(X) f'(X) poznamka
tr X = (I, X) | X Etvercovd
tr(AX) = (AT, X) A
X2 = (X, X) = tr(XTX) | 2XT
tr(XTAX) = (X, AX) XT(A+AT)
a’Xb ba’
tr(AXB) BA
tr(XK) kXKk=1 k celé nenulové, pro k < 0 je X reguldrni
det X (det X)X~1 | X regularni
Indet X X! X positivné definitni
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Smeérova derivace
Definice
zobrazeni f: R” — R™ v bod& x € R"” ve sméru v € R” je

0)— i P20 _ |t av) —F(x)

a—0t o a—0t (0}

fu(x) = ¢
kde p(a) = f(x + av).

X\

Véta
Je-li zobrazeni f v bod& x (totdIn&) diferencovatelné, pak f,(x) = f'(x)v.

Myslenka ditkazu: Zobrazeni () = f(x + av) je sloZenim zobrazeni f a zobrazeni g(a) = x + av.
Véta pak plyne z Fetizkového pravidla.
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Gradient
funkce f: R” — R je sloupcovy vektor

Vix)=Ff(x)T=| : | eR"

Sm&rovd derivace f,(x) = f'(x)v = Vf(x) v je

V£(x)
[IVFE)

e nulovd ve smé&ru ortogonalnim na Vf(x)

e maximalni ve sméru (za podminky [|v]| = 1)

Vi£(x)
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Parcialni derivace druhého ¥adu

0°f(x)

Véta

Necht f: R” — R a x € R". Jestlize druhé parcialni derivace
0%f(x)
Oxi0x;’

(9XjaX;

v bodé x existuji a jsou v bodé x spojité, potom jsou si rovny.

Druha derivace funkce f: R” — R v bod& x (

9?f(x)
6X18X1

i) =1
5f(x)

OxnOXx1

02f(x)
Ox10xn

E Ran

0%f(x)
OXnOXn
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Tayloriv polynom funkce

funkce f: R" — R stupné k v bod& x je polynom TX: R" — R stupné k,

ktery ma v bodé& x parcialni derivace ¥adu 0,1,..., k stejné jako f.

Py¥iklad pro n = 1:
P T2(y)

f()’)‘\

T2(y)

Taylorovy polynomy funkce f: R” — R v bodé& x do stupné dva:
TAy) = f(x)
T(y) = f(x) + f'(x)(y —x)
T2(y) = f(x) + F/(x)(y = %) + 3(y = %) " (x)(y

—X)
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Lokalni extrémy



Vnitfni a hraniéni body podmnoziny R”

Prox € R" ae>0oznatme B(x)={yeR"||x—y| <e€}.

Mé&jme mnozZinu X C R". Bod x € R” je jeji

o , jestlize B.(x) C X pro n&jaké € > 0,
o , Jestlize B(x) N X #£ 0 a B(x) N (R"\ X) # 0 pro vechna e > 0.

Priklad: X = {(x,y) €ER? | x> +y?> <1,y >0}

MnoZina X C R" je
° , jestlize kaZdy jeji bod je vnit¥ni,
° , jestlize obsahuje kaZdy svij hrani¢ni bod.
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Globalni a lokalni extrémy funkce na mnoziné

Funkce f: R"™ — R nabyvd na mnoziné X C R" v bodé x € X
o , jestlize f(x) < f(x') pro vdechna x’ € X,

° , jestliZze existuje € > 0 takové,
Ze funkce f nabyva v bod& x (globéalniho) minima na mnoZin& X N B(x).

P¥iklady:

X f
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Volné a vazané extrémy

(Globalni, lokalni) minimum x funkce f: R” — R na mnozing X C R” je

° , pokud x je vnitfnim bodem mnoZiny X,
° , pokud x je hrani¢nim bodem mnoZiny X.
Tvrzeni

Necht f: R” — R. Necht x je vnitfni bod mnoziny X C R”".
Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

e x je lokalni minimum funkce f na mnoZziné X.

e X je lokalni minimum funkce f na mnoZing€ R".

Diikaz implikace = je trividlni.
Ditkaz <=: Necht x je (globaIni) minimum f na X N Bc(x).
ProtoZe x je vnit¥ni bod X, miizeme e zmensit tak, aby B.(x) C X.
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