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Řešitelnost lineárńıch soustav

Soustava m lineárńıch rovnic o n neznámých (A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, b ∈ Rm)

Ax = b

má řešeńı, právě když b ∈ rng A, tj. rank[A b] = rank A (Frobeniova věta).

Tři p̌ŕıpady:

• nemá řešeńı (b /∈ rng A): p̌reurčená soustava

• právě jedno řešeńı (b ∈ rng A, rank A = n)

• nekonečně mnoho řešeńı (b ∈ rng A, rank A < n): nedourčená soustava
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Lineárńı úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Přibližné řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u:

min
x∈Rn
‖Ax− b‖2

Také se nazývá (lineárńı) úloha nejmenš́ıch čtverc̊u.

Př́ıklad: Pro soustavu

x + 2y = 6

−x + y = 3

x + y = 4

hledáme p̌ribližné řešeńı x , y ∈ R, které minimalizuje

(x + 2y − 6)2 + (−x + y − 3)2 + (x + y − 4)2.
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Řešeńı pomoćı derivaćı

Minimalizujeme funkci

f (x) = ‖Ax− b‖2 = (Ax− b)T (Ax− b)

• funkce f je konvexńı, kvadratická, zdola omezená nulou

• Nutná podḿınka na lokálńı extrémy (= stacionárńı podḿınka):

∇f (x) = 2AT (Ax− b) = 0

• f je konvexńı =⇒ stacionárńı body jsou globálńı minima

Věta

Vektor x je optimálńı řešeńı úlohy právě tehdy, když splňuje soustavu normálńıch rovnic

ATAx = ATb.

To je lineárńı soustava n rovnic o n neznámých.
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Řešeńı pomoćı Věty o kolmici

0

b

(rngA)⊥ = null(AT )

rngA

y = Ax

b− y

Řeš́ıme úlohu

min
x∈Rn
‖Ax− b‖ = min

y∈rng A
‖y − b‖

Věta o kolmici: y = Ax je optimálńı právě tehdy, když

(b− Ax) ⊥ rng A ⇐⇒ b− Ax ∈ (rng A)⊥ = null(AT )

⇐⇒ AT (b− Ax) = 0

⇐⇒ ATAx = ATb
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Řešeńı normálńıch rovnic pomoćı (pseudo)inverze

Věta

• rng(ATA) = rng(AT )

• null(ATA) = null A

Důkaz druhé rovnosti: Zřejmě Ax = 0 =⇒ ATAx = 0.

Ale také ATAx = 0 =⇒ xTATAx = (Ax)T (Ax) = ‖Ax‖2 = 0 =⇒ Ax = 0.

Prvńı rovnost pak plyne z druhé rovnosti a z věty o hodnosti a nulitě.

Důsledky pro soustavu ATAx = ATb:

• Soustava má řešeńı pro každé A,b (nebot’ vždy ATb ∈ rng(AT ) = rng(ATA)).

• ATA je regulárńı, právě když A má lin. nezávislé sloupce. Pak

x = (ATA)−1AT︸ ︷︷ ︸
A+

b

Matice A+ se nazývá pseudoinverze matice A (s l.n. sloupci).

Je to jedna z levých inverźı matice A, nebot’ A+A = (ATA)−1ATA = I.
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Řešeńı normálńıch rovnic pomoćı QR rozkladu

Řeš́ıme soustavu normálńıch rovnic

ATAx = ATb

kde sloupce A jsou l.n.

• řešeńı pomoćı inverze matice ATA zanáš́ı zaokrouhlovaćı chyby

• lépe pomoćı (redukovaného) QR rozkladu A = QR:

ATAx = ATb

RTQTQRx = RTQTb

RTRx = RTQTb

Rx = QTb

V Matlabu: x=A\b
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Ortogonálńı projekce na podprostor

0

b

X⊥

y

X y′ = b− y

Ortogonálńı projekce vektoru b ∈ Rm na podprostor X ⊆ Rm je vektor y ∈ X takový, že

(b− y) ⊥ X .

Jestliže X má bázi tvǒrenou sloupci matice A (tedy X = rng A), pak

y = Ax = AA+b = A(ATA)−1AT︸ ︷︷ ︸
P

b.

Matice P ∈ Rm×m je ortogonálńı projektor na podprostor X .

Tvǒŕı-li sloupce A ortonormálńı bázi podprostoru X (tj. ATA = I), máme P = AAT .

Tvrzeńı: P nezáviśı na volbě báze podprostoru X . Tedy ortog. projekce existuje a je jediná.
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Důsledek

Každé b ∈ Rm lze jednoznačně rozložit jako b = y + y′ kde y ∈ X a y′ ∈ X⊥.

• y′ = b− y = b− Pb = (I− P)b je ortog. projekce vektoru b na podprostor X⊥.

• I− P je ortog. projektor na X⊥.

• Zřejmě rng P = X a null P = X⊥.

Věta (charakterizace ortog. projektor̊u)

Matice P je ortog. projektor (na nějaký podprostor) právě když P2 = P = PT .
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Nepovinné: Obecná projekce

X

0

X ′

b = y + y′

y

y′

Podprostory X ,X ′ ⊆ Rm nazveme komplementárńı, jestliže

X ∩ X ′ = {0}
dimX + dimX ′ = m

Věta

Každé b ∈ Rm lze jednoznačně rozložit jako b = y + y′ kde y ∈ X a y′ = X ′.

Vektor y se nazývá projekce vektoru b na podprostor X ve směru podprostoru X ′.
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Nepovinné: Obecné projektory

X

0

X ′

y = Pb

b = y + y′

y′ = b− Pb = (I− P)b

Definice: Matice P se nazývá (obecný) projektor, jestliže P2 = P.

• Podprostory rng P a null P jsou komplementárńı a plat́ı null P = rng(I− P).

• Tedy y = Pb je projekce vektoru b na podprostor rng P ve směru podprostoru null P.

• Pro každou komplementárńı dvojici podprostor̊u X ,X ′ existuje právě jeden projektor tak,

že rng P = X a null P = X ′.

• Matice P je projektor, právě když P = B(AB)−1A pro nějaké matice A,B takové, že AB je

regulárńı.

• Speciálně, když AB = I tak P = BA.

Ortogonálńı projekce/projektory jsou spec. p̌ŕıpad, kdy X ′ = X⊥ a P = PT . 10 / 15



Řešeńı nedourčené lineárńı soustavy s nejmenš́ı normou

Mezi řešeńımi soustavy Ax = b najdeme to s nejmenš́ı normou:

min{ ‖x‖2 | x ∈ Rn, Ax = b }

Př́ıklad: Soustava

x + 2y + z = 1

−x + y + 2z = 2

má nekonečně mnoho řešeńı. Hledáme řešeńı které minimalizuje č́ıslo x2 + y2 + z2.
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Řešeńı úlohy

{ x | Ax = b }

nullA = { x | Ax = 0 }

0

x

(nullA)⊥ = rng(AT )

x0

x má nejmenš́ı normu ⇐⇒ x ⊥ null A ⇐⇒ x ∈ (null A)⊥ = rng(AT ) ⇐⇒ x = ATy

Věta

x je optimálńı řešeńı úlohy, právě když existuje y tak, že

Ax = b

ATy = x
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Řešme soustavu

Ax = b

ATy = x

• Dosazeńım dostaneme AATy = b.

• Má-li A l.n. řádky, je y = (AAT )−1b. Tedy

x = ATy = AT (AAT )−1︸ ︷︷ ︸
A+

b

kde A+ je pseudoinverze matice A (s l.n. řádky).

Je to jedna z pravých inverźı matice A, nebot’ AA+ = AAT (AAT )−1 = I.
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Jiné řešeńı úlohy

{ x | Ax = b }

nullA = { x | Ax = 0 }

0

x

(nullA)⊥ = rng(AT )

x0

• Necht’ x0 je libovolné splňuj́ıćı Ax0 = b.

• Optimálńı x je ortog. projekce vektoru x0 na podprostor (null A)⊥ = rng(AT ), tedy

x = AT (AAT )−1Ax0 = AT (AAT )−1︸ ︷︷ ︸
A+

b

(nezáviśı na tom, jaké partikulárńı řešeńı x0 jsme vybrali!)

Důsledek: Má-li soustava Ax = b řešeńı, má právě jedno řešeńı s nejmenš́ı normou.

14 / 15



Pseudoinverze obecné matice

Hledejme optimálńı řešeńı úlohy

min
x∈Rn
‖Ax− b‖2 (LS)

s nejmenš́ı normou.

To vede na úlohu

min{ ‖x‖2 | x ∈ Rn, ATAx = ATb } (LSN)

Necht’ x∗ je (jediné) řešeńı úlohy (LSN).

• Má-li soustava Ax = b jediné řešeńı, pak x∗ je toto řešeńı.

• Má-li soustava Ax = b v́ıce řešeńı, pak x∗ je jej́ı řešeńı s nejmenš́ı normou.

• Nemá-li soustava Ax = b řešeńı, pak x∗ je optimálńı řešeńı úlohy (LS) s nejmenš́ı normou.

Fakt: Existuje matice A+ (Moore-Penroesova pseudoinverze matice A) tak, že x∗ = A+b.

• Má-li A l.n. sloupce, pak A+ = (ATA)−1AT .

• Má-li A l.n. řádky, pak A+ = AT (AAT )−1.

• Nemá-li A plnou hodnost, pak A+ lze spoč́ıtat pomoćı SVD.
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