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Resitelnost linearnich soustav
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych (A € R™*", x € R", b € R™)
Ax=b

m3 Yeleni, pravé kdyz b € rngA, tj. rank[A b] = rank A (Frobeniova vé&ta).

T¥i pFipady:
e nemd Yeeni (b ¢ rng A): soustava
e pravé jedno ¥eeni (b € rng A, rank A = n)

e nekonetn& mnoho ¥edeni (b € rng A, rank A < n): soustava
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Linearni uloha nejmensich ¢tverca

P¥iblizné ¥eSeni preurcené soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich &tverci:

min ||Ax — b||?

xRN
Také se nazyva
Ptiklad: Pro soustavu
x+2y=26
-x+ y=3
X+ y=4

hleddme pf¥iblizné ¥eSeni x, y € R, které minimalizuje

(x+2y —6)° + (—x+y — 3+ (x +y — 4).
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Reseni pomoci derivaci
Minimalizujeme funkci

f(x) = ||[Ax — b||?> = (Ax —b) " (Ax — b)

e funkce f je konvexni, kvadratickd, zdola omezena nulou

e Nutnd podminka na lokalIni extrémy (= staciondrni podminka):

Vf(x) =2AT(Ax —b) =0

e f je konvexni == stacionarni body jsou globalni minima
Véta
Vektor x je optimalni feSeni tlohy pravé tehdy, kdyz spliiuje soustavu
ATAx=ATb.
To je linearni soustava n rovnic o n neznamych.
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ReSeni pomoci Véty o kolmici

(rng A)+ = null(AT)

rng A b— y
Regime dlohu

min ||[Ax —b|| = min |y —b||
xeR" yerng A

Véta o kolmici: y = Ax je optimalni pravé tehdy, kdyz
(b— Ax) L rgA <= b— Axc (mgA)* =null(AT)
— AT(b—Ax)=0
< ATAx=ATb
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Reseni normalnich rovnic pomoci (pseudo)inverze
Véta
e mg(ATA) = mg(AT)
e null(ATA) = nullA

Diikaz druhé rovnosti: Ztejm& Ax =0 = ATAx =0.

Ale také ATAx =0 — x"ATAx = (Ax)"(Ax) = ||[Ax|? =0 = Ax=0.
Prvni rovnost pak plyne z druhé rovnosti a z véty o hodnosti a nulité.

Disledky pro soustavu AT Ax = ATb:
e Soustava m3d YeSeni pro kazdé A,b (nebot vzdy Ab € mg(AT) = rg(ATA)).
e ATA je reguldrni, pravé kdy? A ma lin. nezavislé sloupce. Pak
x=(ATA)!ATb
A+

Matice AT se nazyva matice A (s |.n. sloupci).
Je to jedna z levych inverzi matice A, nebot ATA = (ATA)IATA =1.
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Reseni normalnich rovnic pomoci QR rozkladu

Resime soustavu normdlnich rovnic
ATAx=ATb
kde sloupce A jsou Il.n.

e Yedeni pomoci inverze matice AT A zana¥i zaokrouhlovaci chyby
e |épe pomoci (redukovaného) QR rozkladu A = QR:
ATAx=ATb
R'Q"QRx=R7Q"b
R™Rx=R"Q"b
Rx=Q"b

V Matlabu:
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Ortogonalni projekce na podprostor

vektoru b € R™ na podprostor X C R™ je vektor y € X takovy, Ze
(b—y) L X.
Jestlize X ma bazi tvofenou sloupci matice A (tedy X = rngA), pak
y=Ax=AA"b=A(ATA)" 1A b.

N————
P

Matice P € R™*"™ je na podprostor X.
Tvofi-li sloupce A ortonormalini bazi podprostoru X (tj. ATA =1), mdme P = AAT,

Tvrzeni: P nezdvisi na volb& baze podprostoru X. Tedy ortog. projekce existuje a je jedina.
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Disledek
KaZdé b € R™ Ize jednozna&né rozloZit jako b=y +y' kdey € X ay’ € X .
ey =b—y=b—Pb=(l-P)b je ortog. projekce vektoru b na podprostor X~.

e | — P je ortog. projektor na X+ .
o Ziejm& rgP = X a nullP = X

Véta (charakterizace ortog. projektorii)

Matice P je ortog. projektor (na n&jaky podprostor) pravé kdyz P> =P = PT.
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Nepovinné: Obecna projekce

Podprostory X, X’ C R™ nazveme , jestlize
XNnX ={0}
dimX +dimX' =m
Véta
Kazdé b € R™ Ize jednozna&n& rozloZit jakob=y +y kdey e X ay = X'

Vektor y se nazyva vektoru b na podprostor X ve smé&ru podprostoru X'.
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Nepovinné: Obecné projektory

'y =Pb

TSb=y+y
y =b—Pb=(1-P)b
Definice: Matice P se nazyv4 (obecny) , jestlize P2 = P.

e Podprostory rng P a null P jsou komplementérni a plati null P = rng(l — P).

e Tedy y = Pb je projekce vektoru b na podprostor rng P ve sméru podprostoru null P.

e Pro kaZdou komplementdrni dvojici podprostori X, X’ existuje prdv& jeden projektor tak,
e rngP =X anullP = X',

e Matice P je projektor, pravé kdy? P = B(AB) 1A pro n&jaké matice A, B takové, 7e AB je
reguldrni.

e Specidlng, kdyz AB =1 tak P = BA.

Ortogonélni projekce/projektory jsou spec. p¥ipad, kdy X' = Xt a P =PT. 10/15



ReSeni nedouréené linearni soustavy s nejmensi normou

Mezi YeSenimi soustavy Ax = b najdeme to s nejmensi normou:

min{ ||x||? | x € R", Ax=b}

P¥iklad: Soustava
xX+2y+ z=1
X+ y+2z=2

ma nekone&n& mnoho Yeéeni. Hleddme ¥edeni které minimalizuje &islo x2 + y? + z2.
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Reseni ulohy

(nuIIA)L = rng(AT) {X | Ax = b}

nullA={x|Ax=0}

x ma nejmen¥i normu <= x L nullA <= x € (nullA)t =mg(AT) < x=ATy

Véta
x je optimalni ¥eSeni ulohy, pravé kdyz existuje y tak, Ze
Ax=b
ATy =x
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Regme soustavu

e Dosazenim dostaneme AATy = b.
o M&li A Ln. ¥dky, je y = (AAT)"1b. Tedy

x=ATy=AT(AAT) 1b
A+
kde At je matice A (s |.n. ¥adky).

Je to jedna z pravych inverzi matice A, nebot AAT = AAT(AAT) 1 =1.
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Jiné Feseni ulohy

(nuIIA)L = rng(AT) {X | Ax = b}

nullA={x|Ax=0}

e Necht xq je libovolné spliiujici Axg = b.
e Optimalni x je ortog. projekce vektoru xo na podprostor (null A)* = rng(AT), tedy
x=AT(AAT)1Axg = AT(AAT)"1b
A+
(nezdvisi na tom, jaké partikuldrni ¥eSeni xo jsme vybrali!)

Dasledek: Ma-li soustava Ax = b FeSeni, ma pravé jedno FeSeni s nejmensi normou.
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Pseudoinverze obecné matice

Hledejme optimdlni YeSeni dlohy
min ||Ax — b||? LS
xCE" [Ax | (L5)

s nejmensi normou.
To vede na dlohu

min{ x| | x € R", ATAx=A"b} (LSN)
Necht x* je (jediné) Yegeni dlohy (LSN).
e Ma3-li soustava Ax = b jediné ¥eSeni, pak x* je toto FeSeni.
e Ma-li soustava Ax = b vice FeSeni, pak x* je jeji feSeni s nejmensi normou.

e Nema-li soustava Ax = b ¥eZeni, pak x* je optimalni ¥eSeni tlohy (LS) s nejmensi normou.

Fakt: Existuje matice A™ ( matice A) tak, Ze x* = A'tb.
e Ma-li A I.n. sloupce, pak At = (ATA)"IAT.

e M4-li A L.n. ¥adky, pak At = AT(AAT)"L.

e Nemi-li A plnou hodnost, pak AT Ize spotitat pomoci SVD.
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