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Binarni operace s maticemi a skalary

e Soutin matice A € R™*" a skaldru o € R je matice oA = Aa = [aaj].
Pro e = —1 piSeme oA = —A.
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Pro e = —1 piSeme oA = —A.

e Soutet matic A,B € R™*" je matice A+ B = [a; + b;j] € R™*".
Rozdil matic: A—B = A + (—B)

. matic A € R™*P a B € RPX" je matice AB = [c;] € R™*" kde
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Vlastnosti maticového soudinu:

e asociativni: (AB)C = A(BC)
e distributivni se s¢tanim: (A +B)C = AC+BCa A(B+C)=AB+ AC
e neni komutativni (miZe byt AB # BA)!
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Inverze
KdyZ matice A € R"™*™ a B € R™*" spliiuji
AB =1,
tak A je matice B a B je matice A.

e Prava inverze matice existuje, pravé kdyz matice ma lin. nezdvislé ¥adky.

e Levd inverze matice existuje, pravé kdyZ matice ma lin. nezdvislé sloupce.

e KdyZ prava nebo levd inverze existuje, nemusi byt jedina.
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Matice s jednim sloupcem nebo jednim Ffadkem

. je jiny ndzev pro matici s jedinym sloupcem (prvek R™<1).

. je jiny ndzev pro matici s jedinym ¥adkem (prvek R1*").
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Priklady:

e Pro AcR™"axeR"je Ax e R”

e Pro AcR™" a3 x e R™ je xTA € RIXn

e Prox,ycR"jex"y=xiy1 + -+ xyn €R
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Razné pohledy na soucin Ax

e y = Ax po slozkach:

nn =

Ym =

aixy + -0+ AinXp

AmiX1 + - + amnXn
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e Pomoci ai,...,a, matice A:
X1
Ax = |:a1 an:| =xja1 + -+ x,a,
Xn

Vektor Ax je linedrni kombinace sloupcli A s koeficienty x;.

e Pomoci b/,...,b] matice A:
b/ b/ x
Ax= | . | x= :
bl b!x

Slozky vektoru Ax jsou skaldrni sou&iny ¥adkd A a vektoru x.
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Linearni nezavislost

° vektorl xi,...,xx € R" je vektor

01Xy + - Xk

pro n&jaké skalary ay,...,ax € R.
e Vektory xi,...,Xx jsou , jestlize
axi+ - Faxk=0 = a=---=a,=0.
Jinak jsou
Tvrzeni
Jsou-li vektory xi, ..., Xy linedrné& nezavislé,
pak koeficienty ayq, ..., ak jsou vektorem x = a3X; + - - - + Xy uréeny jednozna&né.

Diikaz: Necht Q1X1 + -+ apXg = x = PBi1x1 + -+ BrXk.
Z toho plyne odettenim 0 = (a1 — B1)x1 + - - + (akx — Bk )Xk-
Z definice lin. nezavislosti plyne o = ;.
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Linearni podprostory

° vektorll xq, ..

., Xk € R" je mnoZina v8ech jejich linedrnich kombinaci. Zna&ime ho

span{xi, ..., Xk}
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e MnoZina X CR" je R", jestlize je uzaviend na linedrni kombinace (tj. kazda

linedrni kombinace libovolnych vektoridi z X pat#i do X).

. podprostoru X C R” je linedrné nezdvisla mnoZina vektorli z X, jejichZ linedrni obal je X.
Trvzeni: Polet vektorl baze je stejny pro kazdou bazi.

e Poclet vektori baze je podprostoru, zna¢ime dim X.
e Je-li x1,...,x, baze podprostoru X C R" a
a1Xy + -+ X = X € X,
pak (jednozna&n& urtené) skaldry aq, ..., ay jsou vektoru x v bazi xq,...,Xk.
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Think geometrically, prove algebraically.
— John Tate
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Linearni zobrazeni
Zobrazeni f: R" — R™ je , jestlize
f(a1x1 + -+ akxk) = alf(xl) + -+ akf(xk)

pro viechna x1,...,x¢k € R"a aq,...,ax € R.
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Zobrazeni f: R" — R™ je , jestlize

f(a1x1 + -+ akxk) = alf(xl) + -+ akf(xk)

pro vdechna x1,...,xx € R" a ay,...,ar € R.
Véta
Zobrazeni f: R” — R™ je linearni, pravé kdyz
f(x) = Ax

pro n&jakou matici A € R™*". Matice A je zobrazenim f urfena jednozna&né.

Diikaz =-: KaZdé x € R™ lze psat jako x = xje; + - - - + xp€p.
Z linearity zobrazeni plyne f(x) = xif(e1) + - - - + xnf(en) = [f(el) e f(en)] X.

——
A
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Linearni zobrazeni

Zobrazeni f: R" — R™ je , jestlize

flaaxy + - + arxk) = a1f(xq) + - - - + apf(xk)

pro vdechna x1,...,xx € R" a ay,...,ar € R.

Véta

Zobrazeni f: R” — R™ je linearni, pravé kdyz

f(x) = Ax
pro n&jakou matici A € R™*". Matice A je zobrazenim f uréena jednozna&né.

Diikaz =-: KaZdé x € R™ lze psat jako x = xje; + - - - + xp€p.
Z linearity zobrazeni plyne f(x) = xif(e1) + - - - + xnf(en) = [f(el) e f(en)] X.

——
A

Véta
Matice sloZeného zobrazeni je sou¢inem matic jednotlivych zobrazeni.
Diikaz plyne z asociativity maticového nasobeni: Pro f(x) = Ax a g(y) = By je

(g0 f)(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x = BAx
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Prostor obrazi matice

mgA={Ax|xeR"} CR"
Interpretace:
e Obor hodnot (range, image) linedrniho zobrazeni f(x) = Ax, neboli rng A = f(R").
e MnoZina v3ech vektorl y takovych, Ze soustava Ax =y ma ¥eSeni

e Linedrni obal sloupcl matice A
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Hodnost matice

matice A je dimenze linedrniho obalu sloupci:

rank A = dimrng A
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Véta (rank factorization)
Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r existuji matice B € R™*" a C € R™*" tak, ze A = BC.
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matice A je dimenze linedrniho obalu sloupci:

rank A = dimrng A

Véta (rank factorization)
Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r existuji matice B € R™*" a C € R™*" tak, ze A = BC.

Interpretace jako komprese matice (lspora paméti pro r < min{m, n})

Z toho se dokaze:
Véta
rank A = rank(AT)

Neboli: Dimenze lin. obalu sloupcii a dimenze lin. obalu sloupcii jsou stejné.

Disledek: rank A < min{m, n}
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Nulovy prostor matice
nullA={xeR"|Ax=0} CR”
Interpretace:

e MnoZina vektord, které se zobrazi na nulovy vektor
e MnoZina YeSeni soustavy linedrnich rovnic Ax =0

e MnoZina viech vektort kolmych na kazdy fadek matice A
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Rank-nullity theorem

Véta (rank-nullity theorem)
Pro kaZzdou matici A € R™*" plati

dimrgA +dimnull A = n.
———

rank A

Myslenka dikazu:

Necht y1,...,y, je bdze rng A. Tedy existuji x; tak 2e Ax; =y;, i=1,...,r.
Necht z1,...,2q je bdze null A.
Dokéze se (hlavni ¢ast dikazu), Ze x1,...,%,,21,...,2q je baze prostoru R". Z toho r + q = n.
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e dimnull A je ‘mira degenerace’ linedrniho zobrazeni f(x) = Ax
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Rank-nullity theorem

Véta (rank-nullity theorem)
Pro kaZzdou matici A € R™*" plati

dimrgA +dimnull A = n.
———

rank A

Myslenka dikazu:

Necht y1,...,y, je bdze rng A. Tedy existuji x; tak 2e Ax; =y;, i=1,...,r.

Necht z1,...,2q je bdze null A.

Dokéze se (hlavni ¢ast dikazu), Ze x1,...,%,,21,...,2q je baze prostoru R". Z toho r + q = n.
Interpretace:

e KaZda dimenze na vstupu se bud objevi na vystupu nebo 'splicne’ do podatku.
e dimnull A je ‘mira degenerace’ linedrniho zobrazeni f(x) = Ax

o Pocet linedrné nezavislych ¥eSeni soustavy Ax = 0 je dimnull A = n — rank A
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Charakterizace matic s plnou hodnosti

Matice A € R™*" m3 , jestlize rank A = min{m, n}.
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Véta

Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

e rankA=m
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Charakterizace matic s plnou hodnosti

Matice A € R™*" m3 , jestlize rank A = min{m, n}.

Véta Véta

Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni: Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

e rankA=m e rankA =n

e A ma lin. nezdvislé fadky e A ma lin. nezdvislé sloupce

e mgA =R" o nullA = {0}

e soustava Ax =y ma YeSeni pro kazdé y e soustava Ax = 0 ma jediné YeSeni x = 0
e zobrazeni f(x) = Ax je surjektivni e zobrazeni f(x) = Ax je injektivni

e A ma pravou inverzi e A ma levou inverzi

e AAT je reguldrni e ATA je reguldrni
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Afinni podprostory a zobrazeni



Afinni kombinace a podprostory

° vektorli x1,...,Xx € R" je linedrni kombinace
Q1Xy + -+ Xk

kde a; + -+ ax = 1.
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Afinni kombinace a podprostory

° vektorli x1,...,Xx € R" je linedrni kombinace
01Xy + - Xk

kde a; + -+ ax = 1.

[}
aff{xy,...,xx}
vektorll xi,...,Xx € R" je mnoZina v&ech jejich afinnich kombinaci.
e Mnozina AC R" je , Jestlize je uzav¥end na afinni kombinace.
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Afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku

a1(x1 —xo) + -+ ax(Xk — X0) = arxy + -+ Xk — (a1 + -+ )Xo = (axy + -+ uXk) — Xo
—_— ——
1
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a1(x1 —xo) + -+ ax(Xk — X0) = arxy + -+ Xk — (a1 + -+ )Xo = (axy + -+ uXk) — Xo
—_— ——
1

P¥iklady pro k = 2:

X1

X2

a1 = 0.3, Q2 = 0.6
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Afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku

al(xl—x0)+-~-—|—ak(xk—xo):a1x1+---+akxk—(a1+~-~+ak)x0:(a1x1+---+akxk)—x0
—_—

P¥iklady pro k = 2:

X1

X2

a1 = 0.3, Q2 = 0.6
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Afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku

al(xl—x0)+-~-—|—ak(xk—xo):alxl—i—---+akxk—(a1+~-~+ak)x0:(a1x1—|—
—_—
1

P¥iklady pro k = 2:

X1 X1 — Xo

(Y1(X1 — Xo) — ()1,2(X2 — Xo)

X2 — Xo

a1 = 0.3, Q2 = 0.6

S QarXk) = Xo
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Afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku

a1(x1 —Xo) + -+ 4 k(XK — X0) = uxg + -+ uxk — (1 + -+ ap) xo = (arxy + -+ arXk) — Xo
—_— ——
1

P¥iklady pro k = 2:

X1 X1 — Xo X1

(Y1(X1 — Xo) — ()1,2(X2 — Xo)

X2 — Xo X2

a1 = 03, Qo = 06 a1 = 0.4, Qo = 06
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Afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku

al(xl—x0)+-~-+ak(xk—xo):alxl—l—---—i—akxk—(a1+~-~+ak)x0:(a1x1+--~+akxk)—x0
—_—

1

P¥iklady pro k = 2:

X1 X1 — Xo X1 X1 — Xo

()zl(Xl — Xo) — (12(X2 — Xo)
(k1(X1 — Xo) — (12(X2 — Xo)

X2 — Xo X2 — Xo

a1 = 03, Qo = 06 a1 = 0.4, Qp = 06
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P¥iklad: afinni kombinace dvou/t¥i bodii
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P¥iklad: afinni kombinace dvou/t¥i bodii
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Charakterizace afinnich podprostora

Pro X CR"ax € R"oznatime X +x=x+X={x+y|ye X}
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Charakterizace afinnich podprostora

Pro X CRR" a x € R" oznatime X +x=x+X={x+y|ye X}
Véta
e Je-li X linedrni podprostor a x € R”, pak X + x je afinni podprostor.

e Je-li A afinni podprostor a x € A, pak A — x je linedrni podprostor.

A=X+x

X
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Charakterizace afinnich podprostora

Pro X CRR" a x € R" oznatime X +x=x+X={x+y|ye X}
Véta
e Je-li X linedrni podprostor a x € R”, pak X + x je afinni podprostor.

e Je-li A afinni podprostor a x € A, pak A — x je linedrni podprostor.

A=X+x

X

neprazdného afinniho podprostoru A je pak definovana jako dim X.

Véta
MnoZina A C R" je afinni podprostor pravé tehdy,

kdyZ je mnoZinou ¥eeni n&jaké linedrni soustavy, tj. A={x €R" | Ax=Db}.
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N&zvy afinnich podprostord pro specidlni dimenze:

o (dimenze 0) x € R”
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N&zvy afinnich podprostord pro specidlni dimenze:
o (dimenze 0) x € R”
o (dimenze 1) {x+ as |« € R} = x + span{s}
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N&zvy afinnich podprostord pro specidlni dimenze:

o (dimenze 0) x € R”

o (dimenze 1) {x+ as |« € R} = x + span{s}

o (dimenze 2) {x+ as+ St | a,f € R} = x+ span{s, t}
. (dimenze n—1) {x e R" |[a’x = b}
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Afinni zobrazeni

Zobrazeni f: R" — R™ je , pokud
f(a1x1 + -+ akxk) = alf(xl) + -+ akf(xk)

pro v8echna x1,...,x¢k € R", ag,...,ak € R, a1+ -+ a, =1.
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Afinni zobrazeni

Zobrazeni f: R" — R™ je , pokud
flaaxy + - + arxk) = a1f(xg) + - - - + apf(xk)
pro v8echna x1,...,x¢k € R", ag,...,ak € R, a1+ -+ a, =1.
Véta
Zobrazeni f: R” — R™ je afinni, pravé kdyz
f(x) =Ax+b

pro n&jaké A € R™*" a b € R™. Matice A a vektor b jsou zobrazenim f uréeny jednozna&né&.
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Analogie

Linearni svét Afinni svét
linedrni kombinace afinni kombinace
linedrni obal afinni obal
linedrni podprostor X afinni podprostor X + x
homogenni lin. soustava Ax = 0 | nehomogenni lin. soustava Ax = b
null A x + null A
linedrni zobrazeni Ax afinni zobrazeni Ax + b
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Ortogonalita



Pro vektory x,y € R™:

e Standardni skalarni soucin: xTy =X1y1 + -+ XnYn
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Délky, uhly, vzdalenosti v R”
Pro vektory x,y € R™:

* xTy =xiy1+ -+ XnYn

. (délka vektoru): ||x|| = vVxTx = VX2
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Délky, uhly, vzdalenosti v R”

Pro vektory x,y € R™:

* xTy =xiy1+ -+ XnYn
. délka vektoru): ||x|| = VxTx = \/x? + - - + x2
1 n
A xTy
o ¢ mezi dvéma vektory: cosp = Tyl
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Délky, uhly, vzdalenosti v R”

Pro vektory x,y € R™:

* xTy =xiy1+ -+ XnYn
. (délka vektoru): ||x|| = vVxTx = VX2
- xTy
o ¢ mezi dvéma vektory: cosp = Tyl
Jestlize xTy = 0, vektory jsou , coz znalime také x 1 y.

Specidln&: 0 L x pro kazdé x
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Délky, uhly, vzdalenosti v R”

Pro vektory x,y € R™:

* xTy =xiy1+ -+ XnYn
. (délka vektoru): ||x|| = vVxTx = VX2
- xTy
o ¢ mezi dvéma vektory: cosp = Tyl
Jestlize xTy = 0, vektory jsou , coz znalime také x 1 y.

Specidln&: 0 L x pro kazdé x

. (vzdélenost bodd): d(x,y) =[x —y||
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Ortogonalni podprostory

e Vektor y € R" je ortogondlni na podprostor X C R” (znatime y L X),
jestlize y L x pro v8echna x € X.
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Ortogonalni podprostory

e Vektor y € R" je ortogondlni na podprostor X C R” (znatime y L X),
jestlize y L x pro v8echna x € X.

e Podprostory X, Y C R" jsou ortogondlni (zna&ime X L Y),
jestlize x Ly pro vSechnaxe X ayeY.

25/2



Ortogonalni podprostory

e Vektor y € R" je ortogondlni na podprostor X C R” (znatime y L X),
jestlize y L x pro v8echna x € X.

e Podprostory X, Y C R" jsou ortogondlni (zna&ime X L Y),
jestlize x Ly pro vSechnaxe X ayeY.

° podprostoru X C R” je podprostor
Xt={yeR"|ylX}

vektorti ortogonalnich na X.
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Ortogonalni podprostory

e Vektor y € R" je ortogondlni na podprostor X C R” (znatime y L X),
jestlize y L x pro v8echna x € X.

e Podprostory X, Y C R" jsou ortogondlni (zna&ime X L Y),
jestlize x Ly pro vSechnaxe X ayeY.
° podprostoru X C R” je podprostor
Xt={yeR"|ylX}
vektorti ortogonalnich na X.
Véta
Pro kaZdy podprostor X C R" plati:
e dimX +dimXt =n
° (XJ_)J_ =X

Diikaz: Ozna&ime-li X = rng(AT) (lin. obal ¥adki matice A), pak prvni tvrzeni je rank-nullity theorem.

Druhé tvrzeni celkem snadno plyne z prvniho.
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Vztahy mezi ¢tyfmi zakladnimi podprostory matice

Cty¥i matice A € R™*":
e mgA={Ax|xecR"} CR™ linedrni obal sloupci
e nulA={xeR"|Ax=0} CR" viechny vektory kolmé na v3echny ¥adky
e mg(AT)={ATx|xeR™} CR" linedrni obal ¥adkda
e nul(AT)={xeR™|ATx=0} CR" viechny vektory kolmé na vechny sloupce
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Vztahy mezi ¢tyfmi zakladnimi podprostory matice

Cty¥i matice A € R™*":
e mgA={Ax|xecR"} CR™ linedrni obal sloupci
e nulA={xeR"|Ax=0} CR" viechny vektory kolmé na v3echny ¥adky
e mg(AT)={ATx|xeR™} CR" linedrni obal ¥adkda
e nul(AT)={xeR™|ATx=0} CR" viechny vektory kolmé na vechny sloupce
Véta

e (mgA)+ =null(AT)
o (nullA)* = rng(AT)

Diikaz plyne okamZité z definic podprostor(i a z rovnosti (XL)L = X.
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Ortonormalni mnozina vektoru

e Vektor x € R” je , jestlize ||x|| =1 =xTx.
e MnoZina vektor {xy,...,Xx} je , jestlize
0 proi#j
X/ x; =0 = o
1 proi=j
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Ortonormalni mnozina vektoru

e Vektor x € R” je , jestlize ||x|| =1 =xTx.
e MnoZina vektor {xy,...,Xx} je , jestlize
0 proi#j
X; Xj =0 =
1 proi=j

Véta
Ortonormalni mnoZina vektor( je linedrn& nezavisla.

Duikaz: Vyndsobeni rovnosti aixi + - - - 4+ axxx = 0 skaldrné vektorem x; da o; = 0.
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Ortonormalni mnozina vektoru

e Vektor x € R” je , jestlize ||x|| =1 =xTx.
e MnoZina vektor {xy,...,Xx} je , jestlize
0 proi#j
X; Xj =0 =
1 proi=j

Véta
Ortonormalni mnoZina vektor( je linedrn& nezavisla.

Duikaz: Vyndsobeni rovnosti aixi + - - - 4+ axxx = 0 skaldrné vektorem x; da o; = 0.

Véta (soufadnice v ortonormalni bazi)
Necht jsou Xj, ..., X, ortonormalni. Necht x = a;x; + - - - + auxk. Pak oj = x|

Neboli
x = (X! X)xg + - 4 (x] %)%,

Diikaz: Vynasob rovnost x = ai1x; + - - - + Xy skaldrné vektorem x;.

Soutadnice «; je délka ortogonalniho primé&tu vektoru x na pfimku span{x;}.

;X
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Matice s ortonormalnimi sloupci

Kdyz vektory ay,...,a, € R™ tvofi sloupce matice A € R™*", pak

0 proi#j
a/a; = pro i #J je totéZ jako ATA =1
1 proi=j
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Matice s ortonormalnimi sloupci

Kdyz vektory ay,...,a, € R™ tvofi sloupce matice A € R™*", pak
0 proi#j
a/a; = pro i #J je totéZ jako ATA =1
1 proi=j

Jestlize ATA = |, pak linedrni zobrazeni f(x) = Ax zachovav4 skalarni soutin:
f(x)"f(y) = (Ax)"(Ay) = x"ATAy = xy

Tedy zobrazeni f zachovavd délky, dhly a vzdélenosti = je to (linedrni)
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Ortogonalni matice
Véta
Pro kazdou &tvercovou matici A jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
e ATA =1 (tj. A m4 ortonormalni sloupce)

e AAT =1 (tj. A ma ortonormdlni Fadky)

o A je reguldrni a spliiuje AT = A~1

Ctvercovd matice s ortonormalnimi sloupci se nazyva matice.
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Ortogonalni matice
Véta
Pro kazdou &tvercovou matici A jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
e ATA =1 (tj. A m4 ortonormalni sloupce)

e AAT =1 (tj. A ma ortonormdlni Fadky)

o A je reguldrni a spliiuje AT = A~1

Ctvercovd matice s ortonormalnimi sloupci se nazyva matice.

Protoze

det(ATA) = (det AT)(det A) = (det A)? = detl =1
jsou jen dvé& moznosti pro det A:

29/2



Ortogonalni matice
Véta
Pro kazdou &tvercovou matici A jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
e ATA =1 (tj. A m4 ortonormalni sloupce)

e AAT =1 (tj. A ma ortonormdlni Fadky)

o A je reguldrni a spliiuje AT = A~1

Ctvercovd matice s ortonormalnimi sloupci se nazyva matice.

Protoze

det(ATA) = (det AT)(det A) = (det A)? = detl =1
jsou jen dvé& moznosti pro det A:

e det A = +1: zobrazeni f je , matice A se nazyva nebo

29/2



Ortogonalni matice
Véta
Pro kazdou &tvercovou matici A jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
e ATA =1 (tj. A m4 ortonormalni sloupce)

e AAT =1 (tj. A ma ortonormdlni Fadky)

o A je reguldrni a spliiuje AT = A~1

Ctvercovd matice s ortonormalnimi sloupci se nazyva matice.

Protoze

det(ATA) = (det AT)(det A) = (det A)? = detl =1
jsou jen dvé& moznosti pro det A:
e det A = +1: zobrazeni f je , matice A se nazyva nebo

e det A = —1: zobrazeni f je sloZeni rotace a zrcadleni (reflexe)
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P¥iklady ortogonalnich matic:

Rotace kolem poc¢atku o uhel ¢ proti sméru hodinovych ruciéek:

cosp —singp
sin @ Cos
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P¥iklady ortogonalnich matic:

Rotace kolem poc¢atku o uhel ¢ proti sméru hodinovych ruciéek:
cosp —singp
sin @ Cos

D (elementarni reflektor)
Zrcadleni podle nadroviny prochézejici potatkem s normélou u kde |ju]] = 1:

H=1-2uu’
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P¥iklady ortogonalnich matic:

Rotace kolem poc¢atku o uhel ¢ proti sméru hodinovych ruciéek:
cosp —singp
sin @ Cos
D (elementarni reflektor)

Zrcadleni podle nadroviny prochézejici potatkem s normélou u kde |ju]] = 1:

H=1-2uu’

e e e = |0 0 1
1 00

Jeji determinant je rovny znaménku permutace.
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Jak parametrizovat rotace v R"? [nepovinné]
A A AN A

Maticova exponencidla: e = =or + — + 5T + - (v Matlabu: expm(4))
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Jak parametrizovat rotace v R"? [nepovinné]

0 1 2
Maticova exponencidla: e* = % + A— + % + - (v Matlabu: expm(4))

Véta
S

Matice A je rota&ni, pravé kdyz existuje antisymetrickd matice S tak, ze A = ¢e>.
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Jak parametrizovat rotace v R"? [nepovinné]

0 1 2
Maticova exponencidla: e* = % + A— + % + - (v Matlabu: expm(4))

Véta
S

Matice A je rota&ni, pravé kdyz existuje antisymetrickd matice S tak, ze A = ¢e>.

oPron—2aS—{0 s]jees_[cc?ss —sms}

—-s 0 sins coss
0 —S3 S
e Pron=3aS= s3 0 —s
—S? S1 0

Tvrzeni: Kazd3 rotace v R® kolem potatku je rotace kolem né&jaké ptimky prochazejici potstkem o n&jaky
tihel (axis-angle representation).
Oznatime-li s = (s1, 52, s3), pak p¥imka ma normalu s/||s|| a dhel je ||s]|.
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Jak parametrizovat rotace v R"? [nepovinné]

0 1 2
Maticova exponencidla: e* = % + A— + % + - (v Matlabu: expm(4))

Véta
S

Matice A je rota&ni, pravé kdyz existuje antisymetrickd matice S tak, ze A = ¢e>.

oPron—2aS—{0 s]jees_[cc?ss —sms}

—-s 0 sins coss
0 —S3 S
e Pron=3aS= s3 0 —s
—S? S1 0

Tvrzeni: Kazd3 rotace v R® kolem potatku je rotace kolem né&jaké ptimky prochazejici potstkem o n&jaky
tihel (axis-angle representation).
Oznatime-li s = (s1, 52, s3), pak p¥imka ma normalu s/||s|| a dhel je ||s]|.

Zajemci, studujte matrix exponential, Lie groups, Rodriguez rotation formula, ...
Ct&te napt. skripta Motl+Zahradnik: P&stujeme linearni algebru (MFF UK)!
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Gram-Schmidtova ortonormalizace

Pro dané lin. nezdvislé vektory ay,...,a, najdi vektory qi,...,q, tak, Ze

® (1,...,q, jsou ortonormalni,

e pro kazdé k < n plati span{qy,...,qx} =span{ay,...,ax}.
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® (1,...,q, jsou ortonormalni,

e pro kazdé k < n plati span{qy,...,qx} =span{ay,...,ax}.

Algoritmus: Pro k = 1,..., n opakuj iteraci

/

[EA

k—1
CIL =ai — Z(q,-Tak)q,-, qx
i=1
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Gram-Schmidtova ortonormalizace

Pro dané lin. nezdvislé vektory ay,...,a, najdi vektory qi,...,q, tak, Ze

® (1,...,q, jsou ortonormalni,

e pro kazdé k < n plati span{qy,...,qx} =span{ay,...,ax}.

Algoritmus: Pro k = 1,..., n opakuj iteraci

/

[EA

k—1
CIL =ai — Z(q,-Tak)q,-, qx
i=1

span{q, ... ,<1/<—1}L

span{d1,...,qk—1} = span{ay, ..., ax_1}
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QR rozklad matice

Véta (Plny QR rozklad)
Kazdou matici A € R™*" |ze rozloZit na sou&in
A=QR

kde Q € R™*™ je ortogondlni a R € R™*" je horni trojihelnikova.

Diikaz: pomoci algoritmu. (Algoritmy na QR rozklad jsou zaloZeny bud na Gram-Schmidtov& ortogonalizaci nebo
Givensovych rotacich nebo Householderovych reflexich.)

e V Matlabu: [Q,R]=qr(A)
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QR rozklad matice

Véta (Plny QR rozklad)
KaZdou matici A € R™*" |ze rozloZit na soucin
A =QR
kde Q € R™*™ je ortogondlni a R € R™*" je horni trojihelnikova.

Diikaz: pomoci algoritmu. (Algoritmy na QR rozklad jsou zaloZeny bud na Gram-Schmidtov& ortogonalizaci nebo
Givensovych rotacich nebo Householderovych reflexich.)

e V Matlabu: [Q,R]=qr(A)

Redukovany QR rozklad: Q € R™*" m3 ortonorm. sloupce a R € R" " je horni trojihelnikova.
e V Matlabu: [Q,R]=qr(4,0)

PouZiti na soustavu lin. rovnic (A je &tvercova):

Ax=Db
QRx=b
Rx=Q"b
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