Optimalizace

1. Co a k &emu je optimalizace

Tom Werner

FEL CVUT



Co znamena ‘optimalizace’ v pFfirozeném jazyce?

Co na to slovnik:

optimus (adj.) =
e very good, best
e excellent
e most beneficial, most advantageous

optimization =
e An act, process, or methodology of making something (such as a design, system, or decision) as fully
perfect, functional, or effective as possible.
e Specifically, the mathematical procedures (such as finding the maximum of a function) involved in this.

optimization = Finding an alternative with the most cost effective or highest achievable performance
under the given constraints, by maximizing desired factors and minimizing undesired ones.
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Matematicka optimalizace (= matematické programovani)
Obecnd formulace optimaliza¢ni tlohy:

e Ddna mnoZina X C X’ a
e Najdi minumum funkce f na mnoZing X:

min f(x)

Také se ¥ikd: minimalizuj f(x) x € X.

f: X' = R.
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Matematicka optimalizace (= matematické programovani)

Obecnd formulace optimaliza¢ni tlohy:
e Ddna mnoZina X C X’ a f: X = R.
e Najdi minumum funkce f na mnoZing X:
inf
)
Také se ¥ikd: minimalizuj f(x) x € X.
Nazvoslovi a znaéeni:
e Funkce f na mnoZing X v prvku x* € X, kdyz f(x*) < f(x) pro kazdé x € X.
e x* se nazyva funkce f na mnozin& X, nebo dlohy.
f na X.

f(x*)=minf W
o f(x¥) min (x) se nazyva

e argmin f(x) je mnoZina viech argumentd minima f na X.
xeX
. Maxima a minima se dohromady nazyvaji nebo

Analogicky pro
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Ekvivalentni formulace

mnoziny Y C R je prvek y* € Y spliujici y* <y pro vechna y € Y.
Zna&ime ho
y*=minY

Ne kaZzdd mnoZina Y C R ma nejmensi prvek!
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Ekvivalentni formulace
mnoziny Y C R je prvek y* € Y spliujici y* <y pro vechna y € Y.
Zna&ime ho
y*=minY

Ne kaZzdd mnoZina Y C R ma nejmensi prvek!

Minim3Ini hodnota funkce f: X’ — R na mnoZzing X C X’ je nejmeni prvek mnoZiny
f(X)={f(x)|xe X} CR
Tedy

rxnei)rg f(x) =minf(X) =min{f(x) | xe X}
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Neformalni déleni optimaliza¢nich udloh

o : X konend (ale obvykle obrovskd)
(X € {0,1}" nebo X obsahuje permutace, textové Yet&zce, grafy, konfigurace Rubikovy kostky, ...).

o : X CR" (“spojité prom&nné”), X je Feleni soustavy (ne)rovnic
(hlavni ndplii kursu)

. : X je mnoZina (obvykle diferencovatelnych) funkci ¢: D — R, kde D C R” je pevné.
Uelova funkce f: X — R se pak nazyva
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Pt¥iklad kombinatorické optimalizace: Problém obchodniho cestujiciho

Mdme n mést.

Mezi kazdou dvojici mést i,/ je silnice o zndmé délce d(i, ) > 0.

KdyZ n&jakd dvojice mést i, j neni spojena silnici, je d(/, ) = +oc.

Najdi nejkratsi trasu, kterd navstivi kazdé mésto pravé jednou a vrati se nazp&t do vychoziho mésta.
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Pt¥iklad kombinatorické optimalizace: Problém obchodniho cestujiciho

Mdme n mést.

Mezi kazdou dvojici mést i,/ je silnice o zndmé délce d(i, ) > 0.

KdyZ n&jakd dvojice mést i, j neni spojena silnici, je d(/, ) = +oc.

Najdi nejkratsi trasu, kterd navstivi kazdé mésto pravé jednou a vrati se nazp&t do vychoziho mésta.

e X je mnoZina viech permutaci n prvka, tj. n-tic (ir,...,i,) kde i, ..., i, € {1,...,n} jsou rizné
e Pro permutaci (i, ..., I,) je
n—1
F(iv, - vin) = Y d(ik, iks1) + d(in, in)
k=1

o NP-té&Zka uloha:
e P#£NP — neexistuje algoritmus ¥e&ici NP-t&zké dlohy v polynomidlnim &ase (velikosti tlohy, zde n).
e teorie vypoletni sloZitosti (computational complexity theory)
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Ptiklad spojité optimalizace: Bod na kfivce nejbliZsi danému bodu
Najdi bod na kladné vétvi hyperboly s rovnici xy = 1, ktery je nejbliZze bodu (xg, yo).
e X={(xy)eR?|xy=1, x>0}
o f(x,y) =/ (x—x0)2+ (y — x0)?
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Pt¥iklad variatniho poctu: Nejkratsi kfivka spojujici dva body

Najdi nejkrat¥i k¥ivku spojujici dva dané body (xi1, y1), (x2, y2) € R2.
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Pt¥iklad variatniho poctu: Nejkratsi kfivka spojujici dva body
Najdi nejkrat¥i k¥ivku spojujici dva dané body (xi1, y1), (x2, y2) € R2.
e X je mnoZina viech diferencovatelnych funkci (pfedpokldddme x; # x,)
o [x,x] = R
spliujicich p(x1) = y1 a v(x2) = y».
e Minimalizuj délku k¥ivky

f(e) = /Xzs/l + ¢/ (x)? dx

za podminek ¢(x1) = y1 a p(x2) = ya.

e Regenim je afinni funkce. Grafem této funkce je tsetka prochazejici danymi dvéma body.
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Mnoho aplikaci

° minimalni riziko, maximalni zisk, nastaveni cen, ...

° doprava, primysl, zdsobovani, vélka

° vytahu, robota, vlaku, letadla, aktivni budovy, ...

° Skolni rozvrh, vyrobni kroky, cesta mobilniho robota, sled
tkon( robotického manipulatoru, aircrew scheduling

° ndvrh integrovanych obvodd (VLSI design) a plosnych spojl

° co nejmen$i pamé&t, co nejrychlej§i kéd

° IDOS, navigace v aut&, navrh pocitalové sité, ...

. princip maximalni v&rohodnosti, princip maxima entropie, regrese
(modelovani funkeni zivislosti ndhodnych proménnych), rozhodovani za neurditosti

° rekonstrukce scény z obrazli (multiview geometry), segmentace obrazu pomoci
fezli v grafu (graph cuts), hleddni tva¥i v obraze (AdaBoost), ...

° (audio, EKG, EEG, ...): separace zdroji, auditory scene analysis, ...

° minimalni trénovaci chyba, nejjednodussi mode

° most, jefab, hik, k¥idlo letadla

. nap¥. protein folding

[}

e pfifazovani radiovych frekvenci v mobilnf siti
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Obecna uloha spojité optimalizace
Zopakujme: v optimalizaci hleddme minimum funkce f: X’ — R na mnoZing X C X'.
Ve je X’ =R" a X je mnoZina ¥eZeni x = (xi, ..., X,) soustavy nerovnic a rovnic
gilx,...,xy) <0, i=1....,m
h,'(Xl,...7Xn):O, I:].,,f
kdenm/feNaf,g,....,8m h,...,hy: R" > R
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Obecna uloha spojité optimalizace

Zopakujme: v optimalizaci hleddme minimum funkce f: X’ — R na mnoZing X C X'.

Ve je X’ =R" a X je mnoZina ¥eZeni x = (xi, ..., X,) soustavy nerovnic a rovnic
gilx,...,xy) <0, i=1....,m
h,'(Xl,...7Xn):O, I:].,,f

kdenm/feNaf,g,...,8m, h,...,hy: R" = R.

Uloha se zapisuje také jako

min  f(xg,...,X,)
za podminek gi(x1,...,x,) <0, i=1,....m
hi(x1,.ooyxp) =0, i=1,...¢
X1,.-.,%X € R

nebo vektorové
min{ f(x) | x e R", g(x) <0, h(x) =0}
kde g: R” = R™ a h: R" — R*.
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Nazvoslovi ve spojité optimalizaci

min  f(x)
za podminek gi(x) <0, i yee.,m
hi(x)=0, i=1,...,¢
x € R”
o x=(x1,...,Xp) jsou dlohy
e f je (celova funkce
e kdy? f chybi (je konstantni), mdme
e gi(x) <0 a hi(x) =0 jsou
e Kdy? omezeni chybi (m = ¢ =0, tedy X = R"), mdme
e gi(x) <0 jsou a hi(x) =0 jsou
e omezeni (nerovnost) g;(x) < 0 je v bod& x, jestlize gij(x) =0
e prvky mnoziny X jsou ulohy
e prvky mnoZiny argry(in f(x) jsou dlohy
x€
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Obtiznost optimalizaénich uloh
“Téme&¥ viechny” optimalizaZni tlohy jsou NP-t&zké (nebo hay).

e ‘“prokleti dimenzionality”, “kombinatoricka exploze”, ...
e derivace &asto nepomohou:
e podminka stacionarity vede na soustavu nelinedrnich (ne)rovnic
e ptilis mnoho staciondrnich bodd / lokdlnich minim
e “Spojita” formulace tloh zahrnuje i “kombinatorické” tlohy.
Nap¥. tdloha (Maximum Cut)

min 37 Do axiX;

za podminek x?=1, i=1,...,n
x;€R, i=1,...,n

vypada spojité, ale mnoZina X ma 2" izolovanych bod.

Kli¢ova role konvexity: jsou obvykle “snadné”!
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Ptiklady aloh spojité
optimalizace



Linearni nejmensi ctverce: Proklddame body pfimkou

Odhadujeme funk&ni zavislost vy¥ky y [cm] na vaze x [kg] Elovéka z m m&Feni (x;, y;) € R%:
Hleddme p¥imku, kterd “co nejlépe” prolozi dané body.
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Linearni nejmensi ¢tverce: Prokladame body pfimkou

Odhadujeme funk&ni zavislost vy¥ky y [cm] na vaze x [kg] Elovéka z m m&Feni (x;, y;) € R%:

Hleddme p¥imku, kterd “co nejlépe” prolozi dané body.
200 5

0.60x + 130.

180 |

160
L] | | |
40 60 80 100
X
e Vztah m3 byt linedrni (p¥esngji afinni) funkce, tj. y = 61 + 6ax
e Formulace ve smyslu : na mno¥in& R2 minimalizuj (bez omezeni) funkci
m
F(0) = £(61,62) = > (61 + b2x; — y;)> = |AO — y|?
i=1
(soutet &tvercli vzélenosti bodl od p¥imky)
e f je konvexni kvadraticka funkce dvou proménnych
e Podminka na optimum: ATAO=ATy
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SVD: Prokladame body pfimkou/rovinou apod., ale jinak

Déno n bodi v R™, tvofici sloupce matice A € R™*"

Najdi podprostor dané dimenze k < m tak, aby soucet ¢tvercl vzdalenosti bodid k nému byl
minimalni.

Regeni: pomoci spektralniho rozkladu matice AAT, tj. pomoci SVD matice A

Nejde nijak pFevést na feeni soustavy linedrnich rovnic!
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Linearni programovani: optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy zeleniny jsou dany mérné obsahy Zivin a minimalni pozadavky pro jednu pfilohu obé&da:

Mrkev  Bilé zeli Okurka | PoZadavek
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
Vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K¢/kg] 26 22 60

Najdi hmotnosti zelenin, které splni vyZivové poZadavky pfi minimalni celkové ceng.
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Linearni programovani: optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy zeleniny jsou dany mérné obsahy Zivin a minimalni pozadavky pro jednu pfilohu obé&da:

Mrkev  Bilé zeli Okurka | PoZadavek
Vitamin A [mg/kg] 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 300 80 15 mg
Vldknina [g/kg] 20 10 4g
Cena [K¢/kg] 22 60

Najdi hmotnosti zelenin, které splni vyZivové poZadavky pfi minimalni celkové ceng.

e Formulace problému ( ):

min

za podminek

26X1 + 22X2 + 60X3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3
60x; + 300x2 + 80x3
30x; + 20x, + 10x3

X1,X2,X3

e Optimdlni ¥eSeni je x; = 0.12, x, = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59 K&.

IV IV IV IV
= 9
~ 01 o

o
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Linearni programovani: optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy zeleniny jsou dany mérné obsahy Zivin a minimalni pozadavky pro jednu pfilohu obé&da:

Mrkev  Bilé zeli Okurka | PoZadavek
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
Vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K¢/kg] 26 22 60

Najdi hmotnosti zelenin, které splni vyZivové poZadavky pfi minimalni celkové ceng.

e Formulace problému ( ):

min  26x; + 22x + 60x3

za podminek 35x; + 0.5x; + 0.28x3 > 0.5
60x; + 300x, + 80x3 > 15

30x1 + 20x; + 10x3 > 4

x1,x2,x3 > 0

e Optimdlni ¥eSeni je x; = 0.12, x, = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59 K&.
e P¥i poZadavku x3 > 0.1 (okurka!) je ¥eSeni x; = 0.097, x, = 0.004, x3 = 0.1 za 8.62 K&.
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Téziste

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

m

f(x) = Z(X — a)?

i=1

I AR * 1 m
e optimalini Yedenf je X =3 a
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Téziste

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

e optimalni feSenf je X*==3,a

Jsou dany body ay,...,a, € R". Najdi minimum (na R") funkce
m
F(x) = f(xa, . x) = Y [x—ai
i=1

e f je kvadratickad funkce n promé&nnych, je konvexni a diferencovatelnd

e Rozpadd se na n nezdvislych uloh:

m n
)2
f(xl,...,x,,):g E (x; — a;)? g E — aj)
i=1 j=1 j=1 i=1
|
fi(x;)
imalni ¥esen( i «_ 1 m )
e optimlini ¥edenf je x*=-—-3" a.
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Median, geometricky median

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce
m

Fx) = |x—ajl
i=1

o f je konvexni po &astech afinni funkce, neni diferencovatelna v bodech a;
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Median, geometricky median

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

m

f(x)= Z|x— aj

i=1
o f je konvexni po &astech afinni funkce, neni diferencovatelna v bodech a;

e optimalni feseni je Cisel ag,...,am
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Median, geometricky median

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

m

f(x) = Z |x — ai
i=1
o f je konvexni po &astech afinni funkce, neni diferencovatelna v bodech a;

e optimalni feseni je Cisel ag,...,am

Fermat-Weberiv problém:
Jsou dény body ay,...,a, € R". Najdi minimum (na R") funkce af—di@

f(x):f(xl,...,x,,):ZHx—a,-H ”Jé : t% [

o f je konvexni funkce n proménnych, nenf diferencovatelnd v bodech a;

Varignon frame
e optimalni YeSeni se nazyva je
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Shlukovani

Mdme m bodi ay,...,a, € R". Rozmisti dalich k bodl xi,...,xx € R" tak, aby primérnd vzdalenost
bodu a; k nejbliz§imu bodu x; byla co nejmensi.
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Shlukovani

Mdme m bodi ay,...,a, € R". Rozmisti dalich k bodl xi,...,xx € R" tak, aby primérnd vzdalenost
bodu a; k nejbliz§imu bodu x; byla co nejmensi.

e Minimalizujeme (bez omezeni) funkci
m k ,
f(Xl7 . ,Xk) = Z ?’B:rl] ||a,- — XJ”
=17

o NP-t&7k3 dloha.
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Shlukovani

Mdme m bodi ay,...,a,, € R". Rozmisti dalsich k bodl xq, ..

bodu a; k nejbliz§imu bodu x; byla co nejmensi.

e Minimalizujeme (bez omezeni) funkci

f(Xh...

o NP-t&7k3 dloha.

Graf lelové funkcepron=1, m=3, k=2, a1 =-1,a =1, a3 =2:

m

k 2
X)) = min|la; — x|
Jj=1

i=1
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., Xk € R" tak, aby priimérna vzdalenost
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O éem bude BOB330OPT

1. PouZiti linedrni algebry v optimalizaci
e Linedrni dloha nejmensich &tvercl
e PCA
e Maticové rozklady (QR, spektrélni, Cholesky, SVD)

2. Analyza a numerické itera¢ni metody

e Derivace vektorovych a maticovych vyrazii

Podminky optimality na volné lokalni extrémy

Iteragni numerické metody na hledani lok. minim (gradientni, Newtonova, Gauss-Newtonova)
e Lok. extrémy vdzané rovnostmi (metoda Lagranegeovych multiplikdtor()
3. Linearni programovanf{

e Formulace dloh LP
e Néco o algoritmech na LP
e Dualita v LP

4. Konvexni optimalizace

e Konvexni mnoZiny a funkce
e T¥idy konvexnich opt. tloh
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