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	Orientovaný graf se od neorientovaného obecného grafu liší tím, že u každé jeho hrany záleží na pořadí s ní incidující dvojice uzlů. Hrany tedy můžeme považovat za „šipky“ mezi jednotlivými dvojicemi uzlů. Můžeme tak rozlišit počáteční uzel a koncový uzel dané hrany. 

Hrana je orientována od počátečního ke koncovému uzlu. Koncový uzel je následníkem počátečního uzlu, počáteční uzel je naopak předchůdcem koncového. 

Násobné (rovnoběžné) hrany, smyčky, průnik, sjednocení, rozdíl, doplněk, podgraf, faktor, podgraf určený (indukovaný) množinou uzlů, izomorfizmus — všechny tyto pojmy se zavádějí zcela analogicky jako u neorientovaných grafů, laskavá čtenářka by si měla jako cvičení napsat exaktně všechny příslušné definice.

 Také stupně uzlů orientovaného grafu mají své specifikum. Výstupní stupeň uzlu je počet hran grafu, jejichž počátečním uzlem je právě daný uzel. Vstupní stupeň uzlu je počet hran grafu, jejichž koncovým uzlem je právě daný uzel. List je uzel s výstupním stupněm 0, tj. bez následníků. Kořen je uzel s vstupním stupněm 0, tj. bez předchůdců. Acyklický graf neobsahuje žádný cyklus.

Dva vrcholy orientovaného grafu ovšem mohou být spojeny dvěma hranami, aniž by se přitom jednalo o rovnoběžné hrany. Stačí, aby tyto hrany byly navzájem opačně orientovány. Vzniká tak kratičký cyklus (viz dále) délky 2.

Úplný orientovaný graf s n uzly má tedy dvakrát více hran než úplný neorientovaný graf  s n uzly. 

Úmluva
Podobně jako u neorientovaných grafů budeme pojmem orientovaný graf  rozumět obyčejný orientovaný graf, tj. graf bez smyček a rovnoběžných hran. Pokud bude z kontextu zřejmé, že se jedná o orientovaný graf, vypustíme pro jednoduchost i slovo orientovaný. Budeme-li se zabývat grafem se smyčkami či rovnoběžnými hranami, vždy to výslovně uvedeme.

Graf je opačně orientovaný vůči jinému grafu, pokud po změně orientace všech hran v jednom z nich se oba stanou navzájem izomorfní.

V neorientovaném grafu lze zavést orientaci tak, že každou jeho hranu nějakým způsobem orientujeme. Naopak v orientovaném grafu lze zrušit orientaci tak, že zrušíme orientaci každé hrany. Z orientovaného grafu bez rovnoběžných hran se tak může stát neorientovaný graf s rovnoběžnými hranami. (Ty lze dále podle případné potřeby redukovat vždy na hranu jedinou, žádá-li si to aplikace či úloha) Existuje i tzv. symetrická orientace neorientovaného grafu, kdy každou hranu mezi dvěma různými uzly nahradíme dvěma opačně orientovanými hranami mezi týmiž uzly a každou smyčku nahradíme orientovanou smyčkou.

Sled v orientovaném grafu nebere ohled na orientaci hran, je to taková posloupnost uzlů a hran, která je sledem i v grafu, jenž vznikne zrušením orientace původního grafu.

Stejně tak uzavřený sled, tah, cesta a kružnice v orientovaném grafu neberou ohled na orientaci, zavádí se opět pomocí neorientovaného grafu vytvořeného zrušením orientace.

Pomocí sledů jsou u neorientovaných grafů zavedeny pojmy souvislost a komponenta grafu. U orientovaných grafů se definují stejně, s tím ovšem, že se tu nazývají slabá souvislost a slabá komponenta, aby se odlišily od dále uvedených pojmů specifických jen pro orientované grafy.

Spojení v orientovaném grafu je takový sled, který „postupuje podle šipek“, tj. uzel bezprostředně  následující ve sledu po jiném uzlu je i jeho následníkem v grafu. Spojení má svůj počáteční a koncový uzel, vnitřní uzly a svou délku, jež jsou zcela totožné s odpovídajícími objekty sledu.

Orientovaný tah je spojení, v němž se žádná hrana neopakuje.

Orientovaná cesta je orientovaný tah, v němž se neopakuje žádný vrchol.

Cyklus je uzavřená orientovaná cesta.

Shrnuto do tabulky:

	
	Tab. 3.1

	silná souvislost

silná komponenta

kondenzace


	Orientovaný graf je silně souvislý, pokud mezi každými jeho dvěma uzly x, y existuje spojení z x do y. Pouhý sled tedy nestačí.

Silná komponenta orientovaného grafu je každý jeho maximální silně souvislý podgraf.

Kondenzace orientovaného grafu je jiný orientovaný graf, který vznikne takto: Za každou silnou komponentu vytvoříme jeden vrchol. Každé dva nově vzniklé vrcholy propojíme jedinou orientovanou hranou právě tehdy, když existuje stejně orientovaná hrana (alespoň jedna) mezi odpovídajícími silnými komponentami. Volně řečeno, každá silná komponenta zkondenzuje do jediného uzlu a všechny hrany mezi dvěma silnými komponentami zkondenzují v jedinou hranu.  



Vlastnosti
Lze najít graf v němž se součet všech výstupních stupňů liší od součtu všech vstupních stupňů?

[] Jistě ne. Každá hrana přispívá do obou celkových součtů právě jedním vstupním i výstupním stupněm.

Může existovat cyklus v kondenzaci grafu? Kdy?

[]Cyklus v kondenzaci grafu nemůže existovat.

Čím se liší kondenzace acyklického grafu od grafu samotného?

[] Je to sice jiný graf, ale je izomorfní s původním.

Kondenzace grafu obsahuje jediný uzel. Jaký je původní graf?

[]Je to silně souvislý graf.

Kondenzace grafu je s ním izomorfní. Jaký je původní graf?

[]Je to acyklický graf.

Existuje acyklický graf bez kořenů nebo listů?

[]V grafu, kde není list, má každý uzel výstupní stupeň alespoň 1. Lze tedy „po příchodu do uzlu pokračovat dál“. To ovšem znamená že po čase se „vrátíme do uzlu, kde jsme již byli“, čili v grafu existuje cyklus, takže není acyklický. Analogickou úvahu provedeme pro kořeny — „půjdeme v protisměru šipek“. Každý acyklický graf má tedy alespoň jeden kořen i list. 

Existuje graf se stejným počtem kořenů a listů? Může mít graf více kořenů než listů? Nebo naopak?

[]Odpověď je ano ve všech případech. K  libovolnému silně souvislému grafu lze přidat jak libovolný počet uzlů, z nichž vedou hrany do uzlů původního grafu, tak i libovolný počet vrcholů do nichž vedou hrany z uzlů původního grafu.

Existuje orientovaný graf bez kořenů a listů? Jen s kořenem (kořeny) a bez listů? Jen s listy (listem) a bez kořenů?

[] Ano, viz odpověď na předchozí otázku. Tam uvedený libovolný přidávaný počet uzlů může být i nulový.

Každou hranu neorientované kružnice libovolně orientujeme. Jaký je vztah mezi počtem kořenů a listů v takto vzniklém grafu?

[]Součet vstupních a součet výstupních stupňů všech uzlů v grafu je stejný. Všechny uzly na kružnici, které nejsou ani kořenem ani listem, přispívají jedničkou do obou součtů. Po odečtení všech těchto jedniček z obou součtů, zbydou opět dva stejné součty. Nyní do součtu výstupních stupňů  přispívají hodnotami 2 již pouze kořeny, do součtu vstupních stupňů přispívají hodnotami 2 již pouze listy. Musí být tedy počet kořenů i listů stejný.  

Vstupní i výstupní stupeň všech vrcholů v grafu bez smyček je 1.Jak tento graf vypadá? Je souvislý?

[]Každý uzel má jediného následníka a předchůdce. Je to tedy sjednocení disjunktních cyklů (možná i jen jednoho, pak je souvislý, dokonce silně).

Může být graf izomorfní s opačně orientovaným grafem?

[]Ano, například orientovaná cesta, cyklus nebo grafy G1 a G2 z následující xxx úlohy.

Může být orientovaný graf izomorfní se svým doplňkem?

[]Může. Očíslujeme dané izolované uzly čísly 1...n. Nad těmito uzly vytvoříme grafy G1 a G2. V grafu G1 povedou v z každého uzlu hrany do všech uzlů s vyšším číslem. Naopak v grafu G2 povedou z každého uzlu hrany do všech uzlů s nižším číslem. G1 a G2 jsou hranově disjunktní a jejich sjednocení je úplný orientovaný graf s n uzly, jsou tedy navzájem svými doplňky. Že jsou grafy G1 a G2 jsou izomorfní, se stane zřejmým, když v G2 přečíslujeme uzly v obráceném pořadí (pak povede hrana z každého uzlu do všech uzlů z vyšším číslem, stejně jako v G1).  

Podejte návod na výrobu grafu s n uzly, jehož všechny vstupní stupně jsou navzájem různé a také všechny výstupní stupně jsou navzájem různé.

[]Graf G1 nebo G2 z předchozí úlohy.

Každý orientovaný graf obsahuje množství různých acyklických podgrafů (např. můžeme mnoha způsoby odebrat všechny hrany až na jednu). Je pravda, že každý orientovaný graf obsahuje acyklický faktor?

[]Ano, podgraf tvořený izolovanými uzly je acyklický faktor.

Nakreslete všechny navzájem neizomorfní orientované grafy se 3 uzly.

[]W20 Řešení je na obrázku r.3.1.


Obr. r.3.1
Grafy jsou seřazeny podle počtu hran. Grafy v posledním řádku jsou doplňky grafů v prvním řádku (v obráceném pořadí). V prostředním řádku je každý graf izomorfní se svým doplňkem.
Nakreslete všechny navzájem neizomorfní orientované kružnice s 5 uzly. (Pozor, ne cykly, ale kružnice!)

[] W25. Řešení je na obrázku.3.6.


Obr..3.6
Orientujte kružnici se 6 vrcholy tak, aby vznikl acyklický graf. Kolika navzájem neizomorfními způsoby to lze udělat?

[]Lze to udělat 8 způsoby, viz obrázek R.3.7.
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Obr. r.3.7
Najděte graf, v němž je vstupní i výstupní stupeň každého uzlu nenulový a přitom graf obsahuje uzel, kterým neprochází žádný cyklus.

[] Jedno z možných řešení je na obrázku r.3.8. s vyznačeným uzlem a, jímž neprochází žádný cyklus.


Obr. r.3.8
Algoritmy 

Acyklický graf byl porušen tím způsobem, že do něj byly omylem přidány dvě hrany, každá z nich porušuje acykličnost tím, že uzavírá nějaký cyklus v grafu. Nevíme, které hrany to jsou a máme je detekovat v čase úměrném počtu hran grafu.

[] Úloha nemá obecné řešení. Mějme jako původní graf např. pouze strom ve tvaru cesty orientované od kořene k listu. Po přidání hrany vedoucí z listu do kořene vznikne cyklus, z jehož struktury již nemůžeme odvodit, která hrana byla přidána dodatečně. Pokud přidané hrany nevedou z žádného kořene do žádného listu, pak každá z nich na některé cestě z některého kořene do některého listu představuje zpětnou hranu v v DFS nebo BFS stromu a tím je snadno určitelná, DFS i BFS běží (při vhodné reprezentaci grafu) v době úměrné počtu hran grafu.
Pro hledání nejlacinější cesty v ohodnoceném grafu se běžně používá Dijkstrův algoritmus. Pokud graf, ve kterém hledáme nejlacinější cestu, je acyklický, získáváme některé výhody. Jednak můžeme při hledání postupovat rychleji než  Dijkstrův algoritmus a navíc nejsme omezeni další podmínkou Dijkstrova algoritmu, že ceny hran musí být nezáporné grafu. Ukažte proč tomu tak je.

[]Topologické uspořádání uzlů získáme v čase úměrném počtu hran. Cenu c(x) uzlu x, který není kořenem, definujeme a také spočteme jako min {c(y) + c(y,x)}, kde y probíhá přes všechny předchůdce x a c(y,x) je cena hrany (y,x). Cenu všech kořenů nastavíme na 0. Pokud budou správně spočteny ceny předchůdců x bude zřejmě podle uvedeného vztahu správně spočtena i cena uzlu x. Princip matematické indukce zaručí, že cena budou spočteny správně pro každý uzel grafu, a tím i pro všechny listy, v nichž všechy cesty končí. Výběrem ceny nejlacinějšího listu získáme cenu nejlacinější cesty. Nalezení minima 

min {c(y) + c(y,x)} nezáleží na tom, zda jeho argumenty jsou kladné nebo ne, tudíž uvedený postup funguje též pro záporné ceny hran. 

Vezmeme úplný neorientovaný graf a každou jeho hranu náhodně orientujeme (např. pomocí házení mincí rozhodneme o jejím směru). Ukažte, že je možné, aby tímto postupem vznikl acyklický graf. Jděte dokonce tak daleko, že spočtete pravděpodobnost toho, že vznikne acyklický graf. 
[]Očíslujme uzly grafu čísly 1, 2, ..., n. Náhoda může způsobit, že každá hrana povede od uzlu s nižším číslem k uzlu s vyšším číslem, Takto orientovaný graf je zřejmě acyklický.
Nyní: Vezměmě libovolnou acyklickou orientaci původního grafu a uspořádejme uzly topologicky. Teď ukážeme, že možnost topologického uspořádání této orientace je jen jediná. Kdyby totiž existovala dvě různá topologocká uspořádání, pak by musely existovat alespoň dva uzly x, y tak, že v prvním uspořádání by x předcházel y a ve druhém by y předcházel x. Jenomže díky úplnosti původního grafu mezi x a y existuje hrana, a ta je nějak orientovaná, a to jen jedním směrem, např z x do y. To je ale ve sporu s  druhým topologickým uspřádáním, které vyžaduje aby hrana vedla z y do x. Analogicky se dostaneme do sporu s prvním topologickým uspořádáním, pokud hrana povede z y do x. Předpoklad existence dvou topologických uspořádání vede ke sporu, tudíž existuje jen jediné. Ukázali jsme, že každé acyklické orientaci hran můžeme přiřadit jediné topologické uspořádání a tím i jedinou permutaci množiny uzlů.

Naopak, ke každé permutaci uzů snadno vytvoříme acyklickou orientaci, tak že budeme orientovat hrany vždy jen od uzlů s nižším pořadím k uzlům s vyšším pořadím v této permutaci. Tím je dáno, že mezi permutacemi uzlů a acyklickými orientacemi úplného grafu existuje bijekce, počet acyklických orientací je roven počtu permutací, jichž je n!. V obecném případě lze každou hranu orientovat dvěma směry, úplmném grafu tak získáváme 2n(n(1)/2 různých orientací, z nichž jen n! určuje acyklický graf. Pravděpodobnost vzniku acyklicky orientovaného grafu je n! / 2n(n(1)/2. Tato hodnota klesá poměrně rychle k nule, pro n = 10 je to přibližně 1.03·10(7, pro n = 100 je to přibližně 7.449180871·10(1333 
[]Z grafu máme odstranit všechny hrany, jejichž krajní uzly náleží různým silným komponentám. Jaká je asymptotická složitost tohoto procesu?
Je nutno silné komponenty nalézt, což  zabere čas úměrný počtu hran, pokud je v grafu hran více než uzlů. Při určování silných komponent během druhého DFS nad grafem s "otočenými" hranami si u každého uzlu poznamenáme kořen právě probíraného DFS stromu a tento kořen bude reprezentantem komponenty. Po nalezení silných komponent pak jen stačí probrat všechny hrany a odstranit (označit jako odstraněné) všechny hrany spojující uzly s různými reprezentanty, což opět stihneme v čase úměrném počtu hran.  Kdyby bylo hran méně než uzlů, vezmeme v úvahu, že DFS musí projít všechny uzly, byť by byly, jako v tomto případě, izolované, čili pak by složitost celého procesu byla úměrná počtu uzlů. 
Považte následující jednoduchý algoritmus:

Dokud graf obsahuje alespoň jeden uzel s výstupním stupněm 0 (list) dělej
      odstraň tento uzel a všechny s ním incidující hrany  

konec dokud
Když je výsledkem prázdný graf

     pak původní graf byl acyklický

     jinak původní graf nebyl acyklický

konec když
Dává tento algoritmus vždy správné výsledky? Proč? Jaká je jeho asymptotická složitost?

[]Pokud původní graf obsahuje cyklus, pak algoritmus nemůže odstranit žádný uzel tohoto cyklu a ohlásí tedy správně, že graf není acyklický. Naopak, pokud je původní graf acyklický. musí obsahovat list  (neexistence listu vede na existenci cyklu). Po odstranění listu a a sním incidujících hran  (nebo jakékoli jiné části) z acyklického grafu, zbyde acyklický graf. Izolované uzly jsou také listy, takže algoritmus se postupně dopracuje k prázdnému grafu a ohlásí správný výsledek. 
Složitost: Je nutno projít všechny hrany a získat tak výstupní stupně všech uzlů, složitost ((|E|), posléze zařadit všechny listy do fronty, složitost ((|N|). V každém cyklu se vezme první prvek x fronty, sníží výstupní stupeň jeho předchůdců a případně nově vzniklé listy zařadí do fronty. Složitost tohoto cyklu je ((dg((x)), sumární složitost všech těchto cyklů  je opět ((|E|). Pro typický případ |E| ≥ |N| máme složitost  ((|E|) jinak ((|N|). Podmínkou je, abychom měli přístup ke každému předchůdci každého uzlu v konstantním čase. |Pokud máme k dispozici např. seznamy následníků uzlů, lze nejprve vyrobit seznamy předchůdců všech uzlů jedním průchodem všemi hranami, čili opět v čase  ((|E|), což nemění celkovou složitost.

Rozhodněte, jestli pořadí uzlů, v němž byly postupně odstraňovány z grafu v předchozí úloze, definuje topologické uspořádání původního grafu.

[]Definuje opačné topologické uspořádání, vždy je odstraňován uzel s nulovým výstupním stupněm, můžeme jej tedy prohlásit za poslední v topologickém uspořádání a takto pomocí ubírání dalších uzlů rekurzivně definovat celé topologické uspořádání.
Ukažte, dokažte

Ukažte, že když je výstupní stupeň každého uzlu nenulový, pak graf obsahuje cyklus. Platí stejné tvrzení  

pro vstupní stupeň?

[]Vyjdeme z libovolného uzlu. Protože je výstupní stupeň každého uzlu nenulový, lze stále „pokračovat kupředu“ dokud nedojdeme do již jednou navštíveného uzlu, a tak objevíme cyklus. Pro vstupní stupeň platí tvrzení také, stačí postupovat obráceně, proti směru šipek. 

V grafu existuje spojení oběma směry mezi dvěma určitými uzly. Dokažte, že graf obsahuje cyklus. Existuje také cyklus obsahující oba dané uzly?

[]Oba dané uzly leží v téže silné komponentě. Zvolme libovolnou hranu (x,y) v této komponentě. Nejkratší spojení z y do x uzavírá cyklus nad hranou (x,y). Cyklus obsahující oba původně dané uzly nemusí existovat, stačí uvážit silně souvislý graf vzniklý ze dvou izolovaných kružnic jejich "slepením" v jediném uzlu (po zrušení orientace by tento uzel byl artikulací).  

Dokažte: Graf bez izolovaných uzlů je silně souvislý právě tehdy, když obsahuje uzavřené spojení procházející všemi hranami (tj. každou hranou alespoň jednou).

[]Tam: Když je graf silně souvislý, vztvoříme hledané spojení takto: Všechny hrany v libovolném pořadí napíšeme za sebe. Díky silné souvislosti existuje spojení z koncového vrcholu libovolné  hrany v našem seznamu do počátečního uzlu následující hrany v seznamu (první hranu v seznamu považujme ze následnici poslední hrany v seznamu). Takto tedy můžeme doplnit mezi každé dvě sousední hrany v seznamu spojení a vytvořit tedy uzavřené spojení obsahující všechny hrany v grafu.


Zpět: Uzavřené spojení obsahující všechny hrany musí díky neexistenci izolovaných uzlů obsahovat všechny uzly, mezi každými dvěma uzly tedy existuje spojení, jenž je částí původního uzavřeného spojení, graf je tedy silně souvislý.

Najděte nutnou a postačující podmínku pro to, aby neorientovaný graf mohl být orientován určitým způsobem tak, že vznikne silně souvislý graf.

[] Souvislost a neexistence mostu je nutná. Postačuje?? Ano. Konstrukce: Zvolíme libovolnou hranu (x,y). G–(x,y) je souvislý, existuje cesta z y do x. tedy máme kružnici, kterou nějak orientujeme. Tato kružnic je spojena se zbytkem grafu alespoň dvěma hranami (jedna by byl most a žádná nesouvislost). Tento zbytek je souvislý. Kdyby nebyl, pak by buď původní graf nebyl souvislý, nebo by uvedené hrany byly mosty. Takže v něm existuje cesta ze začátku jedné hrany do začátku druhé. Hrany podél této cesty orientujeme jedním směrem a tím se nám původní silně souvislý podgraf zvětší. Postupujeme stejně dále, dokud celý graf není orientovaný.

Acyklický slabě souvislý graf má jeden kořen a jeden list. Přidáme hranu vedoucí z listu do kořene. Výsledek bude silně souvislý. Dokažte.

[]Je nutno dokázat, že v původním grafu vede z každého uzlu cesta do listu a cesta z kořene do každého uzlu. Potom můžeme konstruovat cestu z libovolného uzlu x do jíného uzlu y takto: x(list(kořen(y a tím bude zajištěna silná souvislost.

Zvolme libovolně vnitřní uzel grafu a považme nejdelší orientovanou cestu, která z něj vede. Díky acykličnosti nemůže být nekonečná. Nemůže ani končit ve vnitřním uzlu grafu. Kdyby tomu tak bylo, pak by hrana vedoucí z tohoto koncového uzlu cesty směřovala buď do již jednou navštíveného uzlu, což by ovšem znamenalo existenci cyklu, nebo do uzlu ještě nenavštíveného, což by znamenalo, že cestu lze prodloužit a není tedy nejdelší. Tato nejdelší cesta nemůže končit ani v kořeni, musí tedy končit v listu. Existenci cesty z kořene do vnitřního uzlu dokážeme stejnou úvahou, jen předtím celý graf opačně orientujeme.

Silně souvislý graf má alespoň tolik hran jako uzlů (není-li graf jediným uzlem). Dokažte. 

[]V silně souvislém grafu musí být jak vstupní tak výstupní stupeň každého uzlu alespoň jedna. Nulový vstupní či výstupní stupeň znamená, že uzel je kořenem nebo listem, tedy samostatnou silnou komponentou. Počet hran je ovšem roven polovině součtu všech vstupních a výstupních stupňů, a protože každý uzel do součtu přispívá alespoň číslem 2, hran musí být  alespoň tolik, kolik je uzlů.
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