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"*ROZdeT"a panuj (divide-and-conquer)

Rozdél (Divide): Rozdél problém na nékolik podproblém(
tak, aby tyto podproblémy odpovidaly ptivodnimu
problému, ale mély mensi velikost.

Panuj (Conquer): Rekurzivné vyres tyto podproblémy.
Jestlize je podproblém dostatecné maly, vyres ho primo
(bez rekurze).

Kombinuj (Combine): Zkombinuj reSeni podproblém( do
reSeni vysledného plivodniho problému.
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== Dynamické programovani

Resi problémy podobné jako metoda rozdél a panuj (divide-and-
conqguer) kombinovanim reSeni podproblémd.

Slovo programovani zde neznamena psani kodu, ale pouziti urcité
metody pro reseni (podobne jako linearni programovani, atd).

Metoda rozdél a panuj typicky déli problém rekurzivné na
nezavislé podproblémy.

Naproti tomu dynamické programovani se pouziva tam, kde
podproblémy nejsou nezavislé (tj. podproblémy sdileji spolecné
podpodproblémy). Metoda rozdél a panuj by v takovém pripade
opakovane resila stejné spolecné podpodprobléemy, ¢imz by
vykonavala zbytecCnou praci navic.

Dynamické programovani resi kazdy podpodproblém pouze jednou a
jeho reseni si pamatuje v tabulce. Tim zamezi opakovanému reseni
stejnych podproblémd.
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== Dynamické programovani

Popis vyvoje algoritmu dynamickeho programovani:

Charakterizace struktury optimalniho reseni.

Nalezeni rekurzivni definice pro vypocet hodnoty
optimalniho reseni.

Nalezeni vypoctu hodnoty optimalniho reseni zdola nahoru
(od nejjednodussich podproblému ke slozit&jSim).

Nalezeni konstrukce optimalniho reseni z vypoctenych
informaci (tento krok mtze byt vynechan pokud je hodnota
optimalniho reSeni primo vlastni optimalni reseni).
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) Mléi spolecna podposloupnost

Motivace

V biologickych aplikacich chceme Casto porovnavat retézce DNA

riznych organizmu a zjisStovat jejich podobnost.

Reté&zec DNA je posloupnost nukleotid(i, kde nukleotid je bud

(adenine A, guanine G, cytosine C, thymine T).

Podobnost dvou fetézcd DNA urcuje délka jejich nejdelSi spolecné

podposloupnosti (dale uz jen NSP).

Podposloupnost je spole¢na nékolika fetézcum, pokud je

podposloupnosti kazdého retézce jednotlive.

Mé&jme Fetézec X = (Xq, X,, ..., X,,» . Retézec Z = (z,, z,, ..., Z,)

je podposloupnost X pokud existuje rostouci posloupnost indexu
Cigsy, ..y i Z X takova, Ze pro véechny j=1, 2, ..., k, plati X = Z .

Priklad: Z = (G, C, T, G) je podposloupnost X= <A, G,C, G, T,

A, G) s korespondujici posloupnosti indexti <2, 3,5, 7) .

Uloha: Najdéte nejdeléi spole¢nou podposloupnost pro dva
zadané retézce DNA.
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) Mléi spolecna podposloupnost

Charakterizace struktury optimalniho reseni.
Pokud bychom chtéli najit podposloupnost “hrubou” silou.
To znamena otestovat vSechny podmnoziny indexu {1, 2, ..., m}
mensiho ze vstupnich fetézcu DNA (m je jeho délka).
Takovych podmnozin je ale 2. Slozitost tohoto pfistupu by tedy byla
exponencialni.

Pro realné DNA fetézce s alespon tisicovkami nukleotidu by tedy byla
tato metoda zcela nepouzitelna.

Pri detailnejsi analyze problému snadno zjistime, ze pro dva vstupni
retézce X = (Xy, X5, .o, X2 @Y = yy, Yo, ..., ¥,» @ hledanou
vystupni podposloupnost Z = (z,, z,, ..., Z,» plati:

Pokud x,, =y, potomz, =x,=y,aZ,;Je NSP X_,aY,;.
Pokud x., #y,, potom z, # X, implikuje, ze Z je NSP X, a.
Pokud x, #y,, potom z, #y, implikuje, Zze Z je NSP X a Y.
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) Méi spolecna podposloupnost

Nalezeni rekurzivni definice pro vypocet hodnoty optimalniho
reseni.
Z predchozi analyzy vyplyva, Zze musime umet resSit podulohu pro
postupné se odzadu zkracujici vstupni retézce.
Nyni zavedeme pole cli,j] jako delku NSP pro prefixy vstupnich
retézcu X a Y,
Z pfedchozi analyzy si muzeme pole c definovat rekurzivné:

(0 pokud i = 0 neboj = 0,
cli,jl={cli—1,j—1]+1 pokudi,j > 0ax; = y;,
\max{cli,j —1],c[i —1,j]} pokudi,j>0ax; #y;.
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) Ml spolecna podposloupnost

Nalezeni vypoctu hodnoty optimalniho reseni zdola nahoru.

Function DELKA-NSP(X, Y)
m « length[X];
n <« length[Y];
fori«< 1tomdo
c[i, 0] « O;
forj«— 0Otondo
c[0, ] < O;
fori«<— 1tomdo
forj«<—1ton do
if X =y,

then {c[i,j]«—c[i-1,j-1]+1;

b[i, j] < "\ }
elseifcfi-1,j=c[ij-1];
then { c[i, j] < c[i - 1, j];
bi, j] < "1"; }
else { c[i, j] < c[i, j - 1];
b[i, j] < "<"; }
return c and b;
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) Mléi spolecna podposloupnost

Nalezeni konstrukce optimalniho reseni z vypoctenych
informaci.

Procedure TISK-NSP(bH, X, /, )
If (1=0) or (j =0) then exit;
If b[i, j] ="\" then { TISK-NSP(b, X,i-1,)-1);
print x; ; }
else if b[i, j] ="1" then TISK-NSP(b, X, 1-1,));
else TISK-NSP(b, X, i, - 1);
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) Mléi spolecna podposloupnost

Asymptoticka slozitost algoritmu:
Casova: O(mn) + O(m+n) = ©(mn)
Pameétova: O(mn)

Mozna vylepseni:
Pomocné pole b Ize nahradit testem v poli c v
konstantnim Case.

Nepotrebujeme celé pole c, ale pouze stacCi v pameti
udrzovat predposledni a posledni radek a sloupec.
(Pak ale nebudeme schopni v Case O(m+n)
rekonstruovat hledanou podposloupnost.)
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e PYiKlad: Optimalni vyhledavaci strom

Motivace:
Mame vytvorit preklad textu (posloupnosti slov) z anglictiny do Cestiny.
Pritom vime, Ze jak se jednotliva anglicka slova Casto v textu vyskytuiji.
Kdybychom sestavili pouze obyCejny vyhledavaci strom s hloubkou
O(log n), mohlo by se stat, ze slovo jako "mycophagist, s velmi malou
pravdépodobnosti vyskytu by se dostalo do kofene takového stromu.

Naopak slova s vysokou pravdépodobnosti vyskytu jako ,the® by méli
byt blizko u korene.

Uloha: Sestavte optimdlni binarni vyhledavaci strom (BVS), kdyz je
dana mnozina klich K= <k, k&, ..., k) (tak, ze kK, < k, < *** < k),
ke kazdému Klici k;zname pravdépodobnost vyskytu p;, navic mame
seznam prazdnych kli¢t a,, d,, @, ..., d,, které reprezentuji
intervaly mezi klici, které nejsou ve slovniku K, ke kazdému
prazdnemu Klii d; zname pravdepodobnost vyskytu g; .

Navic platl' i‘”‘ + iq’; =1.
i=l
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) Mtimélni vyhledavaci strom

Priklad dvou vyhledavacich strom{ s péti klici.
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] mptimélni vyhledavaci strom

Charakterizace struktury optimalniho reseni.

n n
celkova cena vyhledavanivT = Z(hloubkaT(ki) +1)-p; + Z(hloubkaT (d;))+1)-q;

i—1 i=0
n
=1+ hloubkary (k;) - p; +

1 [

thUbkaT (dl) " q;

n
=0

l

Hledame binarni vyhledavaci strom jehoz celkova cena
vyhledavani (ij. cena pres vSechny dotazy na uspésné
| neuspésne vyhledani slova) bude minimaini.
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] mptimélni vyhledavaci strom

Nalezeni rekurzivni definice pro vypocet hodnoty optimalniho
reseni.
Chceme umeét fesit podulohu pro klice k;, ..., ki, kdeiz1,jsnajzi-1.
(Pokud j =i -1, potom pouzijeme prazdny kli¢ d.,.).
Ocekavanou cenu vyhledavani ve stromu e si definujeme rekuzivné

N i1 pokudj =1i—1,
eli,jl = {_rgig{e[i,r —1]+elr+1,jl+w(,j)} pokudi<j.
I<rgj

w(i,]) = {%‘—1 pokudj =1i-—1,
")) = lw(@i,j — 1) + p;+ q pokudi <j.

w(i,j) je pravdépodobnost vyskytu podstromu i,j.

ted L !
y wii, j) = Z o+ Z gy -
femj

f=i=]
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) mptimélni vyhledavaci strom

Nalezeni vypoctu hodnoty optimalniho reseni zdola nahoru.

Function OPTIMALNI-BVS(p, g, n)
fori<—1ton+1do{
efi, 1 -1] «—qyy;
Wi, i - 1] < gy ; }
forl«<— 1tondo
fori—1ton-l+1do{
je—i+1-1;

efi, j] « *;
Wi, ] < wli, j- 1]+ p; + 0 ;
forr—itojdo{
t—ef[i,r-1]+e[r+1,j+w[i,]];
if t<eli,j]
then {e[i,]] < t;
rootfi, jJ«<—r ;} }}

return e and root
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] mOptimélni vyhledavaci strom

Asymptoticka slozitost algoritmu:

Casova: O(n3) adokonce Q(n3) => O(n3)

Pamétova: O(n?)
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