Zkouska OPT 4.6.2021

Kazdy piiklad piste na samostatnou stranku a ofotte do samostatného souboru, jehoz jméno (bez
pripony) je ¢islo piikladu. Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez

postupu se nepocita.

1. Mame nasledujici linedrni program: x

(a) (1b) Rozhodnéte, zda je tloha pfipustnd a zduvodnéte proc.
(b) (6b) Vyfteste tilohu pomoci simplexové metody. VSsechny kroky peélivé zdavodnéte (inicial-
izace, vybér baze a pivotu, ukonéeni algoritmu atd.)

(c) (3b) Existuje jesté jiné optimadlni feSeni? Pokud ano, spoctéte jej.

(a) (0,0,0) je pripustné feSeni. (b) Staci 2 kroky simplexové metody, opt. feSeni je (2,0,1,0,3,0)
a opt. hodnota 18. (c) Pozorovani: zaradime do nové béze nebazickou proménnou, kterd ma v
icelovém tadku 0. Tak pirejdeme v dalsim kroku k novému optimalnimu feSeni (0, 16,1,0,7,0).

2. Vztah mezi ¢asem t a méfenou veli¢inou y je popsan piiblizné jako y ~ ae’’, kde a,3 € R jsou
nezndmé parametry. Namérime data (t1,41), ..., (tn,ys). Hleddme odhad nezmamych parametru
pomoci nelinearni metody nejmensich ¢tvercu.

(a) (2b) Formulujte tuto dlohu jako optimaliza¢ni problém a jeji ticelovou funkci vyjadiete ve
tvaru souctu ctvercu.

(b) (4b) Napiste podminky prvniho fddu a upravte je tak, aby obsahovaly jednu rovnici o jedné
neznameé.

(c) (4b) Puvodni problém minimalizace ¢tverca se da feSit pomoci Gauss-Newtonovy metody,
kde krok iterace k se rovna A;lbk pro néjakou matici A; a vektor b;. NapiSte rozmér Aj a
b;. Napiste tvar matice A, v co nejexplicitnéjsim tvaru.

(2) Y0 (ael —y;)?

(b) Pro podminky optimality je lepsi vynasobit ucelovou funkci clenem % pak podminky prvniho
eBt;

radu jsou Y1 (ae® —y;)efti =0 a Y (aeft —y;)ePtiat; = 0. z prvni rovnice vyjadrime a = Zzéyefﬁ;

a dosadime ji do druhe podminky.

(c) Pro stejne znaceni jako na prednasce definujme funkci g : R? — R” se souradnicemi ae’ — y;.
potom ¢ je matice R"*2, kde jednotlive radky jsou (¢’ aeftit;). pak matice ma tvar

Ae Ty — 3 2Bt > te?ft
=—9 g = aZtie%ti a22t12€2,8t¢ .

Minus tam byt nemusi, protoze se muze schovat do by.
3. Reste nasledujici tdlohy:

(a) (2b) Uréete funkéni hodnotu f(xg +v), kde f(x) = (x — x9)T A(x — x¢), kde x¢ = (70,90) € R?,
matice A € R?*? je symetrickd a v je vlastni vektor matice A délky 3.

(b) (4b) Naleznéte singuldrni ¢isla matice B 1 1 ﬂ
(c) (4b) Urcete vzdalenost bodu a = (—2,3,1) od linedrniho prostoru generovaného vektory
(=2,1,0) a (1,2,3).

(a) Jednoduse:
f(xo+v)=viAv =Avlv =9\
kde )\ je ptislusné vlastni ¢islo.
(b) Nutné sy = 0, protoze ta matice ma hodnost 1. Sing. &islo s; = V/8 spoéteme jako odmocninu
nenulového vlastniho éisla matice AAT.
_

(c) Spocteme z = Hiijyyll Pak je doplitkkovy prostor spanz a plati d = ||zz” a|| = |z”a| = 775

4. Uvazujeme funkci f(z,y) = 322 + 3y° + zy.




(a) (4b) Napiste ji ve tvaru f(x) = x’ Ax a uréete definitnost této kvadratické formy.

(b) (2b) Naleznéte minimum funkce f(x) za podminky x € R?, |x|| = 1, a uréete argument
minima.

(c) (4b) Jaké bude FeSeni tilohy min{f(z,y) | 22 +4?> > 1, z,y € R}?

(a) Matice 3 [:13 31] ma vl. ¢&isla 1 a 2, tedy je PD. (b) Minimum je 1 a argument minima je

normalizovany vl. vektor %(1,—1). (c) Reseni bude stejné jako v (b). Plati totiz toto: pro x
X

spliujici ||x|| > 1 uvazujme y = M- Pak zfejmé f(x) > f(y)-

. Student se chce pripravit na pisemku z optimalizace a premysli, jak pro to nejlépe alokovat
svij ¢as. Mize se bud uéit a v tom piipadé bude jeho porozuméni latce odpovidat &tverci
casu, po ktery se ucil. Nebo se muze modlit a pak jeho Stésti pii pisemce bude odpovidat
casu straveném modlenim. Celkem ma na tyto aktivity student vyhrazenych ¢ hodin a chce
maximalizovat souin porozumeéni latce a Stesti.

(a) (3b) Formulujte tlohu jako optimalizaéni problém.
(b) (5b) Vyfteste ji. Ndpovéda: zamyslete se, nez zatnete dosazovat do vzorecku.

(c) (2b) Jaké by bylo feSeni, kdyby se student rozhodl minimalizovat sou¢in porozuméni latce
a Stesti? Vysvétlete.

a) Ukolem je maximalizovat funkci u?>m za podminek u,m >0 a u+m = c.

b) Problem jde prepsat na maximalizaci (¢ — m)*m za podminky m € [0, c| (pozor, horni hranice

tam byt musi). Derivace podle m da 3m? — 4cm + ¢ = 0, coz ma reseni ¢ a %c. Pro kompletni

vypocet se musi overit funkci hodnota v techto dvou bodech a v krajnim bode 0. Reseni vyjde
1
v m = zc.

¢) Z predchoziho plyne m =0 a m = c¢. Jde udelat i trivialne bez vypoctu.

Bodu celkem: 50



