Zkouska OPT 24.5.2021

Kazdy piiklad piste na samostatnou stranku a ofotte do samostatného souboru, jehoz jméno (bez
pripony) je ¢islo piikladu. Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez
postupu se nepocita.

1. Mame funkci f(z,y) = 22 — 62y — 18z + y? + 22y + 49.

(a) (4b) Napiste funkci ve tvaru f(x) = (x — x0)T A(x — x¢) + «, kde xg = (0, %0) € R?, matice A € R?*?2
je symetrickd a a € R.

(b) (2b) Najdéte spektralni rozklad matice A.

(¢) (2b) Rozhodnéte, zda mé funkce f globalni minimum/maximum a svou odpovéd zdivodnéte.

(d) (2b) Urcete funkéni hodnotu f(xo + v), kde v je jednotkovy vlastni vektor matice A.

xo = (3, -2), A:[l _3}, a=0.
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V1. cisla Ay = —2 a Ay = 4, vl. vektory vi = —(%, %) a vy = (—%, %), tedy spravny tvar vysledku je
A1 0 T
A =lvv viva]®.
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Minimum ani maximum neexistuje, protoze matice A je indefinitni.
Jednoduse:
fxo+v)=vIiAv = vlv =2\

kde A je ptislusné vlastni ¢islo.

2. Firma vyrabi 2 druhy hnojiva, jejichz prodejni ceny jsou 30000 a 20000 korun za tunu. Pfi vyrobé tuny
prvniho hnojiva se spotiebuje jednotka mnozstvi kazdé ze tii surovin (A,B,C), zatimco pro vyrobu tuny
druhého hnojiva je potfeba jednotka suroviny A a 3 jednotky suroviny C. Na skladé je 8 jednotek suroviny
A, 6 jednotek suroviny B a 18 jednotek suroviny C. Cilem je urc¢it kolik vyrabét kazdého hnojiva, aby byla
celkova prodejni cena maximalni.

(a) (2b) Napiste matematickou formulaci ulohy.
(b) (6b) Posudte, zda ma optimélni feseni. Pokud ano, spoctéte ho (grafické feseni musi mit dostacujici
popis, nacrtek nestaci).
(c) (2b) Pozmente prodejni ceny tak, aby zustaly pozitivni, a aby méla tloha nekoneéné mnoho feseni. Tyto
feSeni popiste.
Maximalizuj 3x1 + 222 z.p. 1 + 22 <8, 1 <6, x1 + 322 < 18, x; > 0.
Snadno nalezneme, ze mnozina piipustnych feseni je konvexni polygon s vrcholy (0, 0), (0,6), (3,5), (6,2), (6,0).

Optimum je v bodé (6,2) o hodnoté 22. Tady by méli byt schopni ziskat ty vrcholy jako feSeni soustav lin.
rovnic.

Staci, aby ucelova funkce byla tvaru x; 4+ z9. Potom jsou optimdlni feseni body na usecce spojujici (3,5) a
(6,2).

3. Maximalizujeme linearni funkci x1 — 2zo pfi omezenich x1 + 2x9 — x3 + x4 > 0, 421 + 329 + 423 — 224 < 3,
—x1 — X2 + 2x3 + x4 = 1, kde proménné x1, x4 jsou neomezené a promeénné xo, 3 jSou nezaporné.

(a) (4b) Napiste tuto tulohu jako linedrni program (P) a najdéte k nému duélni dlohu (D).

(b) (2b) Pokud vite jen to, ze tuloha (P) je pfipustnd, lze z toho usoudit, ze i tloha (D) je pfipustna?

(c¢) (2b) Optimalni hodnota (P) je 2.5. Jaky je vztah mezi ¢islem 2.5 a hodnotou ucelové funkce ulohy (D)
pro jeji libovolné pripustné feseni? Muze nékdy nastat rovnost?

(d) (2b) Optimalni feseni tlohy (P) je (2.5,0,0, 3.5). Existuje optimalni feseni ilohy (D)? Musi mit optimaln{
feseni dlohy (D) aspon jednu slozku nulovou?




Duél mé proménné y; < 0, yo > 0 a y3 € R. Ucelova funkce pro minimalizaci je 3ys + y3 a omezeni jsou
ity —y3 =121 +3y2 —ys = =2, —y1 +4y2 +2y3 2 0ay1 — 22 +y3 = 0.
Pokud vime jen, ze (P) je pfipustnd, muze byt (P) neomezena a (D) muze byt neptipustny.
Hodnota 2.5 omezuje zdola funkéni hodnoty dualni ilohy a rovnost nastane v optimech obou iloh.
Existuje optimalni feseni tlohy (D). Komplementarita: z prvniho omezeni (P) médme v optimu 6 > 0, proto
je odpovidajici dudlni proménné nulova.
4. Reste nasledujici dlohy:
(a) (1b) Je funkce f: R® — R definovana jako f(x) = |z1 + 2z3| + |z2 — 3| norma?
(b) (1b) Je funkce f: R?® — R definovand jako f(x) = |z1 + x2| + |21 + 23] + |v2 + 23| norma?
(c) (2b) Spocitali jsme redukovany SVD matice A € R3900X5000 Natici A aproximujeme matic

100
B = E siuiviT,
i=1

kde s; jsou singularni ¢isla a u;, v; singuldrni vektory. Jak jde spocitat ||A — BJ| bez toho, abychom
pocitali normu nebo stopu néjaké matice?
(d) (3b) Vztah mezi veli¢inami = a y modelujeme linearni regresni funkei

y = f(z;p1,p2) = pre " + pae 7,

kde p1,p2 € R jsou nezndmé parametry. Mame data (x1,¥1),- .., (100, ¥100). Presné formulujte ilohu na
hledéni neznamych parametri metodou nejmensich ¢tvercli a napiste tvar fesSeni v zavislosti na datech.

(e) (3b) Mame funkci f(z1,z2) = min{x; — z2, —2x; + z2} a hleddme jeji maximum na mnoziné
M = {(:El,l'g) € R2|ZE1,$2 > 0,21 + 222 > 3}.
Lze takovou tlohu formulovat jako linearni program? Pokud ano, napiste ho.

a) Neni. f(-2,1,1)=0

b) Ano. Trividlné z vlastnosti abs. hodnoty nebo si v§imneme, ze f(x) = ||Ax]|1, kde A m4 plnou sloupcovou
hodnost.
¢) Chyba aproximace ||[A —B|| = Zfﬂ‘}%l s? se okamzité spotte z jiz vypoéitaného SVD. Vipocet dle definice

normy neni uznavan.

d)y =y, - y00),P = (p1,p2), A = [e_mi 6_3“]1. € R100%2 " (Jloha min ||y — Ap||? s proménnymi p a
fegenim (za predpokladu LN sloupcti) (ATA)"1ATy.

e) Ano. maxy z.p. x€ M ay <z —x2, y < —2x1 + x9.

5. Uvazujme bod a € R"™, symetrickou matici A € R"*" a tiikrét spojité diferencovatelné zobrazeni h : R™ — R™.
Definujme mnozinu M = {x | h(x) = 0}.

(a) (4b) Uvazujme minimalizaci funkce f(x) = (x —a)T A(x — a) na mnoziné M. Napiste podminky opti-
mality. Jaky je vztah mezi optimalizacnim problémem a podminkami optimality? Neformulujte obecné,
ale za podminek na a, A a h.

(b) (2b) Jak se zméni podminky optimality, kdyz A nebude symetrick4?

(c) (2b) Uvazujme m = 1 a h(x) = 22 + 23 — 1 a bod a = (2,1). Pokud je A = I jednotkové matice, ktery
bod z mnoziny M minimalizuje funkci f? Vysvétlete.

(d) (2b) Uvazujme m =1 a h(x) = 22 + 23 — 1 a bod a = (2,1). Najdéte néjakou matici A, pro kterou je

x=(-—2% —%) globalni minimum funkce f na mnoziné M. Vysvétlete.
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a) Podminky optimality jsou 2A(x —a) + Y. | A\;Vh;(x) = 0, pifpadné maticové 2(x —a)A + ATh'(x) = 0.
Podminka h(x) = 0 musi byt uvedena. Pro linedrni oomezeni plati ekvivalence. Pro nelinedrni omezeni plati
jedna implikace za podminky regularity. Podminky druhého fadu nejsou vyzadovany.

b) 2A se zméni na A + AT,
¢) Jedna se o projekci a na jednotkovou sferu. Reseni je znormalizovany vektor a.
d) Minimum je pro A = —L Bud grafické feseni nebo odvozeni z podminek optimality a argumentace, Ze to

je maximum a ne minimum.

Bodu celkem: 50



