
Optimalizace Řešené úlohy 20. 5. 2022

1. Měkké maximum je funkce f(x) = ln(ex1 + · · ·+ exn), kde x ∈ Rn.

(a) Spočtěte derivaci a Hessián funkce f .

(b) Pro n = 2 rozhodněte, zda je funkce f konvexńı.

Řešeńı:

Derivaci spoč́ıtáme pomoćı řet́ızkového pravidla. Pǐsme f(x) = g(h(x)), kde h(x) = ex1 +
· · ·+ exn a g(y) = ln y. Plat́ı

f ′(x) = g′(h(x))h′(x).

Dostaneme g′(y) = 1
y a ∂h

∂xi
= exi , tedy h′(x) = [ex1 . . . exn ] ∈ R1×n. Tak dostaneme

f ′(x) =
1

ex1 + · · ·+ exn
[ex1 . . . exn ].

Označme si pro jednoduchost

fi :=
∂f

∂xi
=

exi

ex1 + · · ·+ exn
.

Druhé parciálńı derivace jsou

∂2f

∂xj∂xi
=

∂fi
∂xj

=

{
− exiexj

(ex1+···+exn )2
i ̸= j,

exi
ex1+···+exn − exiexj

(ex1+···+exn )2
i = j.

To lze dále zjednodušit, pokud zavedeme značeńı

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j.

Potom totiž plat́ı
∂2f

∂xj∂xi
= fiδij − fifj , i, j = 1, . . . , n,

což jsou právě složky Hessiánu f ′′(x) ∈ Rn×n.

Předpokládejme, že n = 2. Na obrázku jsou funkce f a funkce max(x1, x2):
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Ukážeme, že f ′′(x) je pozitivně semidefinitńı matice, což je ekvivalentńı konvexitě funkce f .
Chceme tedy ověřit, že plat́ı xTf ′′(x)x ≥ 0 pro každé x ∈ R2. Plat́ı

xTf ′′(x)x = [x1 x2]

[
f1 − f2

1 −f1f2
−f1f2 f2 − f2

2

] [
x1
x2

]
= f1x

2
1 + f2x

2
2 − (f1x1 + f2x2)

2.

Protože plat́ı f1 + f2 = 1, f1, f2 > 0 a funkce φ(z) = z2 je konvexńı, dostaneme

f1x
2
1 + f2x

2
2 ≥ (f1x1 + f2x2)

2.

Tud́ıž xTf ′′(x)x ≥ 0.

2. Hledáme neznámé parametry x = (x1, x2) ∈ R2 nelineárńıho regresńıho modelu

p(t) =
x1t

x2 + t
, t ∈ R,

na základě dat (t1, y1), . . . , (t7, y7) ∈ R2.

(a) Formulujte odpov́ıdaj́ıćı úlohu nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u.

(b) Jak vypadá krok Gauss-Newtonovy (GN) metody?

(c) Jak vypadá krok Levenberg-Marquardtovy (LM) metody?

(d) Jak vypadá krok Newtonovy metody?

Řešeńı:

Definujeme nejprve jednotlivá rezidua modelu pro i = 1, . . . , 7,

gi(x) = yi − p(ti) = yi −
x1t

x2 + t

a dále klademe g = (g1, . . . , g7) : R2 → R7. Úloha nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u je

Minimalizuj f(x) := ∥g(x)∥2 =
7∑

i=1

gi(x)
2, x ∈ R2 .

Jacobiho matice (derivace) zobrazeńı g v bodě x je matice g′(x) ∈ R7×2, která má v i-tém
řádku parciálńı derivace

∂gi
∂x1

= − ti
x2 + ti

,
∂gi
∂x2

=
x1ti

(x2 + ti)2
.

Předpokládejme dále, že má matice g′(x) plnou sloupcovou hodnost, neboli rankg′(x) = 2.
Potom je iterace GN metody tvaru

xk+1 = xk −
[
g′(xk)

Tg′(xk)
]−1

g′(xk)
Tg(xk).
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Krok LM metody je

xk+1 = xk −
[
g′(xk)

Tg′(xk) + µkI
]−1

g′(xk)
Tg(xk),

kde µk > 0 je regularizačńı parametr. Pro malá µk tak dostaneme přibližně GN iteraci,
což může pomoci urychlit konvergenci v bĺızkém okoĺı hledaného optima. Pro velká µk je
naopak krok LM iterace přibližně iteraćı gradientńı metody, nebot’ derivace funkce f je
f ′(x) = 2g(x)Tg′(x) a plat́ı,

xk+1 ≈ xk − µkg
′(xk)

Tg(xk) = xk −
1

2
µkf

′(xk)
T.

To nám umožnuje doćılit robustnosti (spolehlivosti pro počátečńı odhady daleko od op-
tima). Newtonova metoda použitá na minimalizaci funkce f vyžaduje Hessián funkce f ,
který lze vyjádřit jako

f ′′(x) = 2g′(x)Tg′(x) + 2
7∑

i=1

gi(x)g
′′
i (x).

Iterace Newtonovy metody je

xk+1 = xk − f ′′(xk)
−1f ′(xk)

T.

Newtonova metoda konverguje kvadraticky k lokálńımu minimu v jeho bĺızkém okoĺı, ovšem
vyžaduje nav́ıc výpočet Hessiánu a neńı typicky robustńı v̊uči počátečńım iteraćım daleko
od hledaného optima.


