Optimalizace Resené tlohy 20.5. 2022

1. Mékké maximum je funkce f(x) =In(e™ + --- 4+ e™), kde x € R".
(a) Spoctéte derivaci a Hessian funkce f.

(b) Pro n = 2 rozhodnéte, zda je funkce f konvexni.

Resenti:
Derivaci spoé¢itdme pomoci fetizkového pravidla. Pisme f(x) = g(h(x)), kde h(x) = e*! +
<o+ e a g(y) = lny. Plati

F'(x) = g (h(x))I (x).

Dostaneme ¢'(y) = 1l/ a ggﬁ‘i = e%, tedy h'(x) = [¢®! ...e%] € RY™. Tak dostaneme
F)= — b gem e,
er1l + . + ern
Oznacfme si pro jednoduchost
RS R
v 8%1 - et1 _|_...+617n‘
Druhé parcidlni derivace jsou
O°F _Oh_|~wstey 7
8.’[;‘]6:57, ax] eml_’_e‘__z_i_e:pn - (6zlizi;xn)2 Z = j.

To 1ze déle zjednodusit, pokud zavedeme znaceni
1 i=y
dij = 7
0 i#].

= fidij — fifj, i,j=1,...,n,

Potom totiz plati
0% f
3mj8xi
coz jsou praveé slozky Hessidnu f”(x) € R™*"™.

Piedpokladejme, ze n = 2. Na obrazku jsou funkce f a funkce max(xi,z2):
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Ukéazeme, ze f”(x) je pozitivné semidefinitni matice, coz je ekvivalentni konvexité funkce f.
Chceme tedy ovéfit, ze platf x! f/(x)x > 0 pro kazdé x € R%. Plat{

C .
x" f"(x)x = [x1 ] fifl;;l f2'}il'};f222] [mj = f1z} + forh — (frzr + foxa)®.

Protoze plati f1 + fo = 1, f1, f> > 0 a funkce ¢(z) = 22 je konvexni, dostaneme
fra? + faxd > (frey + fawa)?.

Tudiz x" f"(x)x > 0.

2. Hleddme nezndmé parametry x = (x1, x2) € R? nelinedrnfho regresnfho modelu

o l’lt
N .1‘2—|-t’

p(t)

teR,

na zakladé dat (t1,y1),..., (t7,y7) € R2.

(a) Formulujte odpovidajici ilohu nelinedrnich nejmensich étverciu.
(b) Jak vypada krok Gauss-Newtonovy (GN) metody?

(c¢) Jak vypada krok Levenberg-Marquardtovy (LM) metody?

(d) Jak vypada krok Newtonovy metody?

Reseni:
Definujeme nejprve jednotlivé rezidua modelu proi=1,...,7,
l‘lt
9i(x) =yi —p(ti) = yi — P
a dale klademe g = (g1,...,97): R? - R, Uloha nelinedrnich nejmensich étverct je

7
Minimalizuj fx) =lg)?=> g(x)? xecRk’.
=1

Jacobiho matice (derivace) zobrazeni g v bodé x je matice g’(z) € R™2, kterd m4 v i-tém
fadku parcialni derivace

dg; ti dgi it

o0x1 N To+t; 0xo N (22 —l—ti)Q.

Piedpokladejme déle, ze ma matice g’(z) plnou sloupcovou hodnost, neboli rank g’'(x) = 2.
Potom je iterace GN metody tvaru

Xjp1 = X — [g/(Xk)Tg/(Xk) - g (xi) " g(xx).
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Krok LM metody je

-1

T/ (xp) + el &' (xx)

T (xx),

X1 = X — |8 (k)
kde pr > 0 je regularizaéni parametr. Pro mald up tak dostaneme priblizné GN iteraci,
coz muze pomoci urychlit konvergenci v blizkém okoli hledaného optima. Pro velka puy je
naopak krok LM iterace pfiblizné iteraci gradientni metody, nebot derivace funkce f je

f'(%) = 2g(x)Tg'(x) a plati,
) g(x) = xp — 1Mk:f’(Xk)T

/
Xpt1 R Xp — 8 (Xp 5

To ndm umoznuje docilit robustnosti (spolehlivosti pro poc¢atecni odhady daleko od op-
tima). Newtonova metoda pouzitd na minimalizaci funkce f vyzaduje Hessidn funkce f,
ktery lze vyjadrit jako

7

F(x) =2g'(x)Tg'(x) + 2> gi(x)g} (x).

i=1

Iterace Newtonovy metody je
X1 =Xk — () T (k) T

Newtonova metoda konverguje kvadraticky k lokdlnimu minimu v jeho blizkém okoli, ovsem
vyzaduje navic vypocet Hessidnu a neni typicky robustni vué¢i pocateénim iteracim daleko
od hledaného optima.




