Optimalizace Zkouskovy test 17.6. 2022

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 5 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Pocet bodu

1. Jsou dany vektory x = (1,1,1,1),y = (1,0, —1,0) v R* a necht X = span{x,y}.
(a) (2 b) Najdéte bazi ortogonalniho dopliku prostoru X.

(b) (2 b) Najdéte ortonormélni bézi ortogonédlniho dopliku prostoru X takovou, ze jeden
vektor této baze lezi ve sméru (0,1,0,—1).

(¢) (3 b) Najdéte matici ortogondni projekce na podprostor X.
(d) (3 b) Najdéte matici ortogonalni projekce na podprostor X+.

Reseni:
(a) Pfi oznaceni A = [x y] fesfme soustavu ATu = 0 a baze feseni je baze X*. Napiiklad
(0,1,0,-1),(1,-2,1,0).

(b) Ortogonalni bize X+ je napiiklad (0,1,0,—1), (1, —1,1,—1). Je tieba ji jesté normali-
zovat, tj. prvnf vektor vydélit v/2 a druhy vydélit dvéma.
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(c) Pii oznaceni U = [x/2 y/+/2] je matice projekce na X rovna UUT = 1211 3 1l
1 1 1 1

(d) Analogicky projektor na X+ md matici VV”, kde matice V mé ve sloupcich bézi z
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ulohy (b). Vyjde 1

2. V nasledujici soustavé

Ax+ By =a+Cz
Dy+z=1
jsou A, B, C a D matice, a je vektor konstant, 1 je vektor obsahujici jednicky a x, y, z jsou
vektory neznamych.

(a) (3 b) Urcete nejobecnéjsi rozméry matic a vektoru tak, aby vSechny operace a rovnosti
v soustavé mély smysl.

(b) (5b) Vyjadiete uvedenou soustavu ve tvaru Pu = q pro néjakou matici P, vektor kon-
stant q a vektor proménnych u. Jaké rozméry ma matice P a vektory q, u?

(¢) (2 b) Muze se stét, aby soustava méla jediné feseni?
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ReSeni:

(a),(b) Soustavu lze napsat ve tvaru
A B —C] X _[a
obp 1| Y|
zZ
kde A e R™*™ B e R"™P, CeR"™ acR", xcR™ yecRP, zcR? 1ecR? D e R,

(c) Soustava muze mit jediné teSeni: kdyz m + p = n, je matice P ¢tvercovd a muze byt
regularni.

3. Rozhodnéte, zda je zadany optimaliza¢ni problém konvexni a odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Minimalizuj x” Ax za podminek ||x||?> = 1, x € R", kde A € R"*" je symetricka.
2 b) Minimalizuj = + y za podminek y < 22, (z,y) € R2.
2 b) Minimalizuj 3z —y + z za podminek z +y — 2 <2, y — 2 > —1, z,y,z > 0.
2 b) Minimalizuj ||Ax —b|| za podminky x € R”, kde ||| je norma, A € R™*" ab € R™.
2 b) Maximalizuj 22 + y? za podminek = +y < 1, z,y > 0.

ReSeni:
(a) Neni, protoze jednotkova sféra neni konvexni mnozina. Alternativné: tucelova funkce

nemusi byt konvexni, pokud A neni pozitivné semidefinitni.

(b) Neni, protoze podminka y < z? definuje nekonvexni mnozinu v roviné (body pod
parabolou).

(c) Je, protoze jde o tlohu linedrniho programovéani.
(d) Je, protoze norma je konvexni funkce a slozena funkce ||Ax — b|| je také konvexni.

(e) Neni, hleddme maximum (a nikoli minimum) konvexni funkce na konvexni mnoziné.

4. Firma maximalizuje zisk z prodeje vyrabéného hnojiva a praciho prasku. Zisk z tuny prodaného
hnojiva je 2 a z tuny prodaného praciho prasku je 5. Pfitom neni mozno vyrabét vice nez 5 tun
hnojiva, vice nez 4 tuny praciho prasku a dal$i omezeni dané spole¢nou vyrobni linkou je
3-(mnozstvi hnojiva [t])+mnozstvi praciho prasku [t] < 16.

(a) (2 b) Formulujte vyse uvedeny problém jako ilohu linedrniho programovani.
( ) Vyfteste tlohu z bodu (a).

) Napiste dudlni program a jeho optimalni hodnotu.

)

Jsou vSechny hodnoty dudlnich proménnych v optimu nenulové?
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Reseni:
(a) Maximalizujeme 2x + 5y za omezeni x < 5, y < 4, 3x+y < 16 a podminek nezapornosti
xz,y > 0.

(b) Mnozina pfipustnych feseni tvoii omezeny konvexni polyedr s vrcholy (0,0), (0,4),
(4,4), (5,1), (5,1). To lze snadno nahlédnout graficky nebo feSenim piislusnych soustav
linearnich rovnic. Maximélni hodnoty 28 se nabyva ve vrcholu (4,4).

(c¢) Duélni linedrni program: minimalizuj 5¢ + 4u + 16v za podminek ¢ +3v > 2, u+v > 5
a podminek nezapornosti ¢, u,v > 0. Podle véty o silné dualité musi byt hodnota v optimu
stejna jako v primarnim programu, tedy 28.

(d) Nemohou. V optimu (4,4) nen{ omezeni x < 5 aktivn{ a proto musi byt podle podminky
komplementarity odpovidajici dudlni proménnd t = 0.

5. Minimalizujeme funkci f(x) = Z?zl(afx — )%, kde aj,...,a, € R™ a y1,...,y, € R jsou
zaddna. Déle predpoklddejme, ze linearni obal vektoru ay,...,a, je cely prostor R™.

(a) (2 b) Napiste problém maticové. Co jsme schopni fict o hodnosti vzniklé matice?

(b) @b

(c) (3 b) Napiste iteraci Newtonovy metody pro feseni vyse uvedeného problému.
) 3b

(d) (3b) Pro které pocatecni body Newtonova metoda selze v prvni iteraci, a pro které
pocatecni body v jedné iteraci zkonverguje do optima?

) Napiste iteraci gradientni metody pro Feseni vyse uvedeného problému.

Reseni:
(a) Maticovy zapis je minimalizace ||Ax —y||?, kde fadky A jsou a;. Piedpoklad na linedrni

obal tika, ze matice A ma linedrné nezavislé sloupce, a tedy jeji hodnost je m. Soucasné je
ATA je invertovatelna.

(b) Prvni derivace je
n
2(Ax —y)TA =2 Z(aiTx —y;)al
i=1
a druhd derivace je matice
n
2ATA =2 Z al-al-T
i=1
Gradientni metoda m4 tvar x*+! = x¥ — 20AT (Ax* —y).

(¢) Newtonova metoda mé krok
XM =xF — 2ATA)"2AT(AX" —y) = (ATA)'ATYy.

Vzhledem k tomu, Ze toto je optimalni hodnota nejmensich ¢tvercii, tak Newtonova metoda
vzdy konverguje do optiméalniho feSeni v prvni iteraci.




