
Optimalizace Zkouškový test 17. 6. 2022

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 5 Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Počet bod̊u

1. Jsou dány vektory x = (1, 1, 1, 1),y = (1, 0,−1, 0) v R4 a necht’ X = span{x,y}.
(a) (2 b) Najděte bázi ortogonálńıho doplňku prostoru X.

(b) (2 b) Najděte ortonormálńı bázi ortogonálńıho doplňku prostoru X takovou, že jeden
vektor této báze lež́ı ve směru (0, 1, 0,−1).

(c) (3 b) Najděte matici ortogonáńı projekce na podprostor X.

(d) (3 b) Najděte matici ortogonálńı projekce na podprostor X⊥.

Řešeńı:

(a) Při označeńı A = [x y] řeš́ıme soustavu ATu = 0 a báze řešeńı je báze X⊥. Např́ıklad
(0, 1, 0,−1), (1,−2, 1, 0).

(b) Ortogonálńı báze X⊥ je např́ıklad (0, 1, 0,−1), (1,−1, 1,−1). Je třeba ji ještě normali-
zovat, tj. prvńı vektor vydělit

√
2 a druhý vydělit dvěma.

(c) Při označeńıU = [x/2 y/
√
2] je matice projekce naX rovnaUUT =

1

4


3 1 −1 1
1 1 1 1
−1 1 3 1
1 1 1 1

.
(d) Analogicky projektor na X⊥ má matici VVT , kde matice V má ve sloupćıch bázi z

úlohy (b). Vyjde
1

4


1 −1 1 −1
−1 3 −1 −1
1 −1 1 −1
−1 −1 −1 3

.

2. V následuj́ıćı soustavě

Ax+By = a+Cz

Dy + z = 1

jsou A, B, C a D matice, a je vektor konstant, 1 je vektor obsahuj́ıćı jedničky a x, y, z jsou
vektory neznámých.

(a) (3 b) Určete nejobecněǰśı rozměry matic a vektor̊u tak, aby všechny operace a rovnosti
v soustavě měly smysl.

(b) (5 b) Vyjádřete uvedenou soustavu ve tvaru Pu = q pro nějakou matici P, vektor kon-
stant q a vektor proměnných u. Jaké rozměry má matice P a vektory q, u?

(c) (2 b) Může se stát, aby soustava měla jediné řešeńı?
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Řešeńı:

(a),(b) Soustavu lze napsat ve tvaru

[
A B −C
O D I

]
·

xy
z

 =

[
a
1

]

kde A ∈ Rn×m, B ∈ Rn×p, C ∈ Rn×q, a ∈ Rn, x ∈ Rm, y ∈ Rp, z ∈ Rq, 1 ∈ Rq, D ∈ Rq×p.

(c) Soustava může mı́t jediné řešeńı: když m + p = n, je matice P čtvercová a může být
regulárńı.

3. Rozhodněte, zda je zadaný optimalizačńı problém konvexńı a odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) Minimalizuj xTAx za podmı́nek ∥x∥2 = 1, x ∈ Rn, kde A ∈ Rn×n je symetrická.

(b) (2 b) Minimalizuj x+ y za podmı́nek y ≤ x2, (x, y) ∈ R2.

(c) (2 b) Minimalizuj 3x− y + z za podmı́nek x+ y − z ≤ 2, y − z ≥ −1, x, y, z ≥ 0.

(d) (2 b) Minimalizuj ∥Ax−b∥ za podmı́nky x ∈ Rn, kde ∥.∥ je norma, A ∈ Rm×n a b ∈ Rm.

(e) (2 b) Maximalizuj x2 + y2 za podmı́nek x+ y ≤ 1, x, y ≥ 0.

Řešeńı:

(a) Neńı, protože jednotková sféra neńı konvexńı množina. Alternativně: účelová funkce
nemuśı být konvexńı, pokud A neńı pozitivně semidefinitńı.

(b) Neńı, protože podmı́nka y ≤ x2 definuje nekonvexńı množinu v rovině (body pod
parabolou).

(c) Je, protože jde o úlohu lineárńıho programováńı.

(d) Je, protože norma je konvexńı funkce a složená funkce ∥Ax− b∥ je také konvexńı.

(e) Neńı, hledáme maximum (a nikoli minimum) konvexńı funkce na konvexńı množině.

4. Firma maximalizuje zisk z prodeje vyráběného hnojiva a praćıho prášku. Zisk z tuny prodaného
hnojiva je 2 a z tuny prodaného praćıho prášku je 5. Přitom neńı možno vyrábět v́ıce než 5 tun
hnojiva, v́ıce než 4 tuny praćıho prášku a daľśı omezeńı dané společnou výrobńı linkou je
3·(množstv́ı hnojiva [t])+množstv́ı praćıho prášku [t] ≤ 16.

(a) (2 b) Formulujte výše uvedený problém jako úlohu lineárńıho programováńı.

(b) (4 b) Vyřešte úlohu z bodu (a).

(c) (3 b) Napǐste duálńı program a jeho optimálńı hodnotu.

(d) (1 b) Jsou všechny hodnoty duálńıch proměnných v optimu nenulové?
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Řešeńı:

(a) Maximalizujeme 2x+5y za omezeńı x ≤ 5, y ≤ 4, 3x+y ≤ 16 a podmı́nek nezápornosti
x, y ≥ 0.

(b) Množina př́ıpustných řešeńı tvoř́ı omezený konvexńı polyedr s vrcholy (0, 0), (0, 4),
(4, 4), (5, 1), (5, 1). To lze snadno nahlédnout graficky nebo řešeńım př́ıslušných soustav
lineárńıch rovnic. Maximálńı hodnoty 28 se nabývá ve vrcholu (4, 4).

(c) Duálńı lineárńı program: minimalizuj 5t+ 4u+ 16v za podmı́nek t+ 3v ≥ 2, u+ v ≥ 5
a podmı́nek nezápornosti t, u, v ≥ 0. Podle věty o silné dualitě muśı být hodnota v optimu
stejná jako v primárńım programu, tedy 28.

(d) Nemohou. V optimu (4, 4) neńı omezeńı x ≤ 5 aktivńı a proto muśı být podle podmı́nky
komplementarity odpov́ıdaj́ıćı duálńı proměnná t = 0.

5. Minimalizujeme funkci f(x) =
∑n

i=1(a
T
i x − yi)

2, kde a1, . . . ,an ∈ Rm a y1, . . . , yn ∈ R jsou
zadána. Dále předpokládejme, že lineárńı obal vektor̊u a1, . . . ,an je celý prostor Rm.

(a) (2 b) Napǐste problém maticově. Co jsme schopni ř́ıct o hodnosti vzniklé matice?

(b) (2 b) Napǐste iteraci gradientńı metody pro řešeńı výše uvedeného problému.

(c) (3 b) Napǐste iteraci Newtonovy metody pro řešeńı výše uvedeného problému.

(d) (3 b) Pro které počátečńı body Newtonova metoda selže v prvńı iteraci, a pro které
počátečńı body v jedné iteraci zkonverguje do optima?

Řešeńı:

(a) Maticový zápis je minimalizace ∥Ax−y∥2, kde řádky A jsou ai. Předpoklad na lineárńı
obal ř́ıká, že matice A má lineárně nezávislé sloupce, a tedy jej́ı hodnost je m. Současně je
ATA je invertovatelná.

(b) Prvńı derivace je

2(Ax− y)TA = 2

n∑
i=1

(aTi x− yi)a
T
i

a druhá derivace je matice

2ATA = 2
n∑

i=1

aia
T
i

Gradientńı metoda má tvar xk+1 = xk − 2αAT (Axk − y).

(c) Newtonova metoda má krok

xk+1 = xk − (2ATA)−12AT (Axk − y) = (ATA)−1ATy.

Vzhledem k tomu, že toto je optimálńı hodnota nejmenš́ıch čtverc̊u, tak Newtonova metoda
vždy konverguje do optimálńıho řešeńı v prvńı iteraci.


