Optimalizace Semestralni test 29.4. 2022

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 5 6 | Celkem

Maximum 5 5 5 5 5 5 30

Pocet bodu

Vsechny odpovédi musi byt zduvodnéné. Napsani odpovédi bez vysvétleni nebude uznano. Do-
porucujeme psat k feSeni kratké slovni komentaie a ne pouze ¢iselné mezivysledky.
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0 3
(a) (1 b) Je f afinni nebo linearni zobrazeni?

(b) (2 b) Pokud lze, vyjadiete f ve tvaru f(x) = Cx +d.

(¢) (2 b) Pokud lze, vyjadiete f ve tvaru f(x) = (g(x), h(x)).

1. Uvazujme A = [ ] axy = [_11] . Zobrazeni f je definovano jako f(x) = A(x — xp).

Resent:
Je to afinni zobrazeni f(x) = Cx+d, kde C=A ad = (3,3).
Plati f(x) = (—a1 + 272 + 3,322 + 3).

2. (5 b) Naleznéte ortogonalni projekei vektoru a = (1,1, 1) na rovinu x1 + 25 + 3z3 = 0.

Resent:

Ta rovina je linedrni prostor dimenze 2 uréeny napf. bézi x = (3,0,—1) ay = (2,-1,0).
Pomoci Gram-Schmidtovy ortogonalizace nalezneme ortonorméaln{ bazi tvofenou vektory u
a v. Plati
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Hledand projekce je potom

(@"wu+ (@a’v)v=(3,1,-2).

3. Mame 1000 pozorovani tvaru (i,y;), kde i = 1,...,1000 a y; € R. Hleddme optimalni regresni
funkci y = 01 1ni + 69, kde 01,02 € R jsou hledané parametry.

(a) (1 b) Rozhodnéte, zda jde o linedrni regresni model a zduvodnéte odpoved.
(b) (2D)
(¢) (1 b) Kolik existuje feseni této tlohy a proc?
(d) (1b)

Formulujte v maticovém tvaru tilohu nejmengich étverctt pro odhad 61 a 6s.

Napiste (pokud mozno co nejjedodussi) tvar feseni této tilohy v maticovém tvaru.
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Reseni:

Linearni regrese, matice A typu 1000x2 vyjadiend fadky (Ini, 1) a vektory = (y1, - .., ¥1000)-
Hleddme 6 € R? minimalizujici |A# — y||%. To je to samé, jako Fesit soustavu normalnich
rovnic ATAA = ATy, coz je soustava 2 linedrnich rovnic o 2 nezndmych. Matice soustavy
AT A je reguldrni, protoze méa A linedrné nezivislé sloupce. Tedy existuje jediné Fedent,

(ATA)"'ATy.
4. Pro redlnou matici A plati A = [§ —3 % 09 0 —2 —% 3
i 2 _1l 1o 0o -9 _2 2 _1
3 3 3 3 3 3

b) O jaky rozklad matice A jde?

b) Je matice A symetricka?

b) Co jsou ¢isla na diagondle diagondlni matice uprostied?
b)

Spoctéte Ax, kde x = (—%, —%, %)

Reseni:
Spektralni rozklad a proto je A symetricka. Na diagondle vlastni ¢isla. Protoze x je vlastni
vektor piislusny vlastnimu ¢éislu 9, plati Ax = 9x = (—6,—3,6).

5. Uvazujme funkci f(x) = /(sinz1)2 + - - + (sinzy,)2.
(a) (1 b) Zderivujte f.

(b) (1 b) Napiste, ve kterych bodech je f diferencovatelnd a zduvodnéte.

(¢) (1 b) Ve kterych bodech mé f minimum?

(d) (2 b) Ve kterych bodech ma minimum Taylortiv polynom 1. fadu 77 v okoli (%,...,%)?
Reseni:

Parcialni derivace maji tvar E%i = 3 flx 2sinz; cosz; a derivace f'(x) je fadkovy vektor

slozeny z téchto prvku. Diky zlomku tato derivace existuje vSude kromé x se slozkami
x; = k;m pro k; € Z. Minimum je pfesné v téchto bodech. Tayloruv polynom je linedrni s
nenulovou smérnici, a tedy minimum neexistuje (infimum je —oo).

6. Vyfteste néasledujici ikoly:

(a) (2 b) Newtonovou metodou fesime soustavu rovnic g(x) = 0. Muze tato metoda v néjaké
iteraci k vygenerovat bod x*, ktery spliiuje x*T! = x*, pficemz g(x*) # 0?7 Proc¢?

(b) (2 b) Uvazujme rovnici g(x) = 0, kde g : R — R. Pro jaké g osciluje Newtonova metoda
mezi dvéma body, tedy 2% =22 = ... ax! =23 = ... a 2 # 2!? Nacrtnéte ideu.

(¢) (1 b) Napiste funkéni predpis pro g z predchozi ¢asti.
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Reseni:
Pevny’ bod Newtonovy metody znamens g(x*)~'g(x*) = 0. Vzhledem k tomu, Ze inverze
existuje, matice je regularni, a tedy g(x*) = 0. Tedy pevny bod Newtonovy metody nemiize
byt mimo FeSeni.
Pro druhou é&ast volime napiiklad g(x) = ax® +b a body 2° = 1 a 2! = —1. Aby mezi
témito body Newtonova metoda oscilovala, musi byt

g(z®)  a+b

2: =
g'(x%)  2a’

coz splituje napiiklad funkce g(z) = 22 + 3.




