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Co zatim vime o uloze LP?

e KaZdy linedrni program lze prevést do rovnicového tvaru
min{c’x|Ax=b, x>0}

e Je-li tloha p¥ipustnd, konvexni polyedr {x ¢ R" | Ax=b, x >0}
neobsahuje p¥fimku a tedy ma extremalni bod

e Ma-li linearni funkce polyedru minimum, leZi v extremalnim bodé

Nau&ime se efektivn& generovat extremalni body.



Baze a bazova feSeni

P¥edpokladame, Ze na vstupu je konvexni polyedr
{xeR"|Ax=Db, x>0},
kde A € R™*" a rank A = m.

e Bize je m-prvkovd mnozina J C {1,...,n} takovd, Ze sloupce
matice A s indexy J jsou linedrné nezdvislé
e Bazové feseni ptislusné bazi J je feSeni x soustavy Ax = b takové,
%e xj = 0 pro vdechna j ¢ J. Rikdme, Ze je
e pripustné, pokud x > 0,
e degenerované, pokud x; = 0 pro n&jaké j € J.






Ptiklad

1 0
{A b}: 1 0 4 0 1 4
1 1

e {2,3,5} neni bize (sloupce jsou linedrn& zavislé)



Ptiklad

11 3 1 0 2
{A b}: 1 0 4 0 1 4 4
10 4 1 1 4
x= 3 0 0 4 1 0

e {1,4,5} je bdze. Bazové Feseni x je YeSenim soustavy

-1 1 0] [xg 1
1 0 1 Xy | — 4 ) X2:X3:X6:0.
-1 1 1| |x 2

Je pfFipustné, neni degenerované.



Ptiklad

11 3 1 0 2
{A b}: 1 0 4 0 1 4 4
1 0 4 1 1 4
x= 4-1 0 6 0 0

e {1,2,4} je bize. Bazové Feseni je nepfipustné, neni degenerované.



Ptiklad

11 3 1 0 2
{A b}: 1 0 4 0 1 4 4
10 4 1 1 4
x= 0 0 1-2 0 0

e {3,4,5} je bdze. Bazové Feseni je nepFipustné a degenerované.



Ptiklad

113 1 0 2
{A b}: 1 0 4 0 1 4 4
10 4 1 1 4
x= 0 0 1-2 0 0

e Stejné bazové Fedeni odpovidd bazi {3,4,6}.
Degenerované bazové feSeni odpovida vice neZ jedné bazi!



Baze a extremalni body

Tvrzeni
Pro {x € R" | Ax =b, x > 0} jsou tato tvrzen{ ekvivalentn:

e Bod x je pFipustné bazové feseni.

e Bod x je extremalni.

Béaze jsou , pokud maji spole¢nych m — 1 prvkd.
e Sousedni bdze odpovidaji dvéma extremalnim bodim spojenych
hranou anebo jedinému degenerovanému extremdlnimu bodu

e Simplexovd metoda pfechdzi mezi sousednimi bazemi, p¥i¢emz
zachovava pfipustnost ¥eSeni a ulelova funkce neroste



Simplexova metoda pouZiva jen standardni baze:

e Nenulové slozky bazového feSeni x jsou jednoduse slozky b
e Tedy bazové feeni x je pFipustné, pravé kdyz b > 0



Standardni baze

Simplexova metoda pouZiva jen standardni baze:
e Nenulové slozky bazového feSeni x jsou jednoduse slozky b
e Tedy bazové feeni x je pFipustné, pravé kdyz b > 0

0 2 6 1

0-1 1 0 1 2

Bazové Fedeni pFislusné standardni bazi {1,4,5} je FeSenim soustavy

01 0 X1 4
1 0 Of [x4| =13}, X =x3=x5 =20
0 0 1 X5 1



Stavebni kameny algoritmu



Ptfechod k sousedni standardni bazi

e Réadek matice {A b} vynasob nenulovym ¢&islem
o K ¥adku matice [A b} pitti linedrni kombinaci ostatnich ¥adki
Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebazovym sloupcem j ¢ J:

e Pivot je prvek (i,j), kde i je ¥adek spliiujici ajy =1

e Proved ekvivalentni dpravu kolem pivotu (i, ), tj.
nastav a; = 1 a ay; = 0 pro kazdé /" # i:



Ptfechod k sousedni standardni bazi

e Réadek matice {A b} vynasob nenulovym ¢&islem
o K ¥adku matice [A b} pitti linedrni kombinaci ostatnich ¥adki
Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebazovym sloupcem j ¢ J:

e Pivot je prvek (i,j), kde i je ¥adek spliiujici ajy =1

e Proved ekvivalentni dpravu kolem pivotu (i, ), tj.
nastav a; = 1 a ay; = 0 pro kazdé /" # i:

0 2 6 1 0 4
11 3 0 0 2 3
i 0-1 1 0 1 2 1



Ptfechod k sousedni standardni bazi

e Réadek matice {A b} vynasob nenulovym ¢&islem
o K ¥adku matice [A b} pitti linedrni kombinaci ostatnich ¥adki
Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebazovym sloupcem j ¢ J:

e Pivot je prvek (i,j), kde i je ¥adek spliiujici ajy =1
e Proved ekvivalentni dpravu kolem pivotu (i, ), tj.
nastav a; = 1 a ay; = 0 pro kazdé /" # i:

1. Vydél ¥adek i pivotem aj;.



Ptfechod k sousedni standardni bazi

e Réadek matice {A b} vynasob nenulovym ¢&islem
o K ¥adku matice [A b} pitti linedrni kombinaci ostatnich ¥adki
Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebazovym sloupcem j ¢ J:

e Pivot je prvek (i,j), kde i je ¥adek spliiujici ajy =1
e Proved ekvivalentni dpravu kolem pivotu (i, ), tj.
nastav a; = 1 a ay; = 0 pro kazdé /" # i:
1. Vydél ¥adek i pivotem aj;.
2. Pro kazdé i’ # i odetti ay;-ndsobek ¥adku i od ¥adku i’

2 6 1 0 4 4
1 0 4 0 1 0 4
f @ =i =il =% =i

!

J J



Ptfechod k sousedni standardni bazi

e Réadek matice {A b} vynasob nenulovym ¢&islem
o K ¥adku matice [A b} pitti linedrni kombinaci ostatnich ¥adki
Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebazovym sloupcem j ¢ J:

e Pivot je prvek (i,j), kde i je ¥adek spliiujici ajy =1
e Proved ekvivalentni dpravu kolem pivotu (i, ), tj.
nastav a; = 1 a ay; = 0 pro kazdé /" # i:
1. Vydél ¥adek i pivotem aj;.
2. Pro kazdé i’ # i odetti ay;-ndsobek ¥adku i od ¥adku i’

0 8 1 2 8 6
1 0 4 0 1 0 4
f @ =i =il =% =i

!

J J



Bude nové bazové feSeni ptipustné?

Jak se zméni b po ekvivalentni tipravé kolem pivotu (i, )?

e b; se zméni na b;/aj

. . b;

e Pro kazdé i’ i se by zméni na by — ay;—
aj

Tato &isla museji z(stat nezdpornd, coz nastane pravé kdyz

. . , b; b;s
a; >0 a Vi'#iplati ay; <0 nebo — < —
ajj ajj

0 2 6 1 0 4 4
11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1



Bude nové bazové feSeni ptipustné?

Jak se zméni b po ekvivalentni tipravé kolem pivotu (i, )?

e b; se zméni na b;/aj

. . b;

e Pro kazdé i’ i se by zméni na by — ay;—
aj

Tato &isla museji z(stat nezdpornd, coz nastane pravé kdyz

. . , b; b;s
a; >0 a Vi'#iplati ay; <0 nebo — < —
ajj ajj

0 2 6 1 0 4 4
11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

e Po tpravé kolem (3,2) nebude b > 0, nebot —1 # 0



Bude nové bazové feSeni ptipustné?

Jak se zméni b po ekvivalentni tipravé kolem pivotu (i, )?

e b; se zméni na b;/aj

. . b;

e Pro kazdé i’ i se by zméni na by — ay;—
aj

Tato &isla museji z(stat nezdpornd, coz nastane pravé kdyz

. . , b; b;s
a; >0 a Vi'#iplati ay; <0 nebo — < —
ajj ajj

0 2 6 1 0 4 4
11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

e Po dpravé kolem (2,2) nebude b > 0, nebot 2 £ 2



Bude nové bazové feSeni ptipustné?

Jak se zméni b po ekvivalentni tipravé kolem pivotu (i, )?

e b; se zméni na b;/aj
. . b;
e Pro kazdé i’ i se by zméni na by — ay;—
aj

Tato &isla museji z(stat nezdpornd, coz nastane pravé kdyz

b,' b,'/
a; >0 a Vi'#iplati a;; <0 nebo — <
ajj ajj
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1



Nekladny sloupec

KdyZ jsou viechny prvky v nebazovém sloupci j ¢ J nekladné:

e Sloupec j se nemiiZze stat bazovym (nelze v n&m vybrat pivot)
e Existuje smér v tak, Zze x + av € X pro kazdé o« > 0

0-2 6 1 0 4 4
[A b}: 1-1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

Il
o
o

Vektor v je FeSenim soustavy

Av=0

=0 Vj'¢J j#] 8



Ekvivalentni Gpravy téelového fadku

Linearni program
min{c'x —d |Ax=b, x>0}
reprezentujeme simplexovou tabulkou

c’ d
A b

PY¥i¢ti k prvnimu ¥adku tabulky linedrni kombinaci ostatnich ¥adka:

[c’T d/} - [cT d}+yT [A b] - [cT+yTA d+yTb]

Ucelova funkce se tim nezméni:

d™x—d =c"x—d+y"(Ax—b)=c'x—d



Redukované ceny

Takto miizeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(pFicti k d¢elovému ¥adku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jednitku).

[cT d} - 1-2-3-1 2 1 a4
0 2 6 1 0 4 4
[A b} - 11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

10



Redukované ceny

Takto miizeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(pFicti k d¢elovému ¥adku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jednitku).

[cT d}: 0-3-6-1 2-1 1
0 2 6 1 0 4 4
[A b}: 1 13 00 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 O

10



Redukované ceny

Takto miizeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(pFicti k d¢elovému ¥adku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jednitku).

[cT d} - 0-1 0 0 2 3 5
0 2 6 1 0 4 4
[A b} - 11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

10



Redukované ceny

Takto miizeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(pFicti k d¢elovému ¥adku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jednitku).

[cT d} - 0 1-2 0 0-1 3
0 2 6 1 0 4 4
[A b} - 11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

10



Redukované ceny

Takto miizeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(pFicti k d¢elovému ¥adku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jednitku).

[cT d} - 0 1-2 0 0-1 3
0 2 6 1 0 4 4
[A b} - 11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

e ProtoZe x; =0 pro j ¢ J, je c’'x=0atedyc’'x—d=—d.
e lhned vidime, co by udé&lal vstup sloupce j ¢ J do béze:
e kdyZ ¢; > 0, tcelovd hodnota by stoupla
e kdyZ ¢; < 0, i€elova hodnota by klesla
(pFedpoklad: nové bizové Feseni nebude degenerované, tj. x; > 0).
e Pokud v nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;j < 0 pro v8echna /, 10

S ~ N - -



Zakladni algoritmus




Tvar simplexové tabulky

Vstup i vystup iterace je simplexovd tabulka takova, Ze:

e podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi
eb>0

e ceny ¢; v bazovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)

11



Iterace simplexového algoritmu

0 -2 1 0 0 -3/ 0
c’ d| 0o 2 6 1 0 4 4
A bl 1 1 3 0 0 2 3
0o -1 1 o0 1 2 1

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

12



Iterace simplexového algoritmu

c’ d
A b

o = OO
= W o=
o O ~| O
= w pO

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:

i’

i € argmin
i ay;>0 4i’j

12



Iterace simplexového algoritmu

c’ d
A b

o = OO
= W o=
o O ~| O
= w pO

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:

i’

i € argmin
i ay;>0 4i’j

3. Udg&lej ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i, /) a redukuj cenu ¢, tj.

12



Iterace simplexového algoritmu

c’ d
A b

o = OO
= W o=
o O ~| O
= w pO

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:

i’

i € argmin
i ay;>0 4i’j

3. Udg&lej ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i, /) a redukuj cenu ¢, tj.

e nastav pivot na jedni¢ku

12



Iterace simplexového algoritmu

0 -2 1 0 0 -3/ 0
c’ d| o 2 6 1 0 4 4
A b| 1 1 3 0 0 2 3
0-05 05 0 05 1| 05

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:
l'/

i € argmin
i ay;>0 4i’j

3. Udg&lej ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i, /) a redukuj cenu ¢, tj.

e nastav pivot na jedni¢ku
e vynuluj prvky nad a pod pivotem (v&. U&elového ¥adku)

12



Iterace simplexového algoritmu

0 -2 1 0 0 -3/ 0
c’ d| o 2 6 1 0 4 4
A b| 1 2 2 0 -1 0 2
0-05 05 0 05 1| 05

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:
l'/

i € argmin
i ay;>0 4i’j

3. Udg&lej ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i, /) a redukuj cenu ¢, tj.

e nastav pivot na jedni¢ku
e vynuluj prvky nad a pod pivotem (v&. U&elového ¥adku)

12



Iterace simplexového algoritmu

0 -2 1 0 0 -3/ 0
c’ d| 0 4 4 1 -2 0 2
A b| 1 2 2 0 -1 0 2
0-05 05 0 05 1| 05

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:
l'/

i € argmin
i ay;>0 4i’j

3. Udg&lej ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i, /) a redukuj cenu ¢, tj.

e nastav pivot na jedni¢ku
e vynuluj prvky nad a pod pivotem (v&. U&elového ¥adku)

12



Iterace simplexového algoritmu

0-35 25 0 15 0] 15
c’ d| 0 4 4 1 -2 0 2
A bl 1 2 2 0 -1 0 2
0-05 05 0 05 1| 05

1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.

2. Vyber ¥adek i pivotu tak, aby nové bazové ¥edeni bylo p¥fipustné:
l'/

i € argmin
i ay;>0 4i’j

3. Udg&lej ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i, /) a redukuj cenu ¢, tj.

e nastav pivot na jedni¢ku
e vynuluj prvky nad a pod pivotem (v&. U&elového ¥adku)

12



Ukonceni algoritmu

Algoritmus kon¢i, kdyz je spInéna jedna z podminek:

e VZechny ceny ¢; jsou nezdporné (jsme v optimu).

0 0 7 1 0 1| 4
0 1 3 05 0 2] 2
1 0 0-05 0 0] 1
0 0 4 05 1 4| 3

13



Ukonceni algoritmu

Algoritmus kon¢i, kdyz je spInéna jedna z podminek:

e VZechny ceny ¢; jsou nezdporné (jsme v optimu).

0 0 7 1 0 1| 4
0 1 3 05 0 2] 2
1 0 0-05 0 0] 1
0 0 4 05 1 4| 3

e V kazdém sloupci j, ve kterém ¢; < 0, je aj; < 0 pro v8echna i
(dloha je neomezend).

0 0 7 -1 0 1 4
0 1 3 -05 0 2 2
1 0 0 -05 0 0 1
0 0 4 -0.5 1 4 3

13



Cykleni

Algoritmus nemusi vzdy skon&it kvdli cykleni.

—23 —215 1355 04 0 0] 0
04 02 -14 -02 1
-78 -14 78 04 0 1 0

14



Cykleni

Algoritmus nemusi vzdy skon&it kvdli cykleni.

0 -1 55-075 575 0] 0
1 05 —35 —05 25
0 25-195 -35 195 1 0

14



Cykleni

Algoritmus nemusi vzdy skon&it kvdli cykleni.

0 0 -23-215 1355 04| 0
1 0 04 02 -14 —02 0
0 1 -78 -14 78 04 0

Tohle je po¢ate¢ni tabulka se sloupci rotovanymi o dva doprava.
Dalsi 4 iterace dospéji do pocateéni tabulky!

14



Cykleni

Algoritmus nemusi vzdy skon&it kvdli cykleni.

0 0 -23-215 1355 04| 0
1 0 04 02 -14 —02 0
0 1 -78 -14 78 04 0

Tohle je po¢ate¢ni tabulka se sloupci rotovanymi o dva doprava.
Dalsi 4 iterace dospéji do pocateéni tabulky!

Blandovo anticyklici pravidlo:

e P¥i vyb&ru pivotového sloupce vyber sloupec s nejniz&im indexem

NTS

14



Inicializace algoritmu — specialni p¥ipad

Pro zahdjeni simplexového algoritmu musime ulohu prevést na tvar
min{c'x | Ax=b, x>0}
kde podmnoZina sloupcii A tvofi standardni bdzi a b > 0.
e N&kdy je to snadné. Nap¥. kdyZ md vstupni dloha tvar
min{ch|Ax§b,x20}7 b>0
e P¥idanim slackovych proménnych u ji pfevedeme na dlohu
min{c’x|Ax+u=b, x>0, u>0}

se simplexovou tabulkou

A I b

cTOO]

ve které sloupce p¥islusné prom&nnym u tvofi standardni bazi |

15



Inicializace algoritmu — obecny pfipad

e Vstupni linedrni program lze vZdy efektivné pfevést na tvar
min{c’x|Ax=b, x>0}

kde b >0

e Ale A nemusi obsahovat standardni bazi!

Dvoufazova simplexovda metoda

16



Dvoufazova simplexova met

Vyfe§ pomocnou tlohu
min{1"u|Ax+u=b, x>0, u>0} (1)

17 0

se simplexovou tabulkou A1l b

e Vstupni tloha nep¥ipustnd < (1) m3 kladnou optimdlni hodnotu
e Vstupni tloha je pFipustna < (1) ma nulovou optimaini hodnotu
e Je-li opt. FeSeni (x,u) tlohy (1) nedegenerované, pak viechny
sloupce pfislusné proménnym u jsou nebazové, proto matice A
obsahuje standardni bazi.
e Je-li je opt. FeSeni (x,u) ulohy (1) degenerované, n&které sloupce
p¥islusné promé&nnym u mohou byt bazové.
Dal$im pivotovanim je mozZno bazi z téchto sloupcl ‘vyhnat'.

17
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