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Kapitola 1
Znaceni a zakladni pojmy

Matematické vyrazy na zvlastnim fadku (rovnice apod.) jsou ve skriptech éislované ¢islem
v zavorce, takze napt. (3.1) je vzdy odkaz na rovnici. Na matematické véty se odkazujeme
jako Véta 3.1, podobné na tvrzeni, dusledky a lemata. Odkazy na kapitoly, sekce a podsekce
jsou znaceny znakem paragraf, napt. §3 je odkaz na kapitolu 3 a §3.1 je odkaz na sekci 1 v
kapitole 3. Na tesené priklady se odkazujeme jako Piiklad 3.1. Na konci kazdé kapitoly jsou
cviceni, na které se odkazujeme slovem Cviceni 3.1. Kdyz tedy napiseme tieba ‘podivejte se na
Priklad 3.17, znamenad to néco uplné jiného nez ‘podivejte se na Cviceni 3.1°. Pokud potkate slovo
¢i souslovi vysazené tuéné, jde o nové zavedeny pojem, ktery mate pochopit a zapamatovat
si. Ve skriptech tedy nepotkate c¢islované definice, protoze vSechny tucné vysazené pojmy jsou
definice. VSechny tyto pojmy (a néjaké dalsi) jsou v rejstriku (a vsechny pojmy z rejstitku musite
znat a chépat ke zkousce!). Slova vysdzend kurzivou znamenaji bud’ zduraznéni, nebo poprvé
zminény dulezity avSsak vSeobecné znamy pojem. Odstavce, véty, dukazy, piiklady a cviceni
oznacené hvézdickou (x) jsou rozsifujici (a casto zajimavé) ale nejsou nezbytné ke zkousce. Je-li
za néjakym tvrzenim v zavorce pokyn odvod’te!, proved’te!, ovérte! ¢i otazka proc¢?, znamena
to, ze spravnost tvrzeni neni patrna na prvni pohled, ale snadno ho dokézete, kdyz se nad nim
zamyslite nebo si to napiSete na papir (pokud to nesvedete, néco je $patné a musite se zastavit
a studovat prislusnou pasaz znovu).

1.1 Znaceni

Zopakujme matematické znaceni, které se pouziva v celych skriptech a které by student mél
bezpecné ovladat.

1.1.1 Mnoziny

Nazvy mnozin budeme psat velkymi sklonénymi pismeny, napt. A nebo X. Budeme pouzivat
standardni mnozinové znaceni:

{ai,...,a,} mnozina s prvky aq,...,a,

aeA prvek a patii do mnoziny A (neboli a je prvkem A)

ACB mnozina A je podmnozinou mnoziny B, tj. kazdy prvek z A patii do B
A=B mnozina A je rovna mnoziné B, plati zaroven A C Ba B C A

{a€ Al p(a)} mnozina prvku a z mnoziny A, které spliuji logicky vyrok ¢(a)

AUB sjednoceni mnozin, mnozina {a | a € A nebo a € B}



ANB prunik mnozin, mnozina {a | a € A, a € B}

A\ B rozdil mnozin, mnozina {a |a € A, a ¢ B}
(a1,...,ap) usporadand n-tice prvku aq,...,a,

Ay x -+ x A,  kartézsky souc¢in mnozin, mnozina { (aq,...,a,) | a1 € Ay,...,a, € A, }
A" kartézska mocnina mnoziny, A" = A x --- x A
0 prazdnd mnozina

Ciselné mnoziny budeme znacit takto:

N mnozina prirozenych ¢isel

7 mnozina celych cisel

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych cisel

R, mnozina nezapornych realnych éisel {z € R |z >0}
R, mnozina kladnych redlnych ¢éisel {x e R |z >0}

[x1,25] uzavieny redlny interval {x e R |z <x <y}
(r1,m9) otevieny redlny interval {x € R | x; <z < 29}
[z1,29) polouzavieny redlny interval {x € R | z; <z < a9}
C mnozina komplexnich ¢isel

Desetinna ¢isla budeme psat anglicky s desetinnou teckou, napt. 1.23 namisto c¢eského 1,23.

1.1.2 Zobrazeni

Bindrni relace (angl. relation, tedy ‘vztah’) mnozin A, B je podmnozina jejich kartézského
soucinu,

fC AxB. (1.1)

Jestlize (a,b) € f a (a,b') € f implikuje b =¥ (tj. kazdy prvek mnoziny A je v relaci s nejvyse
jednim prvkem mnoziny B), pak relaci nazyvame zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a
misto (1.1) ho zna¢ime

ftA—B nebo (méné casto) AL B (1.2)

a misto (a,b) € f piseme b = f(a). Zobrazeni si muzeme predstavit jako ‘Cernou skiinku’, kterd
kazdému prvku a € A (vzoru) pritadi pravé jeden prvek b = f(a) € B:

acA—> [tA—=>B— f(r)eB

Slovo funkce (angl. function) formalné znamend piesné totéz jako zobrazeni (angl. mapping or
map), casto se vsak pouziva pro zobrazeni do ¢iselnych mnozin (tedy B = R, Z, C apod.).
Obraz mnoziny A’ C A v zobrazeni f: A — B znaéime

f(A)={f(a)|ac Ay ={beB|b= f(a), ac A} (1.3)

Napt. je-li A’ = {1,3,4, -1} C Z a zobrazeni f: Z — Z méa hodnoty f(a) = a?, je f(4') =
{a*]ae A} ={1,9,16}. Jeli A/ ={a€ A|¢(a)} a f: A— B, pouzivime zkratku

f(A) ={f(a)|a€ A pla)} (1.4)
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nebo jen { f(a) | ¢(a) }, je-li A jasné z kontextu. Napt. {z? |z € R, -1 <x <1} =10,1).
SloZeni dvou zobrazeni f: A — B a g: B — C (prehlednéji piseme A EN SN C) je
zobrazeni g o f: A — C' s hodnotami (g o f)(a) = ¢(f(a)) pro kazdé a € A. Skladéani je
asociativni: pro A LpLonp plati (hog)o f = ho(go f). Proto muzeme zavorky
vynechat a psat jen h o go f. Takto lze definovat slozeni libovolného poctu zobrazeni.
Je-li A" C A, restrikce (neboli zuZent) zobrazeni f: A — B na mnozinu A’ je zobrazeni
flar: A" — B, které ma na A’ stejné hodnoty jako f, tj. f|a(a) = f(a) pro kazdé a € A’.
Zobrazeni f: A — B se nazyva
e injektivni (neboli prosté), jestlize kazdy vzor ma jiny obraz, tj. f(a) = f(d') = a=d.
e surjektivni (neboli na), jestlize kazdy obraz ma aspon jeden vzor, tj. f(A) = B.
e bijektivni (neboli vzdjemné jednoznacné), jestlize je injektivni a surjektivni. K bijektivnimu
zobrazeni existuje inverzni zobrazeni g: B — A tak, ze f(x) = y < = = g(y) pro kazdé
r € Aay € B (pak piSeme g = f1). Je-li A konecnd, bijekce se také nazyva permutace.
Transformace je zobrazeni néjaké mnoziny do sebe!, tedy f: A — A. Transformace se
nazyva

e idempotentni, jestlize fo f = f, tedy pro kazdé a € A plati f(f(a))

f(a).

e involuce, jestlize je inverzi sebe sama, tj. pro kazdé a € A plati f(f(a)) =

1.1.3 Funkce a zobrazeni vice realnych proménnych

Symbol
R"=Rx---xR
n-krat
znaci kartézsky soucin mnoziny R se sebou n-krét (jak jsme zavedli v §1.1.1. Kazdy prvek
mnoziny R” je tedy uspordadand n-tice redlnych cisel x = (x1,...,z,), které budeme fikat
(n-rozmérny) vektor?. Zapis
f: R" - R™ (1.5)

oznacuje zobrazeni, které vektoru x € R" priradi vektor
f(x) = f(z1, .. 20) = (LX), fn(X) = (fi(@r, ), fn (20, ) € R,
kde fi,..., fm: R™ = R jsou slozky zobrazeni. Piseme také f = (fi1,..., fim)-

T —»
! > f1(z1, x2, T3)

ro— f:R3 — R?
4’f2(xlax2ax3)

rg—»

INe vsichni autofi pouzivajf slovo ‘transformace’ v tomto smyslu, je to jen Siroce pouzivand konvence spise
nez definice. Pouziva se zejména tehdy, ma-li f geometrickou interpretaci.

%I kdyz slovo vektor mé v linedrni algebie obecnéjsi vyznam jako prvek libovolného (axiomy definovaného)
linearniho prostoru, ve skriptech potkéate pouze vektory z R™ a ob¢as C™. Takové vektory se obvykle pisi tuéné x

vvvvv



Pro m =1 jsou hodnotami zobrazeni skalary a proto budeme v tom ptipadé psat jeho jméno
kurzivou, f. Pro m > 1 jsou hodnotami zobrazeni vektory a proto jméno budeme psat tucné, f.
I kdyz slova ‘funkce’ a ‘zobrazeni’ znamenaji jedno a to samé, budeme ¢asto pro m = 1 mluvit
o funkci a pro m > 1 o zobrazend.

Je-li n € {1,2,3}, casto budeme proménné zobrazeni f: R" — R™ znacit x,y, z misto
71, T2, x3. Napf. pro f: R? — R je pohodIngjsi psat f(z,y) = x?—zy misto f(z1, z2) = 23 —125.

1.2 Extrémy funkce na mnoziné

Méjme funkci f: X’ — R a mnozinu X C X’. Necht’ z € X je takové, ze f(x) < f(2') pro
vsechna 2’ € X. Pak x nazveme minimum funkce f na mnoziné X, nebo také rikame, ze funkce f
nabyvd minima na mnoziné X v prvku x. Chceme-li byt presnéjsi, takovy prvek x nazyvame
minimalizujici argument nebo argument minima (angl. minimizer) funkce na mnoziné. Cislo
f(x) nazyvame minimdlni hodnotou funkce f na mnoziné X a piSeme
. /
x) = min f(z). 1.6
() = min f () (16)
Pokud navic je f(z) < f(2') pro vSechna 2’ € X \ {z}, mluvime o ostrém minimu. Mnozinu
vsech miniméalnich argumentu funkce f na mnoziné X znac¢ime

argmin f(z) = {z € X | f(z) < f(2/) V2’ € X } C X. (1.7)
rzeX
Na minimum funkce na mnoziné se da podivat i ponékud abstraktnéji. Necht’ Y je néjaka
mnozina redlnych ¢isel, tedy Y C R. Prvek y € Y nazveme nejmensi (nebo také minimdlni)
prvek mnoziny Y, jestlize y < 3 pro v8echna 3y’ € Y. Tento nejmensi prvek znacime min Y. Ne
kazda mnozina ¥ C R ma nejmensi prvek (napf. interval (0, 1] ho nemd). Pokud ho ovSem m4,
ma pouze jeden.
Oznacme

JX)={f(x)[re X} CR
obraz mnoziny X funkci f (viz §1.1.2). Pokud mnozina f(X) m4 nejmensi prvek, plati tedy

min f(z) = min{ f(z) | 2 € X } = min f(X). (1.8)

zeX

Budeme pouzivat oba zépisy, (1.6) i (1.8).

Funkce nemusi mit na mnoziné minimum, coz plyne z toho, ze ne kazdd mnozina ¥ C R
m& minimélni prvek. V tom piipadé je mnozina (1.7) prazdna.

Podobné definujeme maximum funkce na mnoziné a symboly ‘max’ a ‘argmax’. Minima a
maxima funkce se souhrnné nazyvaji jeji extrémy nebo optima. Pokud odkaz na mnozinu X
chybi, mysli se X = X',

Priklad 1.1.
e Necht’ X' = X = [1,00) a f(x) = 1/z. Mdme f(X) = (0,1]. Ale mnozina (0, 1] nema
minimalni prvek, proto funkce f na mnoziné X nemd minimum.

. milg\:c — 1| =min{|z—1||z € R} =minR, =0, argmin |z — 1| = {1}
re TE

e Necht’ f(x) = max{|z|,1}. Pak argmin f(x) = [-1,1].
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e Necht’ (ay,as,...,as5) = (1,2,3,2,3). Pak® m%lxai =3, arg?naxai ={3,5}. ¢
i= =1

1.3 Uloha spojité optimalizace

Matematickou optimalizaci rozumime hleddni minima néjaké funkce f: X’ — R na néjaké
mnoziné X C X'. Tato formulace je velmi obecnd, nebot’” mnozina X muze byt zcela libovolna.
Obvykle se rozlisuji tii siroké kategorie tiloh:

e Pokud je mnozina X koneéna (i kdyz tieba hodné velkd), mluvime o kombinatorické opti-
malizaci. Jeji prvky mohou byt napt. realné vektory, cesty v grafu, konfigurace Rubikovy
kostky, nebo textové tetézce konecné délky. Prikladem je nalezeni nejkratsi cesty v grafu
nebo problém obchodniho cestujiciho.

e Pokud mnozina X obsahuje nespocetné mnozstvi realnych vektoru (tedy X C R™) a je navic
popsatelna zpusobem uvedenym dale, mluvime o spojité optimalizaci. Piikladem je tloha
linedrniho programovani.

e Pokud mnozina X obsahuje realné funkce, mluvime o variacnim poctu. Piikladem je nalézt
rovinnou kiivku, ktera pti dané délce obepina co nejvétsi obsah.

Tento kurs se zabyva spojitou optimalizact, ve které X’ = R™ a mnozina X m4 nespocetny
pocet prvku a je popsana jako mnozina feSeni soustavy rovnic a nerovnic. Tedy X je mnozina
viech vektoru (z1,...,x,) € R" spliujicich

i=1,....,m (1.9a)
i=1,...,1 (1.9b)

)
)

pro dané funkce gi,...,9m,h1,...,h;: R® — R. Funkce f,g;, h; jsou obvykle spojité a casto i
diferencovatelné a mnozina X je obvykle nespocetnd a souvisld (nebo je aspon sjednocenim ma-
1ého poétu souvislych mnozin). Rikdme také, ze minimalizujeme funkci f(x) za podminek (1.9)
piip. (1.11). To lze psat také jako

IN

gi<.§L’1, ey

0,
hl'<.§l]1,..., 0,

Tn
Tn

min  f(xy,...,2,)
za podminek ¢g;(z1,...,2,) <0, i=1,...,m (1.10)
hi<l’1,...,l’n):0, Z:L,l
T1,..., 0, € R
Podminka xy,...,z, € R neni vlastné omezenim, casto se ale pise, aby bylo jasné, co jsou

proménné ulohy. Toto je tedy uloha spojité optimalizace v obecném tvaru.
Soustavu (1.9) lze napsat kratceji ve vektorovém znaceni jako

g(x) <0, (1.11a)
h(x) = 0, (1.11b)

kde g: R* — R™, h: R” — R! a 0 znaci nulové vektory piislusné dimenze. Tedy

X={xeR"|g(x)<0, h(x)=0}. (1.12)
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Ve shodé se znacenim (1.4) se pak tloha (1.10) muze zapsat jako
min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0}. (1.13)

V matematické analyze se tesenim tlohy (1.10) tikd extrémy funkce f wvdzané podmin-
kami (1.9). Pokud omezeni chybi, mluvi se o wvolnych extrémech funkce f. V matematické
optimalizaci se vzilo ponékud odlisné nazvoslovi:

e Funkce f se nazyva ucelovad (také pokutovd, cenova, kriteridlni) funkce.

e Prvky mnoziny X se nazyvaji pripustnd reseni, coz je vlastné protimluv, protoze nemusi
byt fesenimi tlohy (1.10). Prvkim mnoziny argmin,,y f(x) se pak tikd optimadlni resend
nebo krétce optima tlohy. Cislu mingey f(x) se fikd optimalni hodnota \lohy.

e Rovnice a nerovnice (1.9) se nazyvaji omezujici podminky, kratce omezend.

e Omezeni (1.9a) piip. (1.9b) se nazyvaji omezeni typu nerovnosti prip. typu rovnosti. Pokud
omezeni chybi (m =1 = 0), jedné se o optimalizaci bez omezend.

e Pokud je omezeni typu nerovnosti g;(x) < 0 splnéno s rovnosti, tedy g;(x) = 0, fikdme, ze
je v bodé x aktivni.

e Pokud X # (), iloha se nazyva pripustnd, v opacném piipadé (X = 0) je nepripustnd.
Déle uvedeme nékolik piikladu formulace (a ¢asto i feseni) tloh ve tvaru (1.10). Nekteré z

nich byste méli byt schopni fesit znalostmi a dovednostmi ze stfedni skoly ptip. z analyzy, jde
tedy o opakovani. Jiné predesilaji, co prijde v pozdéjsich kapitolach.

Priiklad 1.2. Pastevec vlastni 100 metru pletiva a chce z néj udélat ohradu pro ovce o co
nejvetsim obsahu. Ohrada bude mit tvar obdélnika, z néhoz tii strany budou tvoreny plotem a
zbyla strana fekou (ovce neplavou, teka tedy slouzi jako plot).

Oznacme strany obdélnika jako z, y. Obsah obdélnika je xy a jeho obvod (bez strany tvorené
fekou) 22 + 3. Resime tilohu

max xy
za podminek 2x +y = 100
r,y 20

neboli
max{zy | x>0,y >0, 2z +y=100}.

To je dloha s n = 2 proménnymi, m = 2 omezenimi typu nerovnosti a [ = 1 omezenim typu
rovnosti.

I kdyz jde o tlohu s omezenimi, bylo by velmi nesikovné snazit se ji tesSit formalismem
Lagrangeovych multiplikatoru ¢i KKT podminek (pokud je nékdo znd). Misto toho z podminky
2z 4+ y = 100 vyjadiime y = 100 — 2x (pFesnéji: rovnice 2z + y = 100 je ekvivalentni rovnici
y = 100 — 2z) a dosadime do puvodni dlohy. Pfi eliminaci proménné y nesmime zapomenout
na nerovnosti: podminka y > 0 spolu s y = 100 — 2z implikuji x < 50. Tim dostaneme 1lohu s
jednou proménnou

max{ z(100 — 2z) | 0 < x < 50 },
coz nékdo radéji pise jako max x(100 — 2z) nebo max z(100 — 2z).
0<z<50 2€[0,50]

Tu snadno vyfesime metodami analyzy funkei jedné proménné. Optimalni feseni muze byt
bud’ ve vnitinim bodé nebo v jednom z krajnich bodu intervalu [0,50]. Maximum vyrazu



2(100 — 2z) na mnoziné R snadno najdeme pomoci derivace, nabyvé se v bodé = 25. Ten
zaroven spliuje podminku 0 <z < 50. Body na krajich intervalu maji mensi hodnotu kritéria,
tedy nejsou optimalni. Dosazenim dostaneme y = 100 — 2z = 50. ¢

Priiklad 1.3. Jste na pravém btrehu teky siroké 0.1km a chcete se dostat ke stanu na levém

biehu, ktery je 0.3km po proudu od bodu, ktery je na levém biehu nejblize vam. Reka tece

pomalu, zanedbatelnou rychlosti. Plavete rychlosti 1km/h a chodite rychlosti 3km/h (béhat

odmitate, protoze je vedro). Jaky je nejkratsi ¢as, za ktery se dokazete dostat ke stanu?
Optimalni draha bude mit tvar jako na obrazku:

0.3

0.1

-

T Yy

Tedy nejdiiv jdeme kus x po pravém biehu, pak preplaveme sikmo do bodu na levém biehu
vzdaleném gy od stanu, nakonec dojdeme kus y po levém biehu.

Muze mit draha jiny tvar? Tézko, pokud prijmeme, ze draha, kterou se dostaneme nejrychleji
z bodu do bodu za predpokladu, ze v kazdém misté prostoru se pohybujeme stejné rychle, je
usecka spojujici tyto dva body.

Celkovy ¢as je t = 2+ 4/0.12 4 (0.3 — 2 — y)2+ 5y (hodin). Ten chceme minimalizovat pro
proménné z,y € R. Vsimnéte si, ze nepotiebujeme omezeni x,y > 0 ani z + y < 0.3, nebot’ i
bez nich dostaneme pripustné drahy. Ovsem tyto dréahy ocividné nejsou optimalni, protoze pro
x < 0 bychom na zacatku hloupé kréaceli pry¢ od stanu, pro y < 0 bychom doplavali az za stan,
a pro z +y > 0.3 bychom zase plavali pry¢ od stanu. Takze kdybychom tato omezeni pridali,
tloha by se nezménila (tj. omezeni jsou redundantni).

Mame tedy tlohu se dvéma proménnymi bez omezeni. Ovsem proménné se vyskytuji jen
v souctu, tedy oznacime-li z = x +y, je t = éz +1/0.12 4 (0.3 — 2)? (samoziejmé vidime i z
obrazku, ze x nebo y muzeme uvazovat nulové bez ijmy na obecnosti). Pomoci derivace ziskdme
staciondrni bod z = 0.3 — v/2/40 km = 264.6 m. Minimélni ¢as je ¢ ~ 0.19428 hodin, tedy asi
11.7 minut. ¢

Priklad 1.4. Zlodéj ma zebiik délky 1 a potfebuje se dostat ptes svislou zed’ ze strany, kde
terén (v obrazku cervené) stoupd s konstantni (kladnou) smérnici k. Jak daleko od zdi musi
zlodéj zebiik zapichnout do zemé, aby jeho druhy konec dosdhl co nejvyse na zed'? Jaky bude
v tom pripadé 1ihel mezi zebiikem a terénem?

Nakreslime situaci (levy obrazek):

svisla zed svisla zed
C C
zebrik delky 1 zebrik delky 1
teren teren
Dl ol bf 9
kxi A f(x)i
O=— =B Ol »B
X X

Hleddme hodnotu z, kterd maximalizuje vysku vrsku zebiiku na zdi |OC| = kx + /1 — 22, za
podminky x > 0 (protoze zebiik nemuzeme zapichnout za zed’). Tuto podminku ale muzeme
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ignorovat, protoze zjevné zadna poloha s z < 0 nebude optimdlni (vrsek bude niz nez pro
jakékoliv z > 0). Tedy opét analyza jedné proménné: podminka stacionarity je k = x/v/1 — 22,
z toho x = 1/4/1+ 1/k%. Jedna se o maximum, coz muzeme ovérit pomoci druhé derivace
(musi byt zdporna), ale je to i vidét.

Ukézeme, ze pro optimalni = bude zebiik kolmy k terénu (tj. « = 7/2). Z podminky k =
x/v1—2? vidime, ze |AD|/|CD| = k, protoze |AD| = = a |CD| = v/1 — 2. Ale z definice
smeérnice je také kx/x = |DO|/|AD| = |AB|/|BO| = k. Tedy pravouhlé trojihelniky DCA,
BOA a DAO jsou si podobné. Protoze soucet tihlu v trojuhelniku je 7, tthel CAO (tj. a) musi
byt pravy.

Tento vysledek jsme mohli uhodnout nasledujici tivahou: pokud a < 7, pak zmensenim x
vrsek zebitku C' povyleze vzhuru. Podobné pro a > 7 a zvétseni z. Kdyz ale a = 7, pak
zmensen{ i zvétSeni z zpusobi pokles bodu C. Jinymi slovy, z obrdzku vidime, Zze o = 7 je
lokalni maximum.

Ulohu nyni zobecnime tak, ze terén nemd tvar primky f(x) = kz, ale obecné neklesajici
diferencovatelné funkce f(z) (viz obrazek nahote vpravo). Dosahuje-li zebfik na zdi (bod C)
nejvyse, jaky bude thel (opét oznaceny «) mezi zebitkem a terénem? Minimalizujeme vyraz
f(x) + /1 — 22, Stacionarni podminka je f'(x) = x/+v/1 — x2. To opét znamend, ze je zebiik

kolmy k terénu (odvozeni podobné jako minule). ¢

Priklad 1.5. Jdete chodbou o sitce 8 m, ktera zataci do pravého uhlu a zaroven se zuzuje na
sitku 1m (viz obrazek). Jakd je nejvetsi mozna délka rovné tuhé tyce, se kterou lze zatdckou
projit? Pozaduje se, abyste ty¢ drzeli stale vodorovneé.

Nejdelsi ty¢, se kterou projedeme, se uré¢ité bude dotykat vnitintho rohu chodby (viz obra-

zek):

Uvazujme pravouhly trojihelnik, jehoz pfepona je ty¢ (na obrazku cervené) dotykajici se tohoto
rohu a odvésny jsou oznaceny x a y. Potfebujeme najit délky = a y, pro které bude délka odvésny
minimélni (to bude chvile, kdy bychom uz delsi ty¢ nepronesli). Trojtihelnik mé vrcholy (0, 0),
(,0) a (0,y). Z podobnosti trojihelniki mame (x — 1)/1 = 8/(y — 8). Za této podminky
minimalizujeme ¢tverec délky odvésny x? + y2. Méli bychom pfidat jesté podminky x,y > 0,
ale opét se snadno ukéaze, ze v optimélnim teseni budou splnény.

Z podminky vyjadiime y = (8z)/(x — 1) = 8/(1 — 1/z) a dosadime do kritéria, takze
minimalizujeme x?+64/(1—1/z)?. Stacionarni podminka je 2z(z3 —3z*+3z—65)/(x—1)3 = 0,
coz je ekvivalentni 2z(x3 — 322 + 3x — 65) = 0 za predpokladu x # 1. Bohuzel, to je rovnice
4. stupné. Jeji jediné realné feSeni je x = 5, coz se dda uhodnout nebo pouzit vhodny numericky
algoritmus. Z toho y = 10. Tedy nejvétsi mozna délka tyce je /a2 + y2 = /52 + 102 = 5v/5 ~
11.18034.

Existuje jiny, jednodussi zpusob feSeni, kterym se navic vyhneme rovnici 4. stupné. Délku
tyce lze napsat jako 8/ cosa + 1/sina kde « je uhel mezi tyci a osou z. Hleddme «, pro které
je tato délka minimalni. Stacionarni podminka je 2sin o = cos «, tedy tana = % Lze ovérit, ze
jde o minimum. ¢




Priiklad 1.6. Na zahradé vam rostou melouny. Dnes je jich tam 200 kg. Kazdy den melouny
narostou o 5kg, ale cena 1kg melounu na trhu klesne o 10 haléitu. Pokud dnesni cena 1kg
melount na trhu je 9 K¢, jak dlouho mate ¢ekat se sklizni, abyste dosahli co nejvétstho zisku?
Predpokladejte, ze melouny sklidite a prodate tentyz den.

Cena na trhu za ¢ dnu je (200 + 5¢)(9 — t/10) = —t*/2 + 25¢ + 1800. Chceme najit takové ,
pro které tato funkce bude maximélni. Porovnéanim derivace s nulou dostaneme stacionarni bod
t = 25, ktery je maximem.

Ovsem pozor: spravné jsme méli pozadovat, aby ¢ bylo nezaporné a celociselné, tedy ¢ > 0
at € Z. V nasem pripadé jsme méli stésti a optimalni feseni ¢ tyto podminky splnuje. I kdyby
je nespliovalo, snadno bychom z néj spocetli optimélni feseni, které by je spliovalo (jak?).

Prakticky zaméreny ¢tendr namitne, ze zadny zelinar by to takto nedélal. Hmotnost melounu
ani jejich vykupni cena nejsou linearni funkce casu a skutecné funkce neni snadné odhadnout.
I kdyby je zelinar znal, jeho kritériem neni jen velikost zisku z melounu, protoze napt. péstuje
i spoustu jinych véci a v den optiméalni sklizné melounu zrovna musi okopavat okurky.

Vétsina slovnich tloh v téchto skriptech bude takto nerealisticky zjednodusena (pujde o tzv.
toy problems). Skutecné ulohy z optimalizaéni praxe jsou obvykle piilis slozité na to, abychom
je v tomto kursu dokazali uvést a vysvétlit. Tato slozitost je ovSsem ¢asto jen kvantitavniho razu
(vice proménnych a vice omezeni), typ dlohy je stejny jako u nasich zjednodusenych tloh. ¢

Priklad 1.7. Resme tuto linearni soustavu tfech rovnic o dvou neznamych:

z+2y==6
—r+ y=3
r+ y=4

Tato soustava nema feSeni (je preurc¢end). Chceme najit alespon priblizné reseni.

Termin ‘priblizné feseni’ neni jednoznacny, ruzni lidé jim mohou myslet ruzné véci. Nejcas-
t&ji uzivana formulace je minimalizovat soucet ¢tvercti® zbytku (residui) jednotlivych rovnic.
Tedy minimalizujeme funkci

flx,y)=(x+2y =6+ (—x+y—3)* + (. +y — 4)*

na mnoziné R?. Je jasné, ze f(x,y) > 0 pro viechna z,y € R, kdyby totiz f(z,y) = 0 pak by
x,1y bylo feseni soustavy. Minimum funkce f najdeme snadno, protoze f je kvadraticka funkce
dvou proménnych. Nutna (a zde i postacujici) podminka na minimum je nulovost parcialnich
derivaci.

Jiny zpusob, jak formalizovat termin ‘priblizné feseni’; je minimalizovat funkci

flz,y)=|z+2y—6|+|—x+y—3|+|z+y—4|

Zde uz nam derivace nepomohou. Uvidime, Ze 1loha je konvexni a da se prevést na linedrni
programovani. ¢

Piiklad 1.8. Vime, Ze redlnd velicina y z4visi na redlné veliciné x kvadraticky, tj. y = az? +
bx + c. Nezname ovSem koeficienty a, b, c. Namérili jsme hodnoty veliciny y pro m hodnot
veli¢iny z, tj. mame dvojice (z;,y;),. Jak najdeme koeficienty a, b, ¢?

4Ctverec’ &isla znamend jeho druhou mocninu. Tento historicky termin je jednak hezky a jednak se pouzivé
tak ¢asto, ze ho budeme pouzivat i my.



To je uloha na linedrni regresi. Lze ji formulovat ve smyslu nejmensich ¢tvercu jako mini-

malizaci funkce
m

fla,b,c) = Z(am? + bx; + ¢ — y;)?
i=1
pres proménné a,b,c € R. Tato formulace ma statistické oduvodnéni (z principu maximélni
vérohodnosti) za predpokladu, ze ¢isla xq, ..., 2, méfime presné a nepfesnosti méfeni ¢isel
Y1, - -+ Ym jsou 1.i.d. normdlni s nulovou stfedni hodnotou a stejnou varianci. Minimum kvad-
ratické funkce f opét najdeme porovnanim parcidlnich derivaci s nulou. ¢

Priklad 1.9. Jsou dany body a; # by a ay # by v prostoru R". Najdéte vzdédlenost primky
prochazejici body aj, by od primky prochazejici body as, by (tj. vzddlenost mimobézek, neboli
délka pricky mimobézek).

Vime, ze i-t4 (kde ¢ = 1,2) pfimka je mnozina {a; + a(b; — a;) | @« € R}. Hleddme bod
na prvni piimce a bod na druhé piimce tak, aby jejich vzdédlenost byla co nejmensi. Tedy
minimalizujeme funkci

flar,az) = [lar + ai(by — a1) — as — as(by — ay)|f?, (1.14)

kde
x|l = (27 4 -+ +22)"?

oznacuje eukleidovskou normu vektoru x € R"™. Funkce (1.14) je opét kvadratickd funkce dvou
promeénnych. ¢

Priklad 1.10. P4n® u stdnku proddvd lupinky za 120 Ké&/kg a hranolky za 76 Ké/kg. Na
vyrobu 1kg lupinkt se spotiebuje 2kg brambor a 0.4kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolku se
spotiebuje 1.5 kg brambor a 0.2 kg oleje. Je nakoupeno 100 kg brambor a 16 kg oleje. Kolik ma
pan vyrobit lupinku a kolik hranolku, aby co nejvice utrzil? Pritom nepocitame cenu surovin
a predpokladame, ze vSechny vyrobky se prodaji a nevyuzité suroviny se po pracovni dobé
vyhodi.

Tuto 1lohu lze formalizovat takto:

max 1200 + 76h

za podminek 20 + 1.5h < 100
0.4l + 0.2h < 16
I,h > 0

Optimalni feseni je [ = 20kg lupinkt a h = 40 kg hranolktu. Podotknéme, ze v tomto priklade
jsou omezeni x,y > 0 zbytetna — kdybychom je vynechali, optimdlni feseni by se nezmeénilo (to
je vidét z toho, ze ani jedna z podminek z,y > 0 neni v optimu aktivni). OvSsem kdyby druhu
surovin a vyrobku bylo vice, podminky by zbyteéné nebyly. ¢

Priklad 1.11. Najdéte nejmensi n-rozmérnou kouli obsahujici dané body ay, ..., a,, € R".

5Uloha prevzata z elektronickych skript Petr Hlinény: Optimalizacni ulohy. Kat. informatiky VSB-TU Ost-
rava, 2006.
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Koule se stfedem x a polomérem 7 je mnozina {a € R" | ||x — al| < r}. Ulohu lze tedy
napsat jako

min r
za podminek |x—a;|| <r, i=1,....m
X € R" (1.15)
reR

Mohla by tam byt jesté podminka r > 0, ta je ale zbytetnd, protoze norma je nezaporna.
Uloha (1.15) je konvexni a patii do tiidy programovéni na kuzelu druhého fadu (SOCP), coz
si ovSem fekneme az mnohem pozdéji.
Protoze minimalizaci pfes proménnou r lze udélat explicitné, uloha (1.15) je ekvivalentni
minimalizaci funkce
7(00) = nix [x — (1.16)

na mnoziné R" (tj. bez omezeni). To lze napsat také jako
min max ||x — a|| (1.17)
x€Rn i=1 v ’

Umocnénim podminek na druhou a substituci r?

ekvivalentnim tvaru

= y muzeme ulohu napsat jesté v jiném

min y
za podminek [x —a|* <y, i=1,...,m
e B (1.18)
yeR
neboli (po eliminaci y)
min max ||x — a;||. (1.19)
x€R™ =1 ‘

Uloha (1.18) je konvexn{ tloha kvadratického programovani (QCQP), o které si také pozdéji
rekneme.

Na konvexni QCQP a SOCP existuji numerické metody, které bychom mohli mechanicky
pouzit. Ovsem na tuto ulohu byly vymysleny i specialni algoritmy (hlavné pro ptipady n =2 a
n = 3), které jsou rychlejsi.

Priklad 1.12. Jsou dany body ay, ..., a, € R" a hleddme vektor x = (z1,...,x,) € R™, ktery
minimalizuje (bez omezujicich podminek) funkci

f(x) = ZHX—%HZ- (1.20)

Oznacime-li a; = (a1, ..., @), je Y0 [Ix —aill* = D77, D70 (25 — aij)?, tedy tcelovd
funkce je souctem n funkei, z nichz kazd4 zavisi jen na jedné soutadnici ;. Minimum funkce f
Ize tedy najit tak, ze najdeme minimum kazdé funkce zvlast’ (dloha se ndm tak ‘rozpadla’ na
n nezavislych optimaliza¢nich tloh). Jak snadno spoctete (a jisté jste davno uhodli), minimum
se nabyva v tézisti (a; + - - - + a,,)/m danych bodu. ¢
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Priiklad 1.13. jsou dana cisla aq, ..., a,, € R. Najdéte minimum funkce

Flz) :Z|x—ai|. (1.21)

Seradime ¢isla aq, ..., a,, vzestupné, tedy predpokladéme a; < as < -+ > ap1 < apy.
Funkce f je po castech linedrni (presnéji: je afinni), je diferencovatelnd vsude kromé bodu a;.
Derivace je konstantni pro kazdy interval (a;_1, a;). Najdéte hodnoty téchto derivaci. K tomu si
nejprve ujasnéte, jak vypada funkce |z — a;| pro jediné i a jaka je jeji derivace (derivaci muzete
napsat pomoci funkce signum).

7 derivaci na intervalech usud'te, kde je funkce f klesajici, kde rostouci a kde konstantni.
Nyni je jasné, kde f nabyvd minima: pro m liché je to v bodé a(y11)/2, pro m sudé na inter-
valu [ap /2, Gmyo41]. Argument minima se oznacuje jako medidn cisel aq, ..., an, (pro sudé m se
konvenci bere ¢islo %(am/g, A /2+41)- ¢

Priklad 1.14. Jsou dany body ay,...,a,, € R". Najdéte minimum funkce
F) =) lIx—ail. (1.22)
i=1

Pro n = 1 se funkce (1.22) redukuje na (1.21). Pro n > 2 je teseni ulohy znamo jako geomet-
ricky medidan. OvSem na rozdil od oby¢ejného medidnu se minimum obecné nenabyva v zadném
z bodu ay, ..., a,,. Neexistuje algoritmus, ktery by pro n > 2 nasel minimum funkce (1.22) v
koneéném poctu krokiu. Dobré zprava ale je, Ze tloha je konvexni (patii do t¥idy SOCP, o které
jsme se uz zminili).

Pro pifpad n = 2 m4 tloha jednoduchy mechanicky model®. Do vodorovného prkna vyvr-
tame diry o soutadnicich a;. Kazdou dirou provleceme provazek. Provazky jsou nahote svazané
uzlem do jednoho bodu a dole maji zavazi o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)

je potencidlni energie soustavy a ustaleny stav odpovidd minimu f(x). ¢
Priiklad 1.15. Méjme m bodu ag,...,a,, € R" v n-rozmérném prostoru. Ukolem je rozmistit
dalsich £ bodu x4, ...,x; € R" tak, aby prumérnd vzdalenost bodu a; k nejblizsimu bodu x;
byla co nejmensi. Tedy minimalizujeme tcelovou funkci

Tk
pro neznamé vektory xi,...,x; € R". Uloha je zndma jako shlukovani (angl. clustering). Jako

motivaci si predstavme optimalni rozmisténi cisteren ve vesnici, kde obcas netece voda. Zde
mame n = 2, a; jsou soufadnice domu a x; jsou souradnice cisteren. Chceme, aby priumérna
vzdalenost obyvatele k nejblizsi cisterné byla co nejmensi.

Neni zndm (a pravdépodobné nikdy nebude) algoritmus, ktery by pro libovolny vstup (tedy
libovolné n,m,k € N a ay,...,a,, € R") nasel globaln{ minimum funkce (1.23) za prakticky
prijatelny ¢as. Lze totiz dokézat, ze iloha je tzv. NP-tézka”. V praktické situaci ¢asto pouzijeme
algoritmus, ktery najde pouze priblizné (typicky lokalni) optimum, napt. k-means. ¢

6Toto mechanické zaiizeni je zndmé jako Varignon frame a v minulosti se opravdu pouzivalo na feseni lohy.
Uloha mé bohatou historii, je znama také jako Fermat-Weberuv problém.

"Tento pojem patif do teorie sloZitosti algoritmii, kterou jste jesté nebrali. Zde jen fekneme, ze pro NP-tézkou
tlohu jen maléd nadéje, ze bude nékdy nalezen algoritmus, ktery by tlohu shlukovani fesil v polynomialnim case.
Algoritmus tesi tlohu v polynomidlnim case, jestlize existuje polynom p takovy, ze pro kazdy vstup najde resent
v ¢ase mensim nez p(L), kde L je pocet bitu pottebnych k zdpisu vstupu.
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Piiklad 1.16. Necht’ (V) E) je ohodnoceny neorientovany graf, tj. V' je konetnd mnozina,
EC (‘2/) je mnozina dvouprvkovych podmnozin V', a je ddno zobrazeni ¢: E — R (tedy kazda

hrana {i,j} € F ma prifazené ¢slo ¢;;). Uloha na mazimdind fez (mazimum cut)® v grafu zni

max Z Cij Ty
tegyel 1.24
za podminek 2? =1, i€V (1.24)

i =

r, €eR, eV

Ucelové funkee je kvadraticks (dokonce bilinedrni) a mame |V| kvadratickych omezeni typu
rovnosti. Kazdé omezen{ z7 = 1 je ekvivalentni x; € {—1, 1}, tedy mnozina ptipustnych feSeni
mé konecny pocet (2IV1) prvki a jednd se tedy o kombinatorickou tilohu. Vsimnéte si ze, pifsné
vzato, omezeni nemuzeme psat jako z; € {—1,1}, protoze to neni ve tvaru (1.10). Jednd se
o klasickou NP-tézkou tlohu, proto uz pro nékteré pomérné malé tlohy je prakticky nemozné
najit globalni optimum. ¢

1.4 Cviceni

1.1. Vyteste nasledujici ulohy, pficemz slovni lohy nejdiive formulujte ve tvaru (1.10). Staci
vam k tomu papir, tuzka, zdravy rozum a analyza funkeci jedné proménné. Vsimnéte si,
ze nékteré tlohy lze prevést na hledani extrému funkce jedné proménné na intervalu, coz
umite z analyzy funkci jedné proménné.

a) min{z? +y* |2z >0, 2y > 1}

) min{ (x —2)°+ (y—3)* [2? <1, y* < 1}

¢) min{zx |z eR, z>a;Vi=1,...,n} prodand ay,...,a, € R

) Mate vyrobit papirovou krabici (véetné vika) o objemu 72 litru, jejiz délka je dvoj-

nasobek jeji sitky. Jaké budou jeji rozméry, mé-li se na ni spotiebovat co nejméné

papiru? Tloust’ka stén je zanedbatelna.

e) Jaké ma rozmeéry vélec s jednotkovym objemem a nejmensim povrchem?

f) Najdeéte rozmeéry pullitru, na jehoz vyrobu je tteba co nejméné skla. Tloust’ka stén
je zanedbatelné.

g) Najdéte obsah nejvétsiho obdélnika vepsaného do kruznice s polomérem 1.

h) Obdélnik v roviné m4 jeden roh v pocatku a druhy na kiivce y = x? + 272, pticemz
jeho strany jsou rovnobézné se souradnicovymi osami. Pro jaké x bude jeho obsah
minimalni? Muze byt jeho obsah libovolné veliky?

i) Najdéte bod v roviné na parabole s rovnici y = 22 nejblize bodu (3, 0).

j) Hektarova oblast obdélnikového tvaru se ma obehnat ze tii stran zivym plotem,
ktery stoji 1000 korun na metr, a ze zbyvajici strany oby¢ejnym plotem, ktery stoji
500 korun na metr. Jaké budou rozméry oblasti pfi nejmensi cené plotu?

k) x,y jsou ¢isla v intervalu [1, 5] takova, Ze jejich soucet je 6. Najdéte tato cisla tak,
aby zy? bylo (a) co nejmensi a (b) co nejveétsi.

8Uloha byla intenzivné studovana nejen v kombinatorické optimalizaci, ale také ve statistické fyzice pod
nazvem hleddani minimdini energie Isingova modelu.
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1) Hleda se n-tice ¢isel a1, ..., z, € {—1, 1} tak, ze jejich soucin je kladny a jejich soucet
minimélni. Jako vysledek napiste (co nejjednodussi) vzorec, ktery udava hodnotu
tohoto minimalniho sou¢tu pro obecné n.

m) Potkani biatlon. Potkan stoji na brehu kruhového jezirka o poloméru 1 a potiebuje
se dostat na protilehly bod brehu. Potkan plave rychlosti v; a bézi rychlosti vy. Chce
se do cile dostat co nejrychleji, pricemz muze bézet, plavat, nebo zvolit kombinaci
obojiho. Jakou drdahu zvoli? Strategie potkana muze byt ruzna pro ruzné hodnoty v;
a vy, vyreste pro vSechny kombinace téchto hodnot.

n) Normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou ¢ ma hustotu

(@=p)®
pravdépodobnosti p, ,(z) = - 127re_ 22 . Cheeme odhadnout parametry @ a o z
ii.d. vzorku xy, ..., z, z rozdéleni na zdkladé principu maximalni vérohodnosti, tedy

chceme maximalizovat vérohodnost [ 1, pu.o(:).

1.2. Necht’ X je libovolnd mnozina a f: X — R. Necht’ g: R — R je rostouci funkce. Dokazte,

ze argeril(in f(z) = argeril(in g(f(x)).

1.3. Necht’ X je libovolna mnozina, Y C X, a f: X — R. Najdéte co nejobecnéjsi podminku,
za které plati argmin f(z) = Y Nargmin f(x).
zeY zeX

1.4. Dokazte, ze argmin f(z) = argmin g(f(x)) jestlize g: R — R je rostouci funkce.
reX zeX

Napovéda a reseni

1.1.a) Vyfesime tvahou s pomoci obrazku. Mnozina piipustnych feseni je kladnd vétev hyperboly
zy = 1 a oblast nad ni. Ugelova funkce f (z,y) = 2% + 92 je ¢tverec (= druhd mocnina) vzdéle-
nosti bodu (z,y) od pocatku, jeji vrstevnice jsou kruznice se stfedem v pocétku (0,0). Protoze
odmocnina je rostouci funkce, iloha (pfesnéji, jeji mnozina argumentu minima) by se nezménila
(viz Cviceni 1.2), kdybychom uécelovou funkce zménili na /22 + y2, coz je vzdélenost od pocatku.
Optimalni hodnota se proto nabyva v bodé hyperboly nejbliz poc¢atku, tedy v bodé (z,y) = (1,1).

1.1.b) Vyfesime opét obrazkem. Protoze z? < 1 je ekvivalentni —1 < x < 1, mnozina piipustnych

feseni je ¢tverec (i s vnititkem) se stfedem v pocatku a stranou délky 2. Ucelové funkcee je ¢tverec
vzdélenosti od bodu (2, 3). Minimum se nabyvé v bodé ¢tverce nejblize bodu (2, 1), tj. v bodé
(1, 3)

1.1.c) Optimdlni feSeni je nejmensi ¢islo x, které neni mensi nez zadné z éisel aq,...,a,. O¢ividné,
takové cislo je x = max; a;.

1.1.d) Krabice je kvadr se stranami z,2z,y (v decimetrech). Minimalizujeme jeho povrch 6z + 2y za
podminek 2z%y = 72 a x,y > 0. Z této tlohy eliminujeme proménnou y. Prvni podminka je
ekvivalentni y = 36/x2. V§imneme si, ze podminka y = 36/2> > 0 je automaticky splnéna pro
x > 0. Tedy minimalizujeme 6z + 72/2? za podminky = > 0. To spad4 do analyzy funkci jedné
proménné: polozeni derivace rovné nule dé stacionarni bod = = /24 = 2+/3, coz spliuje = > 0.
Mohli bychom ovérit, napt. pomoci druhé derivace nebo tvahou, Ze je to globalni minimum na
intervalu [0, c0).

1.1.h) Minimalizujeme obsah xy obdélnika za podminky y = z? + 272 pfes proménné z,y € R, z #
0 (posledni podminka je kvili #=2). Dosazenim za y pievedeme na minimalizaci funkce jedné
proménné z(z? + 272) = 2% + 1/ (bez omezeni, tedy na intervalu (—oo,c0)).

1.1.i) Minimalizujeme étverec vzdalenosti (z — 3)% + y? za podminky y = 22 pies proménné z,y € R.
Dosazenim za y pievedeme na minimalizaci funkce (x — 3)? + 2% bez omezeni.
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1.1.k) Hleddme extrém funkce zy? za podminek = +y = 6 a z,y € [1,5]. Tuto tlohu pievedeme na

1.10)

tlohu s jedinou proménnou eliminaci napt. y. Z z + y = 6 vyjadiime y = 6 — x. VSimneme si
(ovérte podrobneé!), ze podminka 6 — z € [1,5] je ekvivalentni x € [1,5], coz uz ale mame. Tedy
minimalizujeme z(6 — x)? na intervalu z € [1,5].

Minimalizujeme 1 + - - - + z,, za podminek x1 ---x, > 0a x1,...,z, € {—1,1}. To neni tloha ve
tvaru (1.10), protoze omezeni x; € {—1,1} nejsou v (1.10) dovolena. To ov§em snadno spravime,
protoze je muzeme nahradit ekvivalentnimi omezenimi x? = 1, které uz tvar (1.10) dovoluje.

Stejné ale jde o netypickou ulohu spojité optimalizace, protoze kazdd proménnd muze nabyvat
jen dvou hodnot a tedy mnozina piipustnych feseni ma kone¢ny pocet prvku (jednd se tedy spise
o ulohu kombinatorické optimalizace).

Ulohu vyTesime jednoduchou tdvahou. Aby xy - - -z, > 0, zdpornou hodnotu smi mit sudy pocet
proménnych. Chceme-li minimalizovat x1 + - -+ 4+ x5, pro sudé n tedy nastavime vsechny (pro
sudé n) piip. véechny kromeé jedné (pro liché n) proménné na —1. Optimalni hodnota bude tedy
—n (pro n sudé) a 1 —n (pro n liché).

1.1.n) Tedy chceme maximalizovat [[}_, p,o(z;) pfes o € R a o > 0. Je sikovné misto maximalizace

1.2.

této funkce minimalizovat jeji zdporny logaritmus.

Ukolem je dokazat, ze pro kazdé x* € X plati nasledujici ekvivalence: pro kazdé x € X plati
f(x*) < f(z) pravé tehdy, kdyz pro kazdé = € X plati g(f(z*)) < g(f(x)). To je ale zjevné,
protoze pro kazdou rostouci funkci g: R — R a kazdé a,b € R plati a < b < g(a) < g(b).
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Cést I

Pouziti linearni algebry v optimalizaci
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Kapitola 2

Maticova algebra

Cilem této kapitoly je zopakovat a prohloubit si schopnost manipulovat s vyrazy obsahujicimi
matice a vektory, aniz bychom zatim pouzivali abstraktnéjsi pojmy z linearni algebry jako napf.
linearni nezavislost.

Reélnd matice rozméru mxn, kde m,n € N, je tabulka redlnych ¢isel s m fadky a n sloupcil,

a1y - Qip
A=lagl=|: . |,

Am1 - Qmn

kde a;; jsou prvky matice?. Mnozinu vsech redlnych matic rozméru m X n znacime R™*™,
Pouzivaji se tyto nazvy:

e Pro m = n se matice nazyva ¢tvercova a pro m # n obdélnikova, pricemz pro m < n je
Siroka a pro m > n je uzka.

e Diagonalni prvky matice jsou prvky aiy,...,a,,, kde p = min{m,n}. Matice je dia-
gondlni, kdyz vsechny nediagonalni prvky jsou nulové, tedy a;; = 0 pro vsechna ¢ # j.
Vsimnéte si, ze diagondlni matice nemusi byt ¢tvercova. Ctvercovou (m = n) diagonalni
matici zna¢ime A = diag(aj, az, ..., Gpy).

e Nulova matice ma vSechny prvky nulové. Znacime ji 0,,, (pokud jsou rozméry m,n jasné
z kontextu, pak pouze 0).

e Jednotkova matice je ¢tvercova diagondlni, jejiz diagonalni prvky jsou jednicky. Znacime
ji I, (pokud je rozmér n jasnd z kontextu, pak pouze I). Prvky jednotkové matice muzeme
oznacit symbolem ‘Kroneckerovo delta’,

_{0 kdyz i # 7§,

= o (2.1)
1 kdyzi=j.

ij

e Horni [dolni] trojihelnikovd matice md a;; = 0 pro vSechna ¢ > j [i < j|. Viimnéte si,
ze horni/dolni trojihelnikova matice nemusi byt ¢tvercova.

e Permutacni matice je ctvercova matice, ktera ma v kazdém sloupci praveé jednu jednicku,
v kazdém radku pravé jednu jednicku, a ostatni jsou nuly.

'Formalnégji mizeme matici definovat jako zobrazeni {1,...,m} x {1,...,n} — R, podobné jako vektor
(z1,...,2n) € R™ lze povazovat za zobrazeni {1,...,n} — R.
2Nékdo znaéf prvky matice A jako A;j, coz mé své vyhody, my se ale budeme drzet ¢astgjstho a;;.
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2.1 Operace s maticemi

2.1.1 Sc¢itani a nasobeni skalarem

Matice lze nasobit redlnym cislem a scitat po prveich:

e Soucin ¢isla o € R a matice A € R™*" je matice «A = Aa = [aa;j] € R™*".

1 A
Sou¢in —A muzeme psat kratce jako — nebo A /. Souéin (—1)A piseme krétce jako —A.
a a

e Soucet matic A, B € R™*" je matice A + B = [a;; + b;;] € R™*".
Rozdil matic je A — B = A + (—B).
Pro pevna m,n € N tvoii mnozina R"™*" vybavena témito dvéma operacemi linearni prostor

nad télesem R. Prvky tohoto télesa, tedy ¢isla o € R, se nazyvaji skalary. Zduraznéme, ze
slovo skaldr nema vyznam samostatné, ale vzdy jen v kontextu néjakého linearniho prostoru.

2.1.2 Maticovy soucin

Maticovy soucin matic A € R™*? a B € RP*" je matice AB = C € R™*" s prvky
p
cj= Y amby, i=1...m, j=1,..n (2.2)
k=1

Vsimnéte si, ze nasobit lze jen matice, které maji vnitini rozmeér (p) stejny. Vlastnosti matico-
vého soucinu:

e (AB)C = A(BC) (asociativita)
e (A+B)C=AC+BCaA(B+C)=AB + AC (distributivita se s¢itanim)
e ATl = A =TA (neutralita jednotkové matice)
e («A)B = A(aB) = a(AB) (asociativita s ndsobenim skalary)
Obecné neplati AB = BA (maticovy soucin neni komutativni)!
Zduraznéme, ze skalar nelze povazovat za ‘matici’ rozméru 1 x 1, i kdyz to k tomu svadi.
Vyraz aA neni maticovy soucin, uz proto ze vnitini rozmeér matic by byl obecné ruzny. Nasobeni

matice skalarem je zkratka jina operace nez maticovy soucin.
Pro ¢tvercovou matici A se maticovy soucin

AP =AA.-- A (2.3)
N———

k-krat

nazyvé k-t4 mocnina matice. Definujeme A° = I. Odligujte od kartézského souc¢inu mnoziny
A se sebou k-krét, ktery také znacime A* (viz §1.1.1).

2.1.3 Transpozice

Transpozici matice A = [a;;] € R™*" znacime AT = [a;;] € R™™. Vlastnosti transpozice:
o (aA)T = AT
o (ATYT = A
e (A+B)T =AT + BT
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e (AB)T = BTAT
Ctvercovd matice se nazyva
e symetricka, kdyz AT = A, tj. a;; = aj;,
e antisymetricka, kdyz AT = — A tj. a;; = —a;; (z ¢ehoz plyne a; = 0).

2.1.4 Inverze

Kdyz pro matice A € R™™ a B € R™*" plati
AB=1,, (2.4)

matice B se nazyva prava inverze matice A a matice A se nazyva leva inverze matice B.
Matice muze mit obé tyto inverze, nebo jen jednu z nich, nebo nemusi mit ani jednu. Kdyz ma
matice pravou nebo levou inverzi, tato nemusi byt jedind. Nasledujici tvrzeni budeme schopni
dokézat® az v §3.2.3, zatim si je pamatujte:
e Prava inverze matice existuje, pravé kdyz ma matice linedrné nezavislé radky. Specialné,
je-li matice uzka, nemuze mit pravou inverzi.
e Leva inverze matice existuje, pravé kdyz ma matice linedarné nezavislé sloupce. Specialné,
je-li matice siroka, nemuze mit levou inverzi.

Ma-li matice pravou i levou inverzi, pak se obé inverze rovnaji a jsou jediné. Opravdu, z
AB =1a CA =1 plyne C = CAB = B. Pak mluvime pouze o inverzi matice a znacime
ji A~ Z tvrzeni vyse navic plyne, ze A i A% jsou Etvercové. Matice, kterd ma inverzi, se nazyva
invertovatelni nebo regularni. Ctvercové matice, kterd nems inverzi, se nazyvé singuldrni.
Vlastnosti inverze:

e AAl=T=A"1A

o (ATH)1=A

°

o (dA)t=atA!
(

2.1.5 Determinant

Determinant ¢tvercové matice A € R™ " lze definovat vzorcem
n
det A = ngncrHaw(i), (2.5)
o =1

kde sc¢itame pres vSsechny permutace o prvkua 1,...,n (tj. bijekce o: {1,...,n} — {1,...,n}),
pricemz sgn o oznacuje znaménko permutace. Nékteré vlastnosti determinantu:

o detI=1
e det(AB) = (det A)(det B)
o det A~' = (det A)~! (plyne z predchoziho pro B = A1)

3Je zajimavé, ze pouze z definice (2.4) (tedy bez pouziti pojmi jako linedrni nezavislost, hodnost nebo linedrni
zobrazeni) nejspis nelze dokédzat, ze izkd matice nemuze mit pravou inverzi. Schvélné, zkuste najit dikaz!
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o det AT = det A
e det A = 0 praveé tehdy, kdyz A je singularni

e Determinant je multilinearni funkce sloupcti matice, tj. je linearni funkei libovolného sloupce,

jsou-li vSechny ostatni sloupce konstantni.

e Determinant je alternujici funkce sloupcu matice, tj. prohozeni libovolnych dvou sloupcu

zméni znaménko determinantu.

Lze dokéazat, ze prvni a posledni vlastnost determinant jednoznacné definuji, tj. neni zadna jina

funkce R™" — R s témito dvéma vlastnostmi.

existuje pravé jedna funkce f: R™*"™ — R takovd, ze f(I) =1 a f(AB) = f(A)f(B) pro

libovolné A, B. (Vyhovuje i pro f(X) =1.)

2.1.6 Stopa

Stopa (angl. trace) ¢tvercové matice A € R™ ™ je soucet jejich diagondlnich prvku, znaci se

trA=ay;+ -+ app.

Vlastnosti (dokazte!):
e tr(A+B)=trA+trB
o tr(aA) =atrA
° tr(AT) =trA
e tr(AB) = tr(BA) pro kazdé A € R™™ a B € R™™ (tzv. cyklicnost stopy)

Z posledni rovnosti plyne napi. tr(ABC) = tr(CAB), protoze tr(DC) = tr(CD) kde D
Podobné napt. tr(ABCD) = tr(CDAB). Ale neplati napt. tr(ABC) = tr(CBA).

2.1.7 Standardni skalarni sou¢in a norma
Standardni skalarni soucin matic A, B € R™*" se definuje jako
= 2.2 aibi.
i=1 j=1
Standardni skaldrni soucin lze pocitat pomoci stopy a naopak:
(A,B) = tr(ATB)
trA = (I, A)
(pro ditkaz (2.8) si napiste diagondlni prvky matice ATB).
Z definice (2.7) snadno dokazeme nasledujici vlastnosti skalarntho souc¢inu:

e (A B)=(B,A) (komutativita)

* (A,B) = (AT,BT)
e (0A,B) =a(A,B) = (A, aB)
e (A+B,C)=(A,C)+(B,C)a(A,B+C)=(A,B)+ (A, C)
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Méné ocividné je chovani skaldrnfho soucinu vzhledem k maticovému soucinu?:
(AB,C) = (B,A”C) = (A,CB"). (2.10)
Prvni identitu dokazeme napt. takto:
(AB,C) = (C,AB) = tr(CTAB) = tr((A"C)"B) = (A'C,B) = (B, A" C).

Druhou identitu dokazeme podobné (proved’te!).
Skalarni soucin (2.7) indukuje normu matice A € R™*" jako

m n 1/2
|A] = (A, A) = Vtr(ATA) = \/tr(AAT) = (ZZ@) : (2.11)

i=1 j=1

Existuji i jiné maticové normy (které neuvadime). Maticovd norma (2.11) se nazyvé Frobeni-
ova norma a pokud ji chceme odlisit od jinych norem, znacime ji || - ||g.

2.2 Matice s jednim sloupcem nebo jednim radkem

Matici s jedinym sloupcem (tedy prvku R"*1) se také k4 sloupcovy vektor a matici s jedinym
iddkem (prvku R*") fadkovy vektor. Linedrn{ prostor R"*! matic s jedinym sloupcem je
‘skoro stejny’ (je s nim isomorfni) jako linedarni prostor R™ usporddanych n-tic (x1,...,z,).
Proto je zvykem tyto dva prostory ztotoznit a bez upozornéni prechézet mezi obéma vyznamy.
Prvkam

x
X = (T1,...,2,) = : € R" = R™!
—_———
usporadand n-tice Tn
——

matice n x 1

tohoto prostoru budeme fikat krétce vektory. Slovem vektor (bez privlastku) tedy rozumime
sloupcovy vektor (tj. matici s jednim sloupcem) nebo uspofadanou n-tici ¢isel. Zopakujme, ze
usporadané n-tice (prvky kartézského soucinu) znacime kulatymi zavorkami (viz §1.1.3), kdezto
matice znacime hranatymi zavorkami.

Totéz bychom samoziejmé mohli udélat s fadky (tj. ztotoznit prostory R™ a R'*"), ale pre-
vladajici konvence je délat to se sloupci®. Checeme-li tedy napsat fddkovy vektor, miizeme napsat
x € R ale to se vétsinou nedéld, nebot’ mald tuénd pismena obvykle oznacuji prvky R™.
Rédkovy vektor proto radéji piseme jako x” kde x € R”, z ¢éehoz plyne xT € R™,

Popsané ztotoznéni je dulezité, protoze nyni se k vektorum x € R™ muzeme chovat jako
k maticim, tj. muzeme je maticové nasobit jinymi maticemi, transponovat, apod. Uved'me
dulezité pripady, kdy se v maticovém sou¢inu vyskytuji vektory:

e Pro A € R™" a x € R” je vyraz Ax maticovy souCin matice m X n a matice n x 1,

coz je (sloupcovy) vektor délky m. Je to vlastné linedrni kombinace sloupcu matice A

s koeficienty x (viz §3.2).

4V obecném linedrnim prostoru se skalarnim souéinem vlastnost (f(z),y) = (x, f*(y)) definuje adjungované
linedrn{ zobrazen{ f* k linedrnimu zobrazeni f. V nasem jednoduchém ptipadé, kdy méme zobrazeni f(x) = Ax
a standardn{ skalarnf souéin, je f*(y) = ATy, tedy adjunkce splyva s maticovou transpozici.

SVyjimkou jsou napi. poéitacovi grafici, pro které ‘vektor’ bez pifvlastku znamens iadkovy vektor.
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e Pro A € R™" a x € R™ je vyraz x A maticovy soucin matice 1 x m a matice m x n, coz
je tadkovy vektor délky n. Je to vlastné linearni kombinace fadku matice A s koeficienty x.

e Pro x,y € R" je vyraz
XTy =211+ T TpYn = <X7 y> (212)
maticovy soucin fadkového vektoru x” a sloupcového vektoru y. Vysledek je skaldr, znamy
jako standardni skaldrni souéin vektoru x a y. Druhd rovnost iiké (ovérte!), ze je
to specidlni piipad skaldrniho souc¢inu matic (2.7), ve kterém povazujeme X,y za matice

s jednim sloupcem. Pro standardni skalarni soucin vektoru budeme v dalsim textu vzdy
pouzivat znaceni x'y a ne (x,y).

e Prox e R"ay e R"” je vyraz

T1Yr 0 TilYn
xy!=| + . ¢ | eR™™ (2.13)

matice m x n, které se nékdy ifkd vnéjsi souéin vektorti x a y nebo dyada®.

Symbol 1,, = (1,...,1) € R™ znaci (sloupcovy) vektor s jednickovymi slozkami. Pokud n
plyne z kontextu, piseme jen 1. Pifklad: pro x € R" je 17x = z; + --- + z,,. Jiny piiklad:
jednotkovou matici muzeme znacit (i kdyz se to tak nedéld) I = diag 1.

Symbol e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R" (jednicka na i-tém misté) znaci i-ty (sloupcovy)
vektor standardni baze, kde pocet n slozek vektoru e; je urcen kontextem. Standardni baze
tvori sloupce jednotkové matice, [el e en] =1,.

2.3 Matice sestavené z bloku
Matici je mozno sestavit z nékolika jejich podmatic (zvanych téz bloky) jako
Ay - Ay,

. : e R™*" (2.14)

Aml e Amn

kde Aj; € R™>*" am =3, m;an=}  n; Napi.

8w BB

kde v prvnim prikladu musi mit napt. matice A, B stejny pocet fadku a matice A, C stejny
pocet sloupcu. V poslednim prikladu jsou rozmeéry jednotkové matice I a nulové matice O urceny
rozméry matic A, D. V Matlabu matice (2.15) napiseme jako

(A B; C D], [AB], [A;B], [A eye(m); zeros(n) D] (kde [m,n]=size(A)).

6Dydda se d4 povazovat za tensorovy soucin dvou vektorii v maticové notaci. Ovsem tensorovy soucin je
abstraktnéjsi a obecnéjsi pojem.
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Pti ndsobeni matic sestavenych z blokt 1ze neformélné uzit obvykly vzorec (2.2) pro nasobent
matic, ve kterém si misto prvku matice predstavime bloky. Formalné,

Ay - Ay | B -0 B Cu -+ Gy
: : : Sl =0 : (2.16)
Aml Amp Bpl Bpn le Cmn
kde
p
Cij: Aik‘Bk‘j7 izl,...,m, ]:1,,’/’L (217)
k=1
Priklady:
A B| |X AX +BY C A AE AF
{C D} {Y] = [CXJFDY} [ B {D} = AC+BD, M [E F]= {CE CF] '
Casto je uzitetné vnimat matici A € R™*" jako matici sestavenou z bloki
A=la - a,], (2.18)
kde sloupcové vektory ai,...,a, € R™ jsou sloupce matice A. Matici lze také vnimat jako
sestavenou z bloku
T
aj
T
A=|:|=la - ay], (2.19)
a,
kde fddkové vektory” al’, ... al jsou fadky matice A, pficemz ay, ..., a,, € R™.
Vyjaditme-li matici A € R™*P pomoci sloupcu a matici B € RP*™ pomoci radku, je
bi
AB=[a;, -+ a) | : | =ab] +--+a,b]. (2.20)
bT
P

Vyjadrime-li naopak matici A € R™*P pomoci radku a matici B € RP*" pomoci sloupct, je

al alB alb, ... alb,
AB=|: | [by .-+ b, =[Ab; --- Ab,] = : = : : . (2:21)
al al B alb, --- alb,

2.4 Co je soustava linearnich rovnic?

Soustava rovnic je linedrni, jestlize se v zadné rovnici proméné nevyskytuji v mocninach
(napf. z?) ani v soucinech (napi. xy). Neboli prava i levd strana kazdé rovnice je polynom
vice proménnych nejvyse prvniho stupné. Kdyz pojmenujeme proménné jako xq,...,x,, kaz-
dou linearni soustavu m rovnic s n neznamymi jde zapsat jako

anzy + -+ apr, = by,

A1 1 + -+ QppTp = bma

"Vektory a; samoziejmé oznacujf jiné vektory v (2.18) a v (2.19).
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neboli

n
E aijxj:bi7 Z:L,m
J=1

neboli

Ax = b, (2.22)
kde A € R™" b € R, x € R™. Soustava je homogenni pokud b = 0 (tj. kazdé z ¢isel
b1, ..., by je nulové), v opaéném piipadé (aspon jedno z ¢isel by, ..., b, je nenulové) je neho-
mogenni.

Chceme-li tesit linearni soustavu na pocitaci, prislusné algoritmy casto vyzaduji soustavu
ve tvaru (2.22), tj. vSechny neznamé jsou soutfedéné do jediného vektoru. Napr. v Matlabu
se TeSeni soustavy (2.22) spoc¢itd jednoduse jako x=A\b (zde predpokladdme, ze soustava ma
prave jedno feseni)). Ovsem ne vzdy dostaneme linedrni soustavu v tomto tvaru. Prepisujeme-
li takové soustavy do tvaru (2.22), muzeme snadno udélat chybu. Existuji zpusoby, jak to délat
elegantnéji a obecnéji®, viz nasledujici pifklady a Cviceni 2.6.

Priklad 2.1. Soustava
Ax =D, (2.23a)
ATy =x, (2.23b)

kde x € R" ay € R™ jsou neznamé a A € R™"™ a b € R jsou dany. Je to linearni soustava
m~+n rovnic s m+n neznamymi. Tuto soustavu muzeme napsat ve tvaru (2.22) (kde samoziejmé
pismena A, b znamenaji néco jiného nez v nasi soustavé) takto:

iRt

Samorejmeé, ze soustavu (2.23) lze vytesit i jinak. Dosadime x z druhé rovnice do prvni, coz
dd AATy = b. Tuto rovnici vyfesime pro y (pokud m4 feseni) a spocitdme x z druhé rovnice. 4

Priklad 2.2. Homogenni linedrni soustava

alx=ab; Vi=1,....m
kdex € R"a ay,...,q,, jsouneznamé a ay,...,a,, € R"aby,...,b, € R jsou dany. Oznacime-
) T o . ,
i A= [al am} eR™" b= (b,...,bn) ax=(ay,...,q,), pak soustavu muzeme psat

jako Ax = (diagb)a, neboli

[A —diagb] L’j =0. .

8 Abychom fekli pfesné, co znamens ‘obecnéji’, musime rozlisovat mezi instancs linedrni soustavy, coz je jedna
konkrétni soustava, a nekonednou mnoZinou instanci linedrnich soustav v urcitém tvaru (kterou nékdy krétce
nazyvame problém nebo tloha; to jsou pojmy z teorie sloZitosti algoritmi). Napt. soustava { t—2y =1, —x4y =
3} je instance, ale (2.23) je nekoneénd mnozina linedrnich soustav, jejiz kazdy prvek je urcen konkrétni dvojict
(A, b). Pievodem tlohy (2.23) do tvaru (2.22) pak rozumime algoritmus, ktery pro libovolnou dvojici (A, b)
najde dvojici (A’,b’) tak, ze soustava (2.23) bude ekvivalentni soustavé A’x’ = b’ kde x’ = (x,y).
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Priklad 2.3. Soustava

n
wy=a;, i=1,....m, (2.24a)
j=1
m
wy=b, j=1,....n, (2.24D)
i=1
kde x11, ..., Tm, € Rjsouneznamé a aq, ..., ay, by, ..., b, € R jsou dany. Je to linearni soustava

m + n rovnic s mn neznamymi. Tato soustava jde napsat v maticovém tvaru jako

X1 =a,
XT1 =,
kde a = (ai,...,an) € R, b= (by,...,b,) € R" a X = [z;;] € R™*". To ale neni tvar (2.22),

nebot” proménné jsou opét soustfedéné do matice X a nikoliv do vektoru. Soustavu ale 1ze
prepsat takto (ovérte roznasobenim matic!):

I, --- I, N
17 !
. | = m (2.25)
. |
kde xy,...,x, € R™ jsou sloupce matice X. ¢

2.5 Maticové zlociny

Pti manipulaci s maticovymi vyrazy a rovnicemi délaji nékteii studenti hrubé chyby, kterych
se lze pri alespon minimélni snaze vyhnout. Takové chyby jsou neomluvitelné. Uved'me typické
priklady téchto zlocintu.

Vyraz je nesmyslny kvili rozmértim matic

Jako prvni uved’'me chyby, kdy vyraz nema smysl kvili rozmérum matic a vektoru. Napf.:

e Pokud A € R**3 a B € R**3, tak nésledujici vyrazy jsou chybné:

A+B, A=B, [AB], ATB, A7! detA, A%

A
e Zcela odstrasujici je pouziti zlomku pro matice, napt. B ‘Zlomkova ¢ara’ neni pro matice
definovédna. Nebyla by totiz jednozna¢nd, protoze muze znamenat bud’ AB~! nebo B~!A.

Abyste méli jasnou pfredstavu o rozmérech matic v maticovych vyrazech, pod matice a
vektory si malujte obdélnicky s rozméry matic!

e Piedpoklad, Ze existuje pravé inverze tizké matice, napi. QQ? =1 pro Q € R>*3.

e Inverze ctvercové, ale evidentné singuldrni matice, napt. (AB)™! kde A je tizkd. Kdyby
totiz inverze existovala, bylo by ABBTA =1, tedy A by méla pravou inverzi. Ale to nelze,
protoze A je tizkd. Extrémnéjsi pifklad stejného zlocinu je (ww?)~! kde w je vektor.
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Priklad 2.4. Vidime-li vyraz (ATB)~!, musi ndm ve zlomku vtefiny hlavou probéhnout tyto
uvahy o rozmérech matic:

e Aby matice bylo mozné nasobit, musi mit stejny pocet radku.

e Protoze nelze invertovat obdélnikovou matici, musi byt souc¢in ATB ¢tvercovy. Tedy obé
matice musi mit stejny pocet sloupcu. Ted’ vime, ze obé matice musi mit stejny rozmeér.

e Pokud by AT byla tizkd nebo B &irokd, A”B by byla singuldrni a tedy by neméla inverzi.
Tedy musi byt obé matice ¢tvercové nebo tizké. ¢

Abyste nedélali chyby v rozmeérech matic, pod maticové vyrazy si piSte rozmeéry matic, napt.

AT B .
~—— =~
mXxn mXxn

——

nxm

———

nxn

Pouziti neexistujicich maticovych identit

Pro manipulaci s maticovymi vyrazy je uzitecné mit v pameéti zdsobu maticovych identit. Ovsem
nesmi byt chybné. Typické priklady:
e (AB)T = ATBT (pokud v maticovém soucinu ATBT je vnitini rozmér rizny, je to chyba
uz kvuli rozmérum matic)
e (AB)"! = A'B~! (podobn4 situace)
e (A +B)? =A%+ 2AB + B2 Tato identita vyplyva z neexistujici (avSak velice uzitecné)
identity AB = BA. Sprdvné je (A + B)?> = A2 + AB + BA + B2
Pracujte nejen s papirem, ale i s Matlabem! Hypotézy o platnosti ¢i neplatnosti maticovych

rovnic lze ¢asto testovat na ndhodnych maticich. Napt. nejste-li si jisti rovnosti (AB)T = BTAT,
zkuste A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’*A’ (coz ale samozfejmé neni dukaz).

Neekvivalentni tipravy rovnic

Zde pachatel udéla neekvivalentni ipravu rovnice, ale mysli si, ze udélal ekvivalentni. Ekvi-
valentni a neekvivalentni tpravy skalarnich rovnic zname jiz ze zakladni skoly. Napf. tprava
‘pricti k rovnici jednicku’ je ekvivalentni, nebot’ a =b < a+1 =0+1. Uprava ‘umocni rovnici
na druhou’ je neekvivalentni, nebot’ sice a = b = a? = b%, ale > = b*> % a = b. Pifklady:

T

e Student si mysli, ze a’x = aly = x =y (nenf pravda, ani kdyz vektor a je nenulovy).

e Student si mysli, Ze pokud A € R3*° a AX = AY, pak X = Y (neni pravda, protoze A
nemd linedrné nezavislé sloupce, tedy neméd levou inverzi).

e Student si mysli, Ze ATA = B'B = A = B (nenf pravda dokonce ani pro skalary).
Soustavy rovnic (linearnich ¢i nelinearnich) se ¢asto snazime tesit (nebo aspon zjednodusit)
eliminaci nékterych proménnych. To obvykle znamend, ze v nékteré rovnici osamostatnime

jednu proménnou a dosadime za tuto proménnou do ostatnich rovnic. Napft. ze soustavy
Pryf=1 z-2y=1 (2.26)

eliminujeme proménnou x tak, ze druhou rovnici pfepiSeme na x = 2y + 1 a pravou stranu
dosadime do prvni, coz da
u+ 172 +y°=1. (2.27)
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Ovsem je nutné, aby upravend soustava byla ekvivalentni puvodni soustavé, tj. pro vsechna
x,y € R musi platit (2.26) < (2.27). To je pravda, protoze r — 2y = 1 < x = 2y + 1. Pokud
bychom ale chtéli “vyjadrit” x z prvni rovnice jako x = 1/1 — y? a dosadit do druhé rovnice, sice
r=+/1—y? = 22 +y? =laleaz?+9y*=1 % x = /1 —y? Nasledkem toho by vysledna
rovnice y/1 — y? — 2y = 1 nebyla ekvivalentni puvodni soustavé (2.26).

Tohle dobte znate ze skalarniho algebry, ale ne tak dobfe v maticové algebie. Student tesi

napf. soustavu rovnic

alx=0, x'x=1

(kde a € R"™ je ddno a x € R" je neznamad) tak, ze se snazi “vyjadrit” x z prvni rovnice a

dosadit ho do druhé. To je tézky zlocin, protoze rovnice a’x = 0 m4 nekoneéné mnoho feseni

(pron > 1) a tedy z ni neplyne, ze x je rovno jakémukoliv jednomu vektoru.

2.6 Cviceni

2.1. Vyfteste tyto rovnice a soustavy rovnic pro neznamou matici X (predpokladejte, ze kazda
potiebnda inverze existuje):

a) AX +B = A?X
b) X - A =XB
c) 2X -—AX+2A=0
2.2. Resfme soustavu rovnic b; = Xa; (kde i = 1,...,k) pro neznamou matici X € R™*",
Napiste soustavu jako jedinou maticovou rovnici. Jaké musi byt k, aby soustava méla
stejny pocet (skaldarnich) rovnic jako nezndmych? Za jaké podminky mé soustava jediné
reseni?

2.3. Chceme vytesit soustavu rovnic

Ax+ (y'B)' = a1
Ay+c=0

kde A, B jsou znamé matice, c je znamy vektor, X, y jsou nezndamé vektory a « je
neznamy skalar. Soustavu prepiste do tvaru Pu = q, kde matice P a vektor q obsahuji
znamé konstanty a vektor u obsahuje vSechny neznamé.

2.4. Méjme soustavu rovnic pro neznamé x a y:

Ax+By=a
Cx+Dy=b

a) Vyjadrete soustavu ve tvaru Pu = q.

b) Je-li a,x € R™, b,y € R", ukazte, 7¢ x = (A — BD!C)~!(a — BD"'b), pokud
inverze existuji. Jakou to ma vypocetni vyhodu oproti poc¢itani u piimo ze soustavy
Pu=q?

2.5. V nasledujicich soustavach rovnic mald pismena znaci vektory a velkd matice. Jaké jsou
nejobecnéjsi rozméry matic a vektoru, aby rovnice byly syntakticky spravné? Jaky je
pocet rovnic a neznamych v kazdé soustaveé? Které z téchto soustav rovnic jsou linedrni?
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2.6.

2.7.

2.8.
2.9.
2.10.
2.11.

2.12.

a) Ax = b, neznama x.

o

TXb = 0, nezndmé X.

AX + XAT C, nezndmd X
e) {XTY =A, XYT B}, nezndamé X, Y

¢
d

)
) TAX = 1, neznam4 x.
) a
)

Zobrazeni vec: R™*"™ — R™ (vektorizace matice, v Matlabu oznaceno A(:)) je defi-
novano tak, ze vektor vec A € R je matice A € R™*" prerovnand po sloupcich do

vektoru. Napft. vec [; i] =(1,3,2,4) = [1 3 2 4}T. Kroneckeriv soucin dvou matic

je definovan jako
(1,11B tee alnB

amB -+ a4, B

v Matlabu kron(A,B). Pro libovolné matice (s kompatibilnimi velikostmi) plati
vec(ABC) = (CT ® A) vec B. (2.28)

Pouzijte tohoto vzorce pro transformaci nasledujicich soustav rovnic s neznamou matici X
do tvaru (2.22). Predpokladejte, ze matice a vektory maji nejobecnéjsi mozné rozmeéry,
které jsou kompatibilni s maticovymi operacemi v soustaveé.

a) Soustava b!Xa; = 0Vi =1,...,k, kde neznam4 je matice X.
b) Soustava AX + XTBT = C, kde nezndmd je matice X.
¢) Soustava z Prikladu 2.3.

Komutdtor dvou matic je matice [A, B] = AB — BA. Dokazte:

a) Komutétor symetrickych matic je antisymetrickd matice.
b) [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0 (Jacobiho identita)
c) [A,BC]=[A,B|C + BJA, C]
Pro jaké matice plati, ze jsou samy sobé inverzi? Odpovéd’ dokazte.
Dokazte pro reguldrni matice A, B, ze (AB)™' = B1A~L
Dokazte, ze inverze regularni symetrické matice je symetricka matice.
Za predpokladu, ze invertované matice jsou invertovatelné, dokazte identity:
a) ALAA+B)"'B=(A"'+B)"'=B(A+B)!A
b) I+AB)'=1-A(I+BA)'B
c) I+AB)'A=A(I+AB)!
d) A-A(A+B)"'A=B-B(A+B)"'B
Dokazte

a) wvzorec Shermana a Morrisonové

o, AtuvTA!

Atuv’)y a2 TV 2
(A+uv) 1+ vTA-1u

za piedpokladu, Ze A je reguldrni a viA~lu+ 1 # 0.
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2.13.
2.14.
2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.
2.20.

b) wzorec Shermana, Morrisonové a Woodburyho neboli lema o maticové inverzi
(A+UCVH) 1= A' - A'UC !+ VIATIU) IVIAT

za piedpokladu, ze A, C a C~! + VI A~!U jsou reguldrni.

¢) Vzorec pro inverzi blokové matice

A B -1 B Qfl —QilBDfl ) .
|:C D:| o |:—D1CQ1 D*l + D*lCQleDil kde Q — A _ BD C

za predpokladu, ze D a Q jsou regularni. (Matice Q je zndma jako Schuriv doplnék
invertované blokové matice.) Srov. Cviceni 2.4.

Kdy je diagonalni matice regularni? Co je inverzi diagonalni matice?

Ukazte, ze ¢tvercové diagonalni matice komutuji (tj. AB = BA).

Jisty student tvrdi, Ze kdyz matice A ma levou inverzi (oznacme ji B), tak linedrni
soustavu Ax = b lze vytesit jednoduse vynasobenim zleva matici B. Dostaneme BAx =
Bb, a jelikoz BA = I, mame tedy x = Bb. M4 student pravdu? Vysvétlete.

Dokazte, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A plati:
a) A+ AT je symetrickd,
b) A — AT je antisymetrick4,
¢) existuje praveé jedna symetrickd B a prave jedna antisymetricka C tak, ze A = B+C,
d) ATA je symetricka.
(x) Necht’ ¢tvercové matice A, B, C,D jsou takové, ze ABT a CDT jsou symetrické a
plati ADT — BCT = 1. Dokaite, ze ATD — C'B = L.
Dokazte, ze pro kazdé A € R™*™ a B € R™*™ ma matice

I-BA B

L=1)A ABA AB_I

vlastnost L? = T (kde L? je zkratka pro LL). Matice s touto vlastnost{ se nazyva involuce.
Dokazte, ze rovnice XY — Y X = I nema teSeni pro zadné X,Y.
Dokazte (2.10) bez pouziti (2.8), tj. piimo z definic (2.7) a (2.2).

Napovéda a reseni

2.1.a)
2.1.b)
2.1.¢)
2.2.

2.3.

X=(A2-A)"'B=(A-1)"'A"'B
X=AI-B)!
X=2A-2)'A=(A/2-1)!A

Lze napsat jako B = XA, kde a; € R” jsou sloupce A € R™** a b; € R™ jsou sloupce B € R™**,
Neznamych je m x n, rovnic je m X k, tedy musi byt n = k. Pro jediné feSeni musi byt vektory
a; linearné nezavislé.

IR

(07
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242) P= & ploa= o] u=[]]

2.5.a)
2.5.b)

2.5.c) Rovnice je jedna, neznamych je mn, kde X € R™*". Je linedrni.

Rovnic je m, neznamych n, kde A € R™*™. Je linearni.

Rovnice je jedna, neznamych je n, kde x € R™. Neni linearni.

2.5.d) Vsechny tii matice A, C,X musi byt ¢tvercové velikosti n x n. Rovnic i neznamych je n?.

2.5.e) Rovnic je m? + n?, nezndmych je 2mn, kde X, Y € R™*". Nenf linedrni.
al @bl

2.6.a) Jeb!Xa; = vec(b! Xa;) = (al @b!) vec X. Tedy soustavu lze napsat jako : vec X = 0.
al @ bl

2.6.b) Musi byt X € R"™ " je nezndmd a A,B € R™™ a C € R™" jsou dény. Jednd se tedy o

linedrni soustavu n? rovnic s mn nezndmymi. Nezndmé oviem nejsou soustiedéné do vektoru,

ale do matice, tedy soustava neni ve tvaru (2.22). Je vec(AX) = vec(AXI,) = (I, ® A)vecX
a vec(XBT) = vec(I,,XB”) = (B ® I,,,) vec X. Tedy soustavu miizeme napsat jako ((I, ® A) +
(B®1I,,))vecX = vec C.

2.6.c) Je vec(X1,) = vec(I,,X1,) = (1L @ I,,) vec X a vec(1] X) = vec(1,,XI,) = (I, ® 1,,) vec X.

171,

I, ®1,
17 ®1,, a I, ® 1,,, 7e je to totéz jako soustava (2.25).

2.7.a) [A,B]f = (AB-BA)T =BTAT - ATBT” = BA - AB = —[A,B]

2.7.c) Mame dokézat, z2e ABC —BCA = (AB —BA)C + B(AC — CA), coz zjevné plati.

2.9. 7 definice inverze staci ukazat, ze ABB™'A~! = 1. To je o¢ividné, protoze BB™! = AA~! =1

2.11.a) Staéf dokdzat prvni rovnost, druhd plati symetricky. Mame ukizat A(A+B) 'B(A~1+B~!) =
LJeA(A+B) ' B(A'+B ) =AA+B)"'BA ' +AA+B) ' = AA+B) ' (BA 1 4+1).
Vyndsobeni rovnosti A(A + B)"1(BA™! +1I) = I zleva matici (A + B)A~! (coz je ekvivalentni
tiprava) dd (BA~! + 1) = (A + B)A ™!, coz zjevné plati.

2.11. Necht’ A je reguldrni a symetricka (tedy ¢tvercovd). Necht’ BA = I, tedy B je levd inverze A.
7 toho ATBT = ABT =1, tedy B je pravé inverze A. Ale pro reguldrni matici jsou si levé a

Tedy soustavu muzeme psat jako [ ]vecX = {}j . Zkontrolujte vypocitdnim vyrazu

pravé inverze rovny (viz §2.1.4), tedy BT = B.

2.12.a) Musime ukézat, ze (A +uv?) (A‘l - %) = 1I. To je pouhé cviceni na upravy matico-

vych vyrazu, ale nesmime se do toho zamotat a udélat chybu. Upravujeme:

(A + uvT) (A*1 _ M) _T1_ ﬂ LuvTA-l uv A~ tuvT A1
1+wlua 1+wlu
—1 uw! —uw! — (wTu)uw’ + uw’uw’
a 1+wlu ’

T

kde jsme oznaéili v A7l = wl. Vyraz uw’uw’ je maticovy soucin ¢ty matic. Ale viraz w’u
Tuw? = (w”

je skalar, proto uw*' uw wlu)uw?. Tedy citatel zlomku je nulovy vektor a jsme hotovi.

2.13. Matice diag(ay, . ..,a,) je reguldrni, pravé kdyz a1, . . . , a, jsou viechny nenulové. Je diag(as, ..., a,) ! =
diag(1/aq,...,1/ay). Oboji plyne piimo z definic regularity, inverze a diagonéalni matice.

2.14. Plyne snadno z definice diagonalni matice a maticového soucinu.
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2.15. Népoveéda: Nemd pravdu, protoze (za podminky BA = I) sice plati Ax = b = x = Bb, ale

neplati Ax = b < x = Bb. Zkuste si to tieba pro A = [ﬂ ab= [ﬂ )

2.16.a) Mame dokazat, ze (A +AT)T = A+ AT. To je jasné, protoze (AT)T = A a tedy (A +AT)T =
AT +A.
2.16.b) Analogické jako minule.

2.16.c) Takové matice existujf, konkrétné B = 2(A + AT) a C = 2(A — AT). Nahote jsme ukazali, ze
B” = B a CT = —C. Jednoznaénost dokazeme takto: predpokladejme, Ze pro symetrické matice
B, B’ a antisymetrické C,C’ plati B+ C = B/ + C'. Z toho plyne BT + CT = BT + C'T, tedy
B — C = B’ — C'. Porovnanim s piedchozi rovnici dostaneme B =B’ a C = C'.

2.16.d) Plyne okamzité z identity (AB)? = BT AT (viz §2.1.3).
2.18. Opét pouhé cviceni na tpravy maticovych vyrazi.

2.19. Pouzijte cykli¢nost stopy.
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Think geometrically, prove algebraically.
— John Tate

Kapitola 3

Linearita

Mnozina R" spolu s operacemi s¢itani vektoru a nasobeni vektoru skalarem tvoti linedrni prostor
(také zvany vektorovij prostor)! nad télesem R. Protoze budeme pracovat pouze v prostoru R"
(a obcas v prostoru R”*™), nebudeme uvadét definici (pomoci axiomu) linearniho prostoru ani
odkazovat se na ni — urcité si ji ale najdéte a zopakujte!. To nam sice obc¢as zabrani vyuzit celou
silu a krasu linearni algebry, ale zkrati a zjednodusi to vyklad.

3.1 Podprostory

Linearni kombinace vektori xq,...,x; € R" je vektor
X = 1X] + -+ apXp (3.1)
pro néjaké skaldry ay, ..., ar € R. Vektory x;,...,X; jsou linedrné nezavislé?, jestlize
axi - tax,=0 = a=---=aq,=0. (3.2)
V opaéném piipadé (tedy kdyz pro néjakd aq, . .., ay, aspon jedno z nich nenulové, plati ax; +
< 4 agxp = 0) jsou vektory xi,...,x; linedrné zavislé. Lze dokdzat (viz Cviceni 3.4) ze
jestlize jsou vektory linearné zavislé, tak je aspon jeden z nich linedarni kombinaci ostatnich.
Véta 3.1. Jsou-li vektory Xi,...,X linedrné nezavislé, koeficienty a,...,ap v (3.1) jsou
urceny jednoznacné (tj. soustava (3.1) s neznamymi ay, . .., oy ma praveé jedno reseni).

Dikaz. Necht’ kromé (3.1) plati také x = Bi1x3 + -+ - + OpXy. Odectenim obou rovnic mame

0= (ay — Bu)x1 + -+ (ax — Br)xx. Ale z (3.2) plyne a; — 8; = 0, tedy a; = f3;. n
Linearni obal vektoru xi,...,X; je mnozina
span{xy, ..., xg} ={oax; + -+ apXp | a1,..., a5 ER}

LJaky je vlastné rozdil mezi mnozinou a prostorem? Mnozina je ‘pytel’ prvki (‘véci’) bez jakékoliv struktury.
Prostor je neformalni nézev pro algebraickou strukturu, kterd ma néjaky geometricky vyznam. Algebraicka
struktura je mnozina (nékdy i vice mnozin) spolu s operacemi definovanymi na této mnoziné (piiklady: grupa,
téleso, linedrn{ prostor, linedrni prostor se skaldrnim soucinem). Tyto operace a jejich vlastnosti uréuji vlastnosti
algebraické struktury a tedy i prostoru. Operace se ale v matematickém textu ¢asto explicitné nezminuji (je z
kontextu jasné, které to jsou) a tak se misto o algebraické struktufe mluvi jen o mnoziné.

’Tato formulace je trochu nepfesnd, protoze linedrni nezévislost neni vlsatnost jednotlivych vektort, ale
posloupnosti (¢i seznamu) vektoru X, ..., Xy. Pfesto je Siroce pouzivana.
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vSech jejich linedrnich kombinaci. Zde mléky predpokladame, ze vektoru je kone¢ny pocet (li-
nearni obal nekoneéné mnoziny vektoru se musi definovat jinak, vice o tom pozdéji v §13.2).

Neprézdnd mnozina X C R" se nazyvd linedrni podprostor® (nebo jen podprostor)
linedrniho prostoru R™, jestlize kazdd linedrni kombinace kazdé (koneéné) mnoziny vektoru z X
lezi v X (neboli mnozina X je uzaviend na linearni kombinace):

X1,..., X, €X, ap,...,, ER =— ax1+ -+ ax; € X. (3.3)
Tvrzeni (3.3) je ekvivalentni dvéma tvrzenim

x,yeX — x+yelX, (3.4a)
xeX,aeR = axelX, (3.4b)

kde implikace (3.3) = (3.4) je ocividna a implikace (3.4) = (3.3) by se dokazala napi. indukci.
Snadno se ukéaze, ze linearni obal libovolné mnoziny vektoru je linedrni podprostor.

Kazdy podprostor je neprazdny, protoze sdam o sobé to musi byt linedrni prostor, a ten
ze své definice musi obsahovat nulovy vektor 0 (kterému se z historickych duvodu také rikd
pocdtek). Podprostor X = {0} se nazyva trividlni..

Baze linearniho podprostoru X C R” je linedrné nezavisld mnozina* vektort, jejichz linedrni
obal je X. Plati tato zasadni tvrzeni (dukazy nejsou kratké a neuvadime je, najdete je v kazdé
ucebnici linedrni algebry):

Véta 3.2 (vlastnosti baze).
e Kazdy linedrni podprostor ma (alespoil jednu) bazi.
e Kazda baze linearniho podprostoru ma stejny pocet vektoru.
e 7 kazdé mnoziny vektoru lze vybrat bazi jejich linearniho obalu.

e Kazdou linearné nezavislou mnozinu vektori z linearniho podprostoru Ize doplnit na jeho
bazi.

Pocet vektoru baze linedrniho podprostoru X se nazyva jeho dimenze, znacime ji dim X.
Je-li xq,...,%x; baze podprostoru X a x € X, pak (jednoznacné urcené) skalary ai, ...,
v (3.1) se nazyvaji souradnice vektoru x v bazi xy, ..., Xy.

Tvrzeni 3.3. Pro kazdé podprostory X, Y C R" plati:
e X CYVY implikuje dim X < dimY.
e X CY adimX =dimY implikuje X =Y.

Diikaz. Jestlize X C Y| kazda baze podprostoru X patii do Y. Dle Véty 3.2 lze tuto bazi doplnit
na bazi podprostoru Y, odtud prvni tvrzeni. Jestlize navic dim X = dim Y, kazda baze X je uz
bazi Y (tedy doplnéni nepridd zadny vektor), odtud druhé tvrzeni. |

Priiklad 3.1. Uved’'me jednoduché ptiklady podprostoru prostoru R”:

3Kratce budeme fikat, ze X C R™ je podprostor. To nemiize zpiisobit zmateni, nebot’ aby mnozina byla
podprostor prostoru R”™, musi vSechny jeji prvky patfit do R™. Napf. mnozina X C R? tedy nemiize byt
podprostor prostoru R2, to by byl nesmysl.

4Neékdy (napi. kdyz mluvime o soufadnicich vektoru vzhledem k bézi) ndm zalezi na poradi prvki baze. Pak
musime bazi povazovat ne za mnozinu, ale za usporddanou mnozinu nebo posloupnost vektoru.
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e Trividlné, mnozina X = R? je podprostorem prostoru R3. Jeho dimenze je 3. Jeho béze je
napi. mnozina {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} (standardni baze) nebo {(1,1,1), (1,—1,0), (2,0,0)}.

e Mnozina X = span{(1,2,3)} = {@(1,2,3) | @« € R} C R? je podprostor dimenze 1 pro-
storu R®. Jeho bdze je napr. mnozina {(1,2,3)}, jind baze je {(2,4,6)}. Je to piimka pro-
chazejici pocatkem.

e Mnozina X = span{(1,2,3),(1,0,—-1)} = {«a(1,2,3) + 5(1,0,—-1) | a, B € R} je podpro-
stor dimenze 2 prostoru R?. Jeho bdze je napt. mnozina {(1,2,3),(1,0,—1)}, jind baze je
{(3,2,1),(0,2,4)}. Je to rovina prochézejici po¢atkem. Vsimnéte si, ze tato mnozina nemé
zéddnou ‘prirozenou’ nebo ‘standardni’ bazi jako maji prostory R™.

e Mnozina vSech trojic (zy,7s,73) € R? spliujicich rovnici z; + 2z5 — 23 = 0 je pod-
prostor dimenze 2 prostoru R3. Jeho béze je libovolna dvojice linedrné nezavislych vek-
toru {(ai,as,as), (b1, by, b3)} spliujicich a; + 2as — a3z = 0 a by + 2by — by = 0, napf.
{(1,0,1),(0,1,2)}. Je to rovina prochézejici poc¢atkem.

e Mnozina X = span{(1,2,3,0),(0,1,2,-1),(0,2,4,—2)} C R* je podprostor R* dimenze
2. Vsimnéte si, ze vektory jsou linedrné zavislé. Baze podprostoru X je napf. mnozina
{(1,2,3,0),(0,1,2, —1)}.

e Vsechny mozné podprostory prostoru R? jsou poc¢dtek 0 (dimenze 0), vechny pifmky pro-
chazejici poc¢atkem (dimenze 1), vSechny roviny prochazejici poc¢atkem (dimenze 2), a ko-
necné cely prostor R? (dimenze 3).

e Mnozina X = { (1+a,a) | @ € R} C R? (pifmka neprochdzejici pocdtkem) nenf podprostor,
protoze napf. (1,0) € X ale 2(1,0) = (2,0) ¢ X. ¢

3.1.1 Komplementarni podprostory a projekce

Kazdy podprostor X C R™ obsahuje nulovy vektor, tedy 0 € X. Zajimava je situace, kdy dva
podprostory X, X’ C R™ maj{ minimalni mozny prunik, tedy® X N X’ = {0}. Takové dvojice
podprostoru ptirozené vznikaji tak, ze néjakou béazi rozlozime na dvé podmnoziny:

Tvrzeni 3.4. Necht’ xi,...,x,, je baze podprostoru X a X,i1,...,X; je baze podpro-
storu X’. Pak X N X" = {0} prdve tehdy, kdyz vektory Xy, ...,X jsou linedarné nezavislé.

Dikaz. Je x € X N X' prave tehdy, kdyz pro néjaka o, ..., a; € R plati

X=X+ F QX = — Q1 Xmg1 — 0 — QX (3.5)

Jestlize X N X’ = {0}, pak nutné x = 0 a tedy (protoze Xi,...,X;, & X;i1, - .-, X) jsou baze)
a; = -+ = = 0. Dle (3.2) jsou tedy x1, ..., X} linedrné nezavislé.

Obréacené, jestlize x1, ..., Xy jsou linedrné nezdvislé, pak podle (3.2) rovnost (3.5) implikuje

a; =---=qap=0atedy X N X" = {0}. |

Jesteé zajimaveéjsi situace nastane, kdyz podprostory X, X’ maji minimalni prunik a zéroven
jsou ‘nejvétsi mozné’. Dvojici podprostortt X, X’ C R" nazveme komplementarni, jestlize©

X NnX ={o0}, (3.6a)

dim X + dim X' = n. (3.6b)

5Jisté chapete, ze {0} neoznacuje prazdnou mnozinu, ale mnozinu obsahujici pouze nulovy vektor.
6Kdo zné vice z linedrn{ algebry, rozpozna zde direktni soucet podprostorit X @ X’ = R™.
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Piiklad 3.2. V R? jsou kazdé dvé piimky, které prochézeji pocatkem a protinaji se pouze v
pocatku, komplementdrni podprostory. V R? jsou piimka a rovina, které se protinaji pouze v
pocatku, komplementarni podprostory. V R3 nejsou zadné dvé piimky ani Zaddné dvé roviny
komplementérni. Rovina v R? a pifmka lezici v této roviné nejsou komplementérni. ¢

Véta 3.5. Necht” X, X' C R" jsou komplementarni podprostory. Pak pro kazdy vektor
y € R" existuje pravé jedna dvojice vektori x € X ax’ € X' takova, zey = x + x'.

Dikaz. Oznaé¢me dim X = m a dim X' = n — m. Necht’ xy,...,X,, je baze podprostoru X a
Xmils - -+, Xy je baze podprostoru X'. Dle Tvrzeni 3.4 jsou vektory Xy, . .., X, linedrné nezavislé,
tedy tvori bazi R". Proto kazdy vektor y € R" Ize napsat jako

Y = X1+ F X + G 1Xmp1 + o+ Xy, (3.7)
X& x’gX’

Dokazme jednoznacnost rozkladu. Necht’ néjaka x1,x; € X a x5, x;, € X’ spliuji x; + x| =
Xy + X5, tedy x; —xy = x} —x),. Protoze X a X’ jsou podprostory, je x; —xs € X a x| —x}, € X/,
tedy x; — xo € X N X'. Protoze X N X’ = {0}, je x; — x3 = 0, tedy x; = X2 a x| = X, [ ]

Vektor x ve Vété 3.5 se nazyva projekce vektoru y na podprostor X ve sméru podpro-
storu X’. Symetricky, x" je projekce y na X’ ve sméru X (viz obrazek v §3.2.5). Vzorecky pro x
a x' bychom ziskali tak, ze bychom spocitali souradnice a,...,a, z (3.7) a dosadili zpatky.
To ale délat nebudeme, tyto vzorecky lépe vyplynou az ze §3.2.5, kde si povime o maticich
reprezentujicich projekce neboli projektorech. Specialni pripad projekce je ortogondlni projekce,
popsana v §4.6. Projekce, ktera neni ortogonélni, se nazyva sikmad.

3.2 Linearni zobrazeni
Zobrazeni f: R™ — R™ je linearni, jestlize pro kazdé xi,...,x; € R" a aq,...,a, € R plati
flagxy + -+ apxp) = agf(xy) + -+ + apf(xg). (3.8)

Tato podminka je ekvivalentni dvéma podminkam, pro kazdé x,y € X a a € R,

fix+y)="~f(x)+f(y), (3.9a)
flax) = af (x). (3.9b)

Véta 3.6. Zobrazeni f: R" — R™ je linearni, pravé kdyz existuje matice A € R"™*" splnu-
I
jici

f(x) = Ax (3.10)

pro vsechna x € R". V tom pripadé je matice A zobrazenim f urcena jednoznacné.

"Mozn4 se ptéte, pro¢ tedy nedefinujeme linedrni zobrazeni rovnou vztahem (3.10). Pro zobrazeni f: R® —
R™ je to opravdu mozné a definici (3.8) vlastné vubec nepottebujeme. Presto definici (3.8) uvddime, protoze jed-
nak jste na nif zvykli z linedrni algebry a jednak funguje i pro zobrazeni mezi obecnymi (tj. axiomy definovanymi)
linearni prostory.

35



Diikaz. Zobrazeni (3.10) je linearni, protoze f(x +y) = A(x+y) = Ax+ Ay = f(x) + f(y) a
f(ax) = A(ax) = aAx = of (x).

Necht” f: R* — R™ je linearni zobrazeni. Necht’ eq,...,e, € R" je standardni baze pro-
storu R"™. Pro kazdé x = (21,...,2,) € R” mdme x = x1€; + -+ + x,€,. Z (3.8) plyne

f(x) =f(r1e1+ -+ z,e,) =x1f(e)) + -+ x,f(e,) = [f(el) e f(en)] X.

Vidime, ze A je matice se sloupci f(eq), ..., f(e,).
Matice A je zobrazenim f urcena jednoznacné, protoze plati-li Ax = Bx pro kazdé x € R",
pak samoziejmé plati A = B, protoze staci dosadit za x postupné vektory eq,...,e,. [ |

Plati-li (3.10), fikdme, Ze matice A reprezentuje linearni zobrazeni f.
Pokud m = 1, linearni zobrazeni je funkce f: R™ — R a obvykle se mu tika linedrni funkce
nebo linedarni forma. Pak je zvykem ji psat jako

f(x)=alx=az + -+ a,7,, (3.11)

coz je skaldrni soucin vektorii a,x € R" neboli maticovy sou¢in matice A = al € R*" a
vektoru x.

Priklad 3.3. Zobrazeni f: R? — R3 definované jako f(zy,12) = (r1 + T2, 71 — T2,211) je
linedrni. To bychom dokézali ovérenim podminky (3.8). Ovsem je to patrné na prvni pohled,
protoze jej lze vyjadrit ve tvaru (3.10):

f(l‘l,ZL‘Q) =1 -1 = |[X1 — T2 = (IL‘l +I‘Q,ZL'1 — IL‘2,2ZL‘1).

1 1 |:SL’1:| T+ T2
2 0 24 N

T2

Vyraz Ax ve vzorci (3.10) je maticovy sou¢in matice m X n s matici n x 1, tj. se sloupcovym
vektorem (viz §2.2). Je dulezité se s timto vyrazem beze zbytku sezndmit, protoze ho v ruzném
znaceni budeme potkavat znovu a znovu. Oznacéime-li y = Ax, podle (2.2) je

Y1 = any + o0+ Qipa,
(3.12)
Ym = Gm1T1 + -+ + GmpTnp.
NapiSeme-li matici A pomoci sloupcti, mame
T
Ax = [al an] | =ma 4+ -+ xpa,, (3.13)
:L‘n

tedy vektor Ax je linedrni kombinace sloupci matice A s koeficienty x. Tohle si dobfe uvédomte!
Plyne z toho napiiklad, ze definice linedrni nezdvislosti (3.2) pro sloupce matice A zni

Ax=0 — x=0 (3.14)

(nedejte se poplést tim, ze x v (3.14) oznacuje koeficienty linearni kombinace, zatimco v (3.2)
oznac¢uje kombinované vektory!).
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Napiseme-li matici A pomoci radku, mame

Ax=| ' |x=] : |, (3.15)
al a, x

tedy slozky vektoru Ax jsou skaldrni souciny rddki matice A a vektoru x. Vsimnéte si, ze (3.13)
a (3.15) jsou specialni piipady (2.21) a (2.20).

Zde je snadny ale dulezity fakt o skldddni (viz §1.1.2) linedrnich zobrazeni:

Tvrzeni 3.7. Slozeni linearnich zobrazeni je opét linearni zobrazeni, pricemz matice sloze-
ného zobrazeni je sou¢inem matic jednotlivych zobrazeni.

Diuikaz. Tvrzeni staci dokazat pro dvé zobrazeni, pro vice plyne z asociativity skladani zobra-

zeni. Je-li f(x) = Ax a g(y) = By, pak (gof)(x) =g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x=BAx. =

Vsimnéte si, ze v dukazu jsme pouzili asociativitu maticového soucinu (viz §2.1.2). Protoze je
skladani zobrazeni asociativni, musi byt i maticovy souc¢in. To je velmi pfirozeny duvod, proc¢
maticovy soucin musi byt asociativni.

3.2.1 Prostor obrazu a nulovy prostor

S linearnim zobrazenim jsou spjaty dva linearni podprostory, prostor obrazu a nulovy prostor.
Je-li zobrazeni reprezentovano matici jako f(x) = Ax, hovofime o prostoru obrazu a nulovém
prostoru matice A.

Prostor obrazi (angl. range) matice A € R™*" (piip. zobrazeni f) je mnozina®

mgA ={Ax|xeR"}. (3.16)

7 této definice plyne, ze prostor obrazu je
e mnozina f(R™) vSech hodnot, jichz muze zobrazeni f(x) = Ax nabyt.
e mnozina vSech vektoru y, pro které ma linearni soustava Ax =y feSeni.
e linedrni obal sloupctu matice A (viz (3.13)). Tedy je to linedrni podprostor R™.

Nulovy prostor (ang. null space) matice A (piip. zobrazeni f) je mnozina
nll A ={xeR"| Ax=0}. (3.17)

Z této definice plyne, ze nulovy prostor je
e mnozina vSech vektortu, které se zobrazi do nulového vektoru.
e mnozina vsech vektoru, které jsou ortogonalni na kazdy fadek matice A (viz (3.15)). Z toho
je vidét, ze je to linearni podprostor R™.
Pro prostor obrazu a nulovy prostor se ¢asto pouzivaji i jiné nazvy. Prostoru null A se tika
také jdadro nebo kernel, coz se ¢astéji pouziva pro linearni zobrazeni mezi obecnymi (axiomy

definovanymi) linedrnimi prostory. Prostoru rng A se tika také sloupcovy prostor matice A,
protoZe je to linedrni obal sloupcti. Linedrnimu obalu fadkt rng(AT) se pak ifkéd rddkovy prostor

8Nékdo radéji pise rng(A) nez rng A, ale prece je norméln{ psdt napi. sinz a ne sin(z).
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matice A. Podobné, prostorim null A resp. null(AT) se piesnéji ika pravy nulovy prostor resp.
levy nulovy prostor matice A. Ctyfem podprostorum

mg A, mg(AT), nullA, null(AT) (3.18)

se nékdy 11ka zdkladni (nebo fundamentdlni) podprostory generované matici A. Uvidime pozdéji
v §4.5, ze tyto podprostory jsou po dvojicich svazany operaci ortogonalniho doplinku.

3.2.2 Hodnost

Hodnost matice je definovana jako dimenze linearniho obalu jejich sloupcu,
rank A = dimrng A. (3.19)

Véta 3.8. Pro kazdou matici A € R™" hodnosti r existuji matice B € R™*" a C € R"™"
tak, ze A = BC.

Diikaz. Zvolme libovolnou bézi prostoru rng A. Necht’ tato baze tvoti sloupce matice B € R™*"
tedy r = rank A = dimrng A. Nyni j-ty sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupct
matice B, neboli a; = Bc; pro n¢jaké ¢; € R". Je tedy A = BC, kde matice C € R™" mé
sloupce cq, ..., c,. [ |
Rozkladu dle Véty 3.8 se iikd rozklad matice podle hodnosti (angl. rank factorization).
Lze jej vidét jako ‘kompresi’ matice A, coz pii r < min{m,n} muze byt znacnd tispora. Napf.:
e Ulozeni matice A do paméti zabere mn ¢isel, ulozeni matic B a C jen (m + n)r ¢isel.
e Piimy vypocet maticového soucinu Ax vyzaduje O(mn) operaci. Spocitame-li ale nejdiiv
vektor z = Cx a pak vektor y = Bz, potiebujeme jen O((m + n)r) operaci.
e Predstavme si zobrazeni f(x) = Ax jako prenosovy kandl, jehoz vstupem jsou proménné
T1,...,T, a vystupem yi,...,¥,. Pfenos muzeme realizovat jen po r ‘dratech’ z,..., z,..
S pomoci Véty 3.8 dokazeme zasadni fakt, ze dimenze linearniho obalu sloupcu je rovna
dimenzi linearniho obalu radku:

Véta 3.9. Pro kazdou matici A plati rank A = rank(AT).

Diikaz. Pisme A = BC ve Vété 3.8 jako AT = CTBT. Z Tvrzeni 3.12 je rng(AT) C rng(CT).
Mame tedy

rank(A”) = dimrng(A”) < dimrng(C”) <7 = rank A, (3.20)
kde prvni nerovnost plyne z Véty 3.3 a druhd nerovnost z toho, ze matice CT ma r sloupcii.

Ale nerovnost (3.20) plat{ pro kazdou matici A. Muzeme ji tedy pouzit na AT, ¢imz dosta-
neme rank A < rank(A”). Obé nerovnosti dohromady daji rank A = rank(AT). |

7 Véty 3.2 plyne, ze dimenze linearniho obalu mnoziny vektoru nemuze byt vétsi nez pocet
téchto vektoru. To spolu s Vétou 3.9 znamend, ze pro kazdou matici A € R™*" je
rank A < min{m,n}. (3.21)
Kdyz rank A = min{m, n}, fikdme, Ze matice ma plnou hodnost. Je rank A = n pravé kdyz
A ma3 linearné nezavislé sloupce, a rank A = m praveé kdyz A ma linearné nezavislé radky.
Z Vety (3.21) plyne, ze kazdd mnozina vice nez n vektoru v R" je linedrné zavisld. Tento
znamy fakt se muze zdat ocividny, ale pro jeho dukaz jsme potiebovali (netrividlni) Veétu 3.9.
Je uzitecné si pamatovat horni mez na hodnost sou¢inu matic (dukaz viz Cviceni 3.15):

rank(AB) < min{rank A, rank B}. (3.22)
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3.2.3 Matice s plnou hodnosti

Matice s plnou hodnosti, tj. s linedrné nezavislymi sloupci nebo linearné nezavislymi tadky,
jsou dulezité a ‘hezké’. Uvedeme tadu vlastnosti, které jsou tomu ekvivalentni. Dukazy vét jsou

jednoduché, spise jde o to shrnout a usporddat dosavadni poznatky (a nezamotat se v tom).

Véta 3.10. Pro matici A € R™ " jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
1. rngA =R™

Soustava Ax =y ma feSeni pro kazdéy.

rank A =m

Zobrazeni f(x) = Ax je surjektivni, tj. f(R") = R™ (viz §1.1.2).

Réddky matice A jsou linedrné nezavislé.

Matice A ma pravou inverzi, tj. AB =1 pro néjakou matici B.

Matice AAT € R™™ je reguldrni.

NS Tk N

Dikaz.
e 1 & 2 & 3 < 4 plyne primo z definic.
e 3 & 5 plyne z definice hodnosti a z Véty 3.9.

e 2 = 6 plati, nebot’ soustava Ab; = e; ma feseni b; pro kazdé i (kde e; resp. b; je i-ty

sloupec matice I resp. B). Pro dukaz 6 = 2 polozime x = By.

e Tvrzeni 1 < 7 plyne z rovnosti (5.5a), uvedené pozdéji.

Véta 3.11. Pro matici A € R™*" jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
1. null A = {0} (tj. nulovy prostor je trividlni).

Soustava Ax = 0 ma jediné reseni x = 0.

rank A = n.

Zobrazeni f(x) = Ax je injektivni (viz §1.1.2).

Sloupce matice A jsou linearné nezavisleé.

Matice A ma levou inverzi, tj. BA =1 pro néjakou matici B.

Matice ATA € R™" je reguldrni.

NS vk N

Dikaz.
e Ekvivalence 1 < 2 plyne z definice nulového prostoru (3.17).

e Ekvivalence 2 < 5 plyne z definice linedrni nezavislosti (3.2), tj. Ax =0 = x=0.
e Ekvivalence 3 < 5 plyne z definice hodnosti (3.19).

o Tvrzeni 4 1ika, ze pro kazdé x,y je Ax=Ay = x=y,tj. A(x—y)=0 = x—y=0.

Ale to je definice (3.2) linedrni nezéavislosti sloupcu A. Tedy plati 2 < 4.

e Tvrzeni 6 je ekvivalentni tomu, Ze matice AT m4 pravou inverzi, tj. ATBT = 1. Tedy 3 < 6

plyne z ekvivalence 3 < 6 ve Véte 3.10.
e Tvrzeni 1 < 7 je plyne z rovnosti (5.5b), uvedené pozdéji.

39



Z téchto vét plyne, ze Ctvercovd matice mé plnou hodnost, pravé kdyz je regularni (viz §2.1.4).
Nakonec uvedeme snadné tvrzeni, které se bude pozdéji mockrat hodit:

Tvrzeni 3.12. Pro libovolné matice A, B plati:
e mg(AB) C rng A.

e rng(AB) = rng A, jestlize radky matice B jsou linedrné nezavislé.

e null(AB) D null B.
e null(AB) = null B, jestlize sloupce matice A jsou linedrné nezavislé.
Dikaz.

e Mame dokéazat, ze jestlize soustava z = ABx ma feseni, pak soustava z = Ay ma feseni.
To je ale jasné, protoze vezmeme y = Bx.

e Druhé tvrzeni navic iikd, ze jestlize ma A linearné nezavislé radky a soustava z = Ay ma
feseni, pak soustava z = ABx ma feseni. To plati, nebot’ dle Véty 3.10 mé soustava Bx =y
feseni pro kazdé y.

e Vyndsobime-li rovnost Bx = 0 matici A zleva, dostaneme ABx = 0.

e Druhé tvrzeni tika, ze kdyz A ma linedrné nezavislé sloupce, pak ABx =0 = Bx = 0.
To plati, nebot’ dle Véty 3.11 plati Ay =0 = y =0. [ |

3.2.4 Véta o hodnosti a nulité

Zatimco dimenze prostoru obrazu matice se jinak nazyva hodnost, dimenzi nulového prostoru
matice se nékdy rikd nulita matice. Zopakujeme nyni veledulezitou vétu o vztahu hodnosti a
nulity, znamou jako rank-plus-nullity theorem.

Véta 3.13. Pro kazdou matici A € R™*" plati

dimrng A +dimnull A = n. (3.23)
—_———

rank A

Diukaz. Necht’ baze prostoru rng A jsou sloupce matice B € R"™*". Tedy existuje matice C €
R"*" tak, ze B = AC. Necht’ baze prostoru null A jsou sloupce matice D € R™*9.

Protoze sloupce B jsou baze rmg A, pro kazdy vektor x € R" existuje pravé jeden vektor
y € R” tak, ze Ax = By, to jest Ax = ACy, to jest A(x — Cy) = 0. To ale znamend
x — Cy € null A, proto existuje pravé jeden vektor z € R? tak, ze x — Cy = Dz.

A jsme hotovi. Ukazali jsme totiz, ze pro kazdé x € R™ existuje pravé jedno y € R" a praveée
jedno z € R? tak, ze x = Cy + Dz. To ale znamen4, Ze sloupce matice [C D} e R™*(+9) jsou
béaze prostoru R™. Tedy musi byt r 4+ ¢ = n, coz je rovnost (3.23). [

Interpretace véty 3.13:

e Kazda dimenze na vstupu zobrazeni f(x) = Ax se bud’ ‘splacne’ do nulového vektoru nebo
se objevi na vystupu.

e Pocet linedrné nezavislych reseni linedrni homogenni soustavy Ax = 0 je n — rank A.
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e Dle Véty 3.9 je rovnost (3.23) ekvivalentni rovnosti
dim rng(A”) + dimnull A = n. (3.24)

Zde rng(AT) je linedrni obal fadki matice A (fadkovy prostor A) a null A je mnozina
vsech vektoru ortogonalnich na tadky A. V §4.5 ukdzeme, ze tyto dva podprostory jsou
ortogondlni doplnék jeden druhého. Rovnost (3.24) tedy ik, ze soucet dimenzi podprostoru
a jeho ortogondlntho dopliku je n (Véta 4.6).

3.2.5 Projektory

Ctvercové matice P € R™" se nazjvé projektor?, jestlize
P’=P (3.25)

(kde P? = PP zna¢i soucin matice P se sebou, viz (2.3)). Takovym maticim se také se ifké
idempotentni, protoze transformace f(y) = Py je idempotentni, tzn. f o f = f (viz §1.1.2).

Tvrzeni 3.14. Pro kazdy projektor P plati:
e nullP = mg(I - P)
e Pro kazdé x € rngP je Px = x.
e Podprostory rng P a null P jsou komplementarni (viz §3.1.1).

Dikaz.
e Necht’ x € rng(I — P), tedy x = (I — P)y pro ngjaké y € R". Pak Px = P(I - P)y =
(P —-P?»y = (P —P)y =0, tedy x € null P.
Necht’ x € null P, tedy Px = 0. Pak x = x — Px = (I — P)x, tedy x € rng(I — P).
e Je x € rng P pravé kdyz x = Py pro néjaké y € R". Pak Px = P%y = Py = x.
e Rovnost (3.6b) plyne z Véty 3.13. Rovnost (3.6a) dokdzeme takto. Necht’ x € rng P, tedy
x = Py pro néjaké y. Jestlize navic x € null P, je Px = PPy = Py =x=0. [

Ve Véteé 3.5 jsme ukazali, ze mame-li komplementarni dvojici podprostoru X, X', pak kazdy
vektor y € R” lze jednoznacné rozlozit jako y = x + x’ kde x € X a x’ € X. Vektor x jsme
nazvali projekce vektoru y na podprostor X ve sméru podprostoru X’. Dosazenim x’' =y — x
vidime, ze projekce x je (jednoznaéné) uréena podminkami

x € X, y—x¢e X (3.26)

Tvrzeni 3.14 1ik&, ze projektor reprezentuje projekci na X = rng P ve sméru X’ = null P, nebot’
vektor x = Py splinuje (3.26). Podminka idempotence (3.25) také ziskala zfejmy vyznam: kdyz
néjaky vektor jednou promitneme, dalsi projekce (na stejny podprostor) ho jiz nezméni. Vse je
vidét z obrazku:

9Slovo projektor mé tento vyznam v linedrni algebfe. V jinych &dstech matematiky se toto slovo muze
pouzivat v trochu jiném vyznamu.
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Piiklad 3.4. Piikladem projekce v R? je stin vrZeny na zem piedmétem osvétlenym sluncem.
Podprostor X je rovina zemé a podprostor X’ je piimka rovnobézna se sluneénimi paprsky
(predpokladédme, ze slunce je nekonecné daleko a tedy vsechny paprsky jsou rovnobézné). Kdyz
je slunce piimo nad hlavou (paprsky jsou svislé), projekce je ortogondlni. V tomto piikladu
zanedbavame zakryty, predstavte si napft., ze predmét je mrak izolovanych bodu. ¢

Ukazme, ze kaZdd projekce je reprezentovana néjakym projektorem, tedy projekce 1ze cha-

rakterizovat!'® jako linedrni idempotentni transformace:

Véta 3.15. Pro kazdou dvojici komplementarnich podprostoru X, X' C R" existuje pravé
jeden projektor P tak, ze X = rmmgP a X' = null P.

Dikaz. Ozna¢me dim X = dimrng P = rank P = m a dim X’ = n—m. Dle Tvrzeni 3.4 existuje
reguldarni matice C = [B B’] € R™" tak, ze B € R™™ je baze X a B’ je baze X'. Necht’

L,

P-C [131 8] cl-cC [O] 1, o]C. (3.27)

B

Protoze A m4 linearné nezavislé radky a B ma linearné nezavislé sloupce, dle Tvrzeni 3.12 je
mgP = mgB a null P = null A. Protoze X = rngB a X’ = rng B’, zbyva dokédzat rng B’ =
null A. Je AB’ = 0, tedy rng B’ C null A. Dle Véty 3.13 je dimnull A = n —rank A =n — m.
Protoze dimrng B’ = n — m, je dimrng B’ = dimnull A. Dle Tvrzeni 3.3 tedy rng B’ = null A.

Dle Véty 3.5 existuje transformace f: R" — R™ tak, ze pro kazdé y je x = f(y) projekce vek-
toru y na X ve sméru X'. Ukazali jsme, ze tato transformace je reprezentovana projektorem P.
Dle Véty 3.6 je matice P transformaci f urcena jednoznacné. [

Vzorec (3.27) k4, ze projektor je podobny!! diagondlni matici, kterd m4 na diagonéle jednicky
a nuly (kazdy projektor je tedy diagonalizovatelny a (3.27) je jeho spektrdlni rozklad, jak se
dozvite v §6.1). Tedy ve vhodné bazi (sloupce C) projektor jen vynuluje nékteré souradnice.

Mozné vas pii ¢teni §2.1.4 napadla otdzka, ze kdyz AB = I (tedy A,B jsou ve vztahu
levé-pravé inverze), co pak asi znamend soucin AB? Zde je odpoved:

Véta 3.16. Matice P je projektor, pravé kdyz P = BA pro néjaké matice A, B spliujici
AB =1. V tom pripadé plati ng P = rng B a null P = null A.

10Glovo charakterizace v matematice obvykle znamend nutné a postacujici podminky pro néjakou vlastnost.
1 7Zopakujme z linearni algebry: matice A a B jsou si podobné, je-li B = CAC™! pro néjakou reguldrni C.
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Diikaz. Jestlize AB =1aP = BA, pak P> = BABA = BA = P.
Necht’ P2 = P. Pak dle Tvrzeni 3.14 jsou podprostory rng P a null P komplementarni, tedy
dle Véty 3.15 existuji matice A, B v (3.27). Plati

AB-[I, 0]cc {Ig} 1, 0] {Ig} 1,

|
Véta 3.16 navic ukazuje, ze a« = Ay jsou souradnice projekce x = Ba v bazi tvotené sloupci

matice A. V dukazu Véty 3.5 je tedy A = [Xl e Xm} aa=(ag,... B ).

Piiklad 3.5. P = [(1) 8] je projektor v roviné R?, ktery kazdy bod promitne na podprostor

rng P = span{(1,0)} ve sméru nullP = span{(—a, 1)}. Pro a = 0 je to dokonce ortogonélni

projektor, ktery jednoduse vynuluje druhou souradnici. Mame m = rank P = 1 a (3.27) zni

o e e A [ R R R

v~ D A

P C Cc-1 B A B

JeAB=1,=1aBA=P. ¢

Vsimnéme si nyni i vektoru x’ ve Véte 3.5, tedy projekce vektoru y na X’ ve sméru X. Tato
projekce je reprezentovéana matici P’ =1— P, nebot’' X’ =y —x=y - Py =(I-P)y =Py.
Protoze P? = (I-P)(I-P)=1-2P+P>=1-2P +P =1— P = P/, matice P’ je také
projektor. Dvojici projektoru P, P’ spliujici

P+P =1 (3.28)

nazyvame komplementarni projektory'?.
7 dukazu Vety 3.15 vysvita postup ‘vyroby’ komplementarnich dvojic projektoru: libovolnou

regularni matici C rozdélime vodorovné na dva bloky B a B, jeji inverzi rozdélime svisle na
dva bloky A a A’, a napiSeme identity C™'C =1 = CC™

AB AB] [A A
lA'B A’B’] = [A’] B B]=I=[B B { A,} —BA +BA. (3.29)
N—— \ , Y Y
Cc-1 c c Cc-1

Prava identita je (3.28) a jejim vynasobenim vektorem y dostaneme (3.7). Z levé identity plyne
nékolik véci, napf. ze podprostory rng B a rng B’ jsou komplementédrni. Domyslete zbytek!

3.2.6 Zrcadleni a reflektory
Reflektor je ¢tvercova matice R splnujici
R’ =1 (3.30)

Tedy linedrni transformace f(y) = Ry je involuce, tj. f o f je indentické zobrazeni (viz §1.1.2).
Této transformaci se také tikd reflexe neboli zrcadleni. Tedy zrcadleni je involutorni linedrni
transformace.

12Pozor: zatfmco komplementdrni projektor P’ je svym protéjskem P jednoznaéné urcen, komplementarni
podprostor X’ nenf jednoznaéné uréen podprostorem X (viz Piiklad 3.2).
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Existuje jednoduchy vztah mezi projektory a reflektory. Je-li P projektor, pak
R=2P -1 (3.31)

je reflektor. Opravdu: R? = (2P —I)? = 4P? — 2P — 2P + 1 = 4P — 2P — 2P + I =TI (kde
jsme pouzili idempotenci projektoru). Obracené, je-li R reflektor, pak matice P = (I+R)/2 je
idempotentni, tedy projektor (zkontrolujte!).

Z (3.30) navic vidime, ze je-li R reflektor, pak —R je taky reflektor. Reflektor (3.31) zrcadli
kazdy vektor kolem podprostoru rng P ve sméru podprostoru null P, reflektor —R zrcadli kolem
null P ve sméru rng P. To vSe je patrné z obrazku, kdyz si promyslite vztahy mezi nakreslenymi
vektory. Zaroven vidime, proc je reflexe involuce: kdyz néjaky vektor ozrcadlime a vysledny
vektor ozrcadlime znovu (kolem stejného podprostoru a ve stejném sméru), pak dostaneme
opét ten puvodni vektor.

(2P — 1)y

(I1-2P)y

3.3 Afinni podprostor a zobrazeni

Afinni kombinace vektoru xi,...,x; € R" je linearni kombinace ax; + - - - + apXy, ve které
koeficienty kombinace splnuji
o+ F+ap=1.

Afinni obal vektoru x1,...,x; je mnozina vsech jejich afinnich kombinaci. Mnozina A C R" je
afinni podprostor'? linedrniho prostoru R", jestlize kazd4 afinni kombinace kazdé (konecné)
mnoziny vektoru z A lezi v A (neboli mnozina A je uzaviena na afinni kombinace):

Xi,.., X, €A, ai+--+ap=1 = X1+ +ax, € A, (3.32)

Afinni kombinace nezdvisi na pocdtku. To znamend, ze afinni kombinace vektoru posunutych
o libovolny vektor x je rovna afinni kombinaci neposunutych vektoru posunuté o xy. To snadno
dokazeme:

ap (X1 —Xg)+- - Fap(Xp—Xo) = arxy+- - apXp — (- ag)xe = (x4 - -+ apXy) — Xo.

Na rozdil od toho, obecna linearni kombinace na pocatku zavisi.

K tomu (mirné neformalni) pozndmka: Jestlize s prvky linearniho (pod)prostoru provadime
operace afinni kombinace, tyto prvky si staci predstavovat/kreslit jako body. Poloha pocatku
neni dulezitd, protoze afinni kombinace na ném nezavisi. Afinni kombinaci bodu na papite Ize

13Vgimnéte si, zZe definujeme afinni podprostor linedrniho prostoru, ale uz ne afinni prostor sdm o sobé. Definice
afinnfho prostoru bez odkazu k néjakému linedrnimu prostoru (tj. pomoci axiomu) existuje, ale neuvddime ji.
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sestrojit pomoci pravitka a méfitka bez znalosti polohy pocatku. Naproti tomu, jestlize s prvky
linedrntho (pod)prostoru provadime operace linedrni kombinace, tyto prvky si predstavujeme
jako sipky spojujici pocatek s koncovym bodem (presnéji jako volné vektory), protoze linearni
kombinaci vektori muzeme sestrojit pouze se znalosti polohy pocatku. To je duvod, pro¢ se
prvkum afinniho (pod)prostoru iikd body zatimto prvkam pouhého linedrniho (pod)prostoru
vektory.

Piiklad 3.6. Afinni obal dvou bodu x;, X, € R? je mnozina
aff{x1,x2} = {an1x; + aoxs |y + g = 1}.

Pokud x; # x5, je touto mnozinou piimka prochazejici body x;,x5. Tato primka je afinni
podprostor R3. Na obrazku dole vlevo je nékolik bodi na pifmece a pifslusné koeficienty (o, o).
Naproti tomu, linedrni obal dvou vektoru xi,xs (pokud jsou linedrné nezavislé) je rovina
prochézejici témito dvéma body a pocatkem 0.
Afinnf obal tif bod %1, X». X3 € R? je mnozina

aff{x1,x9,x3} = {uxy + aoXe + azx3 |y +as +ag =1},

Pokud body x1, X9, X3 nelezi v piimce, je touto mnozinou rovina jimi prochézejici. Tato rovina
je afinni podprostor R?. Na obrazku vpravo je nékolik bodii v této roviné a pifslusné koeficienty
(Oél, Q, (](3) .

(Protoze afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku, do obrazku jsme pocétek ani nekreslili
a prvky prostoru R? jsme kreslili jako body, viz pozndmka vyse.) ¢

Pro mnozinu X C R" a vektor x € R™ oznacme

X+x=x+X={x+y|lye X} (3.33)

Véta 3.17.
e Je-li X linearni podprostor R" a x € R", pak mnozina X + x je afinni podprostor R".

e Je-li A afinni podprostor R" a x € A, pak mnozina A — x je linearni podprostor R"™.

e Je-li A afinni podprostor ax,y € A, pak A —x=A—y.
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Diikaz. Prvni tvrzeni: Chceme dokéazat, ze afinni kombinace bodu z mnoziny X + x lezi v této
mnoziné. Necht’ tedy a; + - - - + a; = 1 a chceme dokéazat implikaci

X1,...,Xp €EX+X — oX;+--+apxp € X + X,
neboli
X|]—X,..., X, —XEX = aXi+-tapXpy—x=0(x; —X)+ -+ ap(xp —x) € X.

Tato implikace plati diky linearité X.
Druhé tvrzeni: Chceme dokézat, ze linedarni kombinace vektort z mnoziny A — x lezi v této
mnoziné. Necht’ tedy aq,...,ar € R a chceme dokézat implikaci

X1,.., X, €A = a(xp—x)+ -+ ap(xp—x) € A—x.
Prava strana této implikace jde psat jako
ap(x) —X)+ - Fap(xXp—xX)+x=agx; + -+ auxp+ (1 —ag — - —ag)x € A.

To je ale pravda, nebot’ a; + -+ + (1 —a; — - -+ — ) = 1 a tedy posledni vyraz je afinni
kombinace vektoru z A, kterd podle predpokladu lezi v A.

Tteti tvrzeni: Oznac¢me X = A —x. Jelikoz y € A, je také y —x € A —x = X. Nyni piSme
A—y=A—-x+x—-y=X—(y—x) =X, kde posledni rovnost plyne z linearity X (kterou
jsme dokdazali v druhém tvrzeni). ]

Veéta 3.17 tikd, ze afinni podprostor neni nic jiného, nez ‘posunuty’ linearni podprostor
(tedy nemusi prochazet pocatkem, na rozdil of linedrniho podprostoru). Treti tvrzeni véty
navic ukazuje, ze tento linedrni podprostor je afinnim prostorem urcen jednoznacné:

A:X+X0

X0
X

Dimenze nepriazdného'® afinniho podprostoru je dimenze tohoto linedrnfho podprostoru.
Afinnimu podprostoru R™ dimenze 0, 1, 2 a n — 1 se fikd po fadé bod, pfimka, rovina, a
nadrovina.

Véta 3.18. Mnozina A C R" je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz je mnozinou reseni
néjaké linearni soustavy, tj. existuji A a b spliujici A={x € R" | Ax=Db}.

147de jsme pouzili skutecnost, ze k vyroku typu x € X mizeme pfi¢ist libovolny vektor a vyrok se tim
nezmeéni. Presnéji, pro kazdé X CR" ax,y e R" platix € X & x+y € X +y. To snadno plyne z (3.33).

15Na rozdil od linedrniho podprostoru miize byt afinni podprostor prazdny. Dimenze prazdného afinniho
podprostoru se nékdy konvenci definuje jako —1.
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Diikaz. Predpoklddejme, ze mnozina A je neprazdnd (pro A = () véta zjevné plati, protoze
prazdnd mnozina je afinni podprostor a je to také feseni néjaké linearni soustavy).

Dikaz <: Necht’' A = {x € R" | Ax =b}. Necht' x;,...,x, € Aaa; +---+ap =1L
Dokazme, ze ayxy + -+ - + apxy, € A:

A(anxy + -+ 4+ apXy) = agAx; + -+ apAxy = agb+ -+ ayb = b.

Jiny dukaz <: Necht’ X = null A a x; je libovolny bod splaujici Axy = b (tzv. partikuldrni
resent soustavy Ax = b). Pak

A ={x|Ax=b}={x|A(x—%0) =0} ={x'"+%0 | AX' =0} = X + x. (3.34)

Tedy dle Veéty 3.17 je A afinni podprostor.

Dukaz =-: Necht’ A je afinni podprostor a necht’ x, € A. Pak (dle Véty 3.17) je mnozina
X = A — x¢ linedrni podprostor, tedy (viz pozndmka v §3.2.1) existuje matice A tak, ze
X =null A. Necht’ b = Axy. Pak dle (3.34) je X +xo={x| Ax=Db}. |

Diky Veété 3.18 se afinnimu podprostoru ika také linedrni varieta. Je to specidlni pripad
algebraické variety, coz je mnozina feSeni soustavy polynomidlnich rovnic. Jejich studiem se
zabyva algebraickd geometrie.

Shrime: kazdy linearni podprostor lze reprezentovat bud’ jako rng A pro néjakou matici A,
nebo jako null A (tj. mnozinou feseni soustavy Ax = 0) pro néjakou (jinou!) matici A. Kazdy
afinni podprostor 1ze reprezentovat bud’ jako x+ X pro néjaky vektor x a linearni podprostor X,
nebo jako mnozinu feseni soustavy Ax = b pro néjaké A, b.

Body x1,...,x; € R" jsou afinné nezavislé, jestlize zadny neni afinni kombinace ostatnich.
Afinni nezavislost 1ze ovsem definovat i jinak (dukaz véty neuvadime, i kdyz neni tézky):

Véta 3.19. Pro body xy,...,x; € R" jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
1. Zadny bod neni roven afinni kombinaci ostatnich bodii.
2. Plati (srov. se (3.2))

ar+--+a=0, ax1+---+ox,=0 = a;=---=aqa;=0. (335)
3. Vektory xo — X1,X3 — X1, ..., X — X1 jsou linearné nezavislé.
X1 Xkl - . Y X n+1 L, ..
4. Vektory { 1 } . [ 1 } jsou linedrné nezavislé (kde L} € R™* znaci vektor x s prida-

nou jednickou jako (n + 1)-ni souradnici1®).

Piiklad 3.7. Dva body x1,xs € R" jsou afinné nezavislé, pravé kdyz x; # X, (neboli nejsou
identické). Tii body x1,Xs,x3 € R™ jsou afinné nezavislé, pravé kdyz nelezi v jedné piimce
(neboli nejsou kolinedrni). Viz Priklad 3.6. Ctyfi body X1, Xa, X3, X4 € R” jsou afinné nezavislé,
praveé kdyz nelezi v jedné roviné (neboli nejsou koplandrni). ¢

Zobrazeni f: R" — R™ nazveme afinni, pokud (3.8) plati pro vsechna o +---+ay = 1. Lze
dokazat (proved’te!), ze zobrazeni f je afinni, pravé kdyz existuje matice A € R™*" a vektor
b € R™ tak, ze

f(x) = Ax + b, (3.36)

16Tento vektor dobfe znaji poéitacovi grafici jako homogenni souradnice bodu x.
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Pro m = 1 se zobrazen{ (3.36) nazyvd také afinni funkce!” f: R" — R a m4 tvar
fx)=alx+b=ax, +-- +a,z, +0, (3.37)
kdeac R"abeR.

Priklad 3.8. Zobrazeni f: R? — R? definované jako f(x1,z5) = (21 + 29 + 1,21 — 19 — 2, 211)
je afinni. To bychom mohli dokazat ovéfenim podminek (3.8) pro ay + -+ + ap = 1. Ale je to
patrné i z toho, ze zobrazeni lze vyjadrit ve tvaru (3.36):

1 1 . 1
fay,29) = |1 —1 Ll} + [-2].
2 0| L7 0 ¢
Piiklad 3.9. Casto potkdme zobrazeni ve tvaru
f(x) = A(x —xo). (3.38)
To je afinni zobrazeni (3.36), kde b = —Ax(. Zatimco v (3.36) eplicitné vidime posunuti v
hodnoté (vektor b), v (3.38) explicitné vidime posunuti v argumentu. ¢

Priklad 3.10. Pro dané body x1,...,x; € R" a y1,...,yx € R™ mame za kol najit afinni
zobrazeni f takové, aby platilo y; = f(x;) pro viechna i = 1,... k. Redfme tedy linedrni
soustavu y; = Ax;+b,i=1,...,k, pro neznamé A € R™*" a b € R™. Tuto soustavu muzeme
napsat v maticovém tvaru

X PR X
[yi - w] =[A b] |7} "l
1 - 1
Je-li k =n+1abody x1,...,x; jsou afinné nezavislé, matice [}? Xlk] je regularni a tedy
soustava ma jediné TeSeni. ¢

Shriime: kazdé linedrni zobrazeni lze reprezentovat jako f(x) = Ax pro néjakou A a kazdé
afinni zobrazeni jako f(x) = Ax + b pro néjaké A, b.

3.4 Cviceni

3.1. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny jsou linedrni nebo afinni podprostory R™ a kdyz
ano, urcete jejich dimenze:

a) {xeR"|aT’x =0} pro dané a € R"

b) {xeR"|a’x=b} prodané a € R", b € R
c) {xeR" |x'x=1}

d) {xeR"|ax” =1} pro dané a € R"

17V linearni algebie znamen ‘linedrni funkce’ néco jiného nez v matematické analyze. Napi. funkci jedné
proménné f(x) = ax + b znéte ze zékladni skoly jako linedrni, v linedrni algebie vsak linedrni neni — je afinni.
Ovsem soustavé rovnic Ax = b se fika ‘linearni’ i v linedrni algebte.
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

e) {XER" ’ Z?:lsci:()}
f) a + span{b,c}, kde a,b,c € R" jsou znamé vektory takové, ze b, c jsou linearné
nezavislé.

Je mnozina { (z1, Te, 3, 24) € R* | 21+ 23 = 0} linedrni podprostor? Pokud ano, najdéte
jeho libovolnou bazi.
Méme podprostor X C R* s bdzf (1,2,3),(—1,0,1). Necht’ x = (2,2,2). Plati x € X?
Pokud ano, najdéte souradnice vektoru x v této bazi.
Dokazte, ze jestlize jsou vektory xi,...,X; linearné zavislé, pak je aspon jeden z nich
linearni kombinaci ostatnich.

Necht” X je linedrni podprostor R” a f: R™ — R™ je linedrni zobrazeni. Je mnozina f(X)
linearni podprostor R™? Odpoved’ dokazte.

Je dédno zobrazeni f(x) = x x y, kde y € R? je pevny vektor a x oznacuje vektorovy
soucin dvou vektoru'®. Jde tedy o zobrazeni R3 — R3. Je toto zobrazeni linearni? Pokud
ano, najdéte matici A tak, aby f(x) = Ax. Cemu je rovno AT? Jakou hodnost ma A?

Méme zobrazeni f: R? — R? definované jako f(z,y) = (z +y,22 — 1,2 — y). Je toto
zobrazeni linearni? Pokud ano, napiste ho ve formeé (3.10). Je toto zobrazeni afinni? Pokud
ano, napiste ho ve formé (3.36). Obé odpovédi dokazte z definic.

Méjme nehomogenni linearni soustavu

r+2y+ z=1
—r 4+ y+2z2=2

dvou rovnic o tfech nezndmych. Napiste mnozinu feseni soustavy jako X +xg, kde X C R3
je linearni podprostor (napiste jeho bazi) a xo € R3.

Zjisti, zda existuje linedrni funkce f spliujici tyto podminky:

a) f(1,2) =2, f(3,4) = 3.
b) £(1,2) =2, f(3,4) =3, [(5,6) = 4.
c) f(1,0,1) = —1, f(0,1,2) =1, f(1,1,3) = 2.
Najdéte bazi prostoru obrazu a bazi nulového prostoru nasledujicich linedrnich zobrazeni:
a) f(x1, 12, 23) = (71 — T, T3 — T3 + 211)
b) f(x1,22) = (221 + @, 21 — T2, 229 + x7)
Sloupce matice A € R™ ™ jsou béaze podprostoru X C R", pravé kdyz dim X = m a
X =rgA. Proc?

Necht” matice A a B maji stejné rozméry a obé maji linearné nezavislé sloupce. Dokazte,
ze sloupce matic tvoti baze stejného podprostoru, pravé kdyz B = AC pro néjakou
regularni matici C.

Mate matice A a B se stejnym poctem tadku. Jak byste ovérili, zda rng A = rng B,
umite-li spocitat hodnost libovolné matice?

Dokazte, ze matice [A B] je regularni, pravé kdyz jsou podprostory rng A a rng B
komplementarni.

18Tedy x zde neoznacuje kartézsky soucin mnozin, jako jinde ve skriptech.
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3.15. Dokazte, ze pro libovolné dvé matice plati nerovnost (3.22).

3.16. Navrhnéte postup, jak spocitat afinni zobrazeni f: R? — R2, které zobrazi trojihelnik
s vrcholy p1, p2, P3 € R? na trojuhelnik s vrcholy qi, qs, q3 € R2. Zobrazeni mé zobrazit
bod p; do bodu q; atd.

3.17. Které z téchto vyroku jsou pravdivé? Kazdy vyrok dokazte nebo najdéte protiptiklad.
Nékteré vyroky mohou platit jen pro urcité rozméry matic — najdéte co nejobecnéjsi
podminky na rozméry matic, aby vyroky byly pravdivé.

a) Pokud AB maé plnou hodnost, pak A a B maji plnou hodnost.

b)

¢) Pokud A a B maji trividlni nulovy prostor, pak AB ma trividlni nulovy prostor.
)

d) (%) Pokud A a B jsou 1zké s plnou hodnosti a plati AT”B = 0, pak matice [A B] je
uzka s plnou hodnosti.

e) (%) Pokud matice {‘g g] ma plnou hodnost, pak A i B maji plnou hodnost.

Pokud A a B maji plnou hodnost, pak AB ma plnou hodnost.

3.18. Dokazte, ze kdyz néjakd matice splituje P? = P, pak pro kazdé x € rng P plati Px = x.
3.19. Pro projektor dokazte: (a) mgP =R" = P =1 (b)nullP=0 = P =1

3.20. Je slozeni dvou projekei projekce? Odpovéd’ dokazte.

3.21. (x) Méjme vektory x1, ..., x,. Vektor x; nazveme klicovy, neni-li linedrni kombinaci vek-

toruxy, ..., x;_1. Dokazte, Ze mnozina klicovych vektort je baze podprostoru span{xy, ..., xx}.
Vsimnéte si, ze vlastné dokazujete prvni tvrzeni Véty 3.2.

3.22. (x) Mame linearné nezavislé vektory ay,...,a,, € R" a hleddme vektory a,, 1,...,a, €
R"™ tak, aby vektory ai,...,a, byly linedrné nezavislé. Dokazte, Ze to jde udélat na-
sledovné. Necht’” A € R™ " je matice s tadky al,...,al. Vybereme mnozinu J C
{1,...,n} linedrné nezdvislych sloupcu matice A (viz predchozi cviceni). Pak zvolime
vektory a,, 41, ..., a, jako n —m vektoru standardni baze e; € R" kde j € {1,...,n}\ J.

3.23. (x) Dokazte Vétu 3.19.

Napovéda a reseni
3.1.a) Linedrni podprostor, dimenze n — 1 pro a # 0 a n pro a = 0.

3.1.b) Afinni podprostor dimenze n — 1 proa# 0 an proa =0,b=0. Pro a= 0, b # 0 je mnozina
prazdnd (tedy neni afinni podprostor).

3.1.c) Neni linedrni ani afinni podprostor (je to sféra).

3.1.d) Pron =1 aa # 0 je mnozinou jediny bod, tedy afinni podprostor prostoru R. Pron =1aa=20
je mnozina prazdnd (tedy neni afinni podprostor). Pro n > 1 je mnozina také prézdnd, protoze
soustava ax’ = I nem4 feseni pro z4dné a,x (mozny ditkaz: je rank I = n, ale rank(ax’) < 1).

3.1.e) Linearni podprostor dimenze n — 1.

3.1.f) Je to rovina v R™, ktera neprochézi poc¢dtkem (prochazi bodem a), tedy je to afinni podprostor

dimenze 2.
3.2.  Ano. Je to vlastné mnozina {x € R" | alx = 0} (tedy nadrovina prochazejici pocatkem s
normélovym vektorem a), kde n =4 a a = (1,0, 1,0). Bazi ziskdme feSenim homogenni soustavy

a’x = 1 + 23 = 0. Baze m4 tii prvky (protoze dimenze nadroviny je n — 1 = 3).
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Je x € X, pravé kdyz x = aa + b pro ngjaké a, 5 € R. Pokud tato linearni soustava ma feSent,
pak («, 8) jsou soufadnice vektoru x v bézi (a,b) (zde je drobné nesrovnalost: nékdy jsme o bazi
mluvili jako o mnoZiné vektoru, protoze nam na poradi vektoru béze nezalezelo.

Jsou-li vektory lin. zavislé, pak a;x; + -+ + apxp = 0 kde aspon jedno z ¢isel ag,...,qx je
nenulové. Je-li napt. oy # 0, pak ayx1 + -+ 4+ agxg = 0 lze napsat jako xq = abhxo + -+ + a%xk
kde o = /o

Ano. Dukaz: Dle (3.3) mdme dokdzat, ze pro kazdé yi,...,yxr € f(X) plati >, a;y; € £(X).
Protoze f(X) = {f(x) | x € X }, jey € f(X) prave kdyz existuje x € X tak, ze y = f(x). Tedy
mame dokdzat, ze pro kazdé xi,...,x; € X existuje x € X tak, ze ), o;f(x;) = f(x). To je ale
pravda, protoze ), a;f(x;) = f(3_, qix;) ax =) aix; € X.

0 y3 —u2
Je linearni, A = | —ys3 0 1| je antisymetrickd hodnosti 2 pro y # O.
Y2~ 0
1 1 0 .
Je afinni. Je f(x) = Ax+b,kde A= |2 0 b=(0,—-1,0)= |-1|,x=(z,y) = [y}
1 -1 0

Napi. (1,—1,2) +span{(1,—-1, )} ={(1+a, -1 —,24+a) |a e R }.

3.9.a) Je f(x1,x2) = a1x1 + asxs. Resime soustavu ay + 2ag = 2, 3a; + 4as = 3. Tato soustava mé

feSeni, tedy linedarni funkce existuje.

3.9.b) Ano.

3.9.c) Ne.

3.10.a) rng A = R? a tedy baze rng A je napi. (0,1),(1,0). Béze null A je napt. (1,1, 3).
3.10.b) Béze rng A je napi. (2,1,1),(1,—1,2). Béze null A je napi. (0,0).

3.12.
3.13.
3.14.

3.15.

3.16.
3.20.

Tohle znate z linearni algebry: C je matice pfechodu mezi bazemi tvorenymi sloupci A a B.
rng A = rng B je ekvivalentni rank A = rank[A B| = rank B.

Matice je regularni, pravé kdyz je ¢tvercova a mé linedrné nezavislé sloupce. Uvédomte si, ze
o

5] = Aa + BJ a pouzijte

linearni kombinaci sloupci matice [A B] lze psat jako [A B] [
definici linedrni nezavislosti (3.2).

Dle Tvrzeni 3.12 je rng(AB) C rng A, z toho rank(AB) < rank A. Dle Véty 3.9 je rank(AB) =
rank((AB)T) = rank(BTAT) < rank(B”) = rank B.

Viz Piiklad 3.10.

Ne vzdy. Jako dukaz této odpovédi je tieba najit protipiiklad, tedy matice P, Q takové, ze
P’=P, Q*=Qa (PQ)* #PQ.
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Kapitola 4

Ortogonalita

4.1 Délky, uhly, vzdalenosti

Na prostoru R” prirozené mame standardni skaldrni soucin
X'y =z 4+ Ty =y X (4.1)

Moznd jste zvykli skaldrni soucin znacit (x,y) (nebo x -y). Toto znaceni je nutné, kdyz jde

o obecny (axiomy definovany) skaldrni sou¢in na obecném (axiomy definovaném) linedrnim

prostoru (ktery se pak nazyva linedrni prostor se skaldrnim soucinem)!. Pro standardn{ skaldrni

sou¢in na R™ by to ale byl zbyteény novy symbol a proto ho budeme psét jednoduse jako x'y.
Standardni skalarni soucin indukuje eukleidovskou normu

x|l = VxTx = (2] + -+ 27) "2, (4.2)

Norma méfi délku vektoru x. Spliuje trojihelnikovou nerovnost ||x +y|| < ||x|| + ||yl
Uhel ¢ dvojice vektoru se spocita jako

xTy
COS p = —————. (4.3)
[ 1yl
Eukleidovska norma indukuje eukleidovskou metriku
d(x,y) =[x =yl (4.4)

ktera meéri vzdalenost bodu x a y.

Protoze pro n = 3 takto definované pojmy délky, tihlu a vzdélenosti dobie modeluji prostor,
ve kterém zijeme, prostoru R” se standardnim skaldarnim souc¢inem se casto tika Eukleidovskij
prostor.

4.2 Ortogonalni a ortonormalni vektory

Vektory x,y € R" jsou navzajem ortogonalni (nékdy také fikdme kolmé?) jestlize xTy = 0.
Coz znacime také x 1 y. Dle (4.3) to znamend, ze vektory sviraji pravy thel.

IStandardn{ skaldrni sou¢in na R™, definovany vzorcem (4.1), se anglicky obvykle nazyva dot product, zatimco
obecny skalarni sou¢in na obecném linearnim prostoru je inner product.

2 Ortogondini vektory znamend skoro totéz jako kolmé vektory (angl. perpendicular). Relace ortogonality se
definuje pro dvojice prvku z libovolného linedrniho prostoru (tedy napf. pro dvojice funkei, posloupnosti, atd.).
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Vektor x € R™ nazveme normalizovany, pokud m4 jednotkovou délku, tj. x| = 1 = x"x.

Mnozinu vektort {xi,...,X;} nazveme ortonormalni (trochu nepiesn&® ifkdme, ze vektory
X1, ..., Xy jsou ortonormdln?), jestlize kazdy vektor z této mnoziny je normalizovany a kazda
dvojice vektoru z této mnoziny je ortogondlni, tedy
0 kdyzi#j,
X x; = 0y = L (4.5)
1 kdyzi=1j.

Véta 4.1. Ortonormalni mnozina vektoru je linearné nezavisla.

Diikaz. Vynasobme levou stranu implikace (3.2) skalarné vektorem x;, coz da
o = OziXZTXi = ozlxiTxl + -4 akxiTxk = XZTO =0.

To plati pro kazdé i, tedy oy = -+ = a;, = 0. To je prava strana implikace (3.2). [

Véta 4.2. Necht’ x = ayX1 + - - - + auXy, kde vektory Xi,...,Xy jsou ortonormalni. Pak

o = x!'x, 1=1,...,k. (4.6)

Diikaz. Vynasobenim rovnice X = a1X; + - -+ + agX;, skalarné vektorem x; dostaneme x'fx =
X,ZTXZOZZ = Q. |

Skalary ag,...,ax jsou soutadnice vektoru x v ortonormalni bazi xi,...,x; podprostoru
span{xy,...,X;}. Vzpomente ze stfedni skoly (nakreslete si obrazek!), ze vyraz (4.6) je délka
(se znaménkem) ortogondlni projekce vektoru x do primky span{x;}, kde ||x;|| = 1. Uvédomte
si rozdil oproti situaci, kdy vektory xi,...,X; jsou linedrné nezavislé, ale ne ortonormalni
(Véta 3.1): v tom pripadé koeficienty a; musime pracné pocitat feSenim linedrni soustavy.

Ortonormélni baze linearniho (pod)prostoru odpovida tomu, co ze zdkladni skoly znate pod
pojmem kartézsky souradnicovy systém. Souradnice bodu vuéi jeho ortonormélni bazi (viz §3.1)
pak znate jako jeho kartézské souradnice.

4.3 Matice s ortonormalnimi sloupci

Necht’ sloupce matice U € R™*" tvoii* ortonormalni mnozinu vektori. Dle Véty 4.1 jsou
sloupce U linedrné nezavislé, tedy nutné m > n (tj. U je ¢tvercova nebo tizkd). Podminku
ortonormality (4.5) sloupcu matice U lze pséat struéné jako (proc?)

U'Uu=1 (4.7)

Relace kolmosti se puvodné definovala v geometrii pro dvojice primek. Je mozné ji rozsitit na dvojice nenulovijch
vektoru x,y, které vlastné chapeme jako primky span{x} a span{y}. Vektory ale museji{ byt nenulové, nebot’
span{0} neni pifmka. Naproti tomu, nulovy vektor 0 je ortogonélni s kazdym vektorem, nebot’ x7'0 = 0 pro
kazdé x.

3Nepfesné proto, ze ortonormalita neni vlastnost jednoho vektoru, ale mnoziny vektor.

4Pro matice s ortonormélnimi sloupci (§4.3) je obvyklé znacit U, V, Q spiSe nez A, B. Podobné, ortonormaln{
vektory se ¢asto znaci u,v,q a ne x,y,a, jak jsme zvykli.
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To znamend, ze U7 je levd inverze matice U a U je pravd inverze matice U7 (viz §2.1.4).
Linearni zobrazeni f(x) = Ux (zobrazeni R™ — R™) zachovava skaldrni soucin, nebot’

f(x)"f(y) = (Ux)" (Uy) =x"U"Uy =x"y. (4.8)

Pro x = y dostaneme ||f(x)| = ||Ux| = ||x||, neboli zobrazeni zachovava také eukleidovskou
normu. Zobrazen{ f tedy zachovava délky a tihly. Takova zobrazeni se nazyvaji isometrie®.

Obecnéji, skaldrni sou¢in matic (viz §2.1.7) je také invariantni vuci ndsobeni isometrii zprava
i zleva: jsou-li U, V matice s ortonormalnimi sloupci, dle (2.10) méme

(UAVT UBV’) = (A, UTUBV'V) = (A, B).
Tedy i Frobeniova norma (2.11) je invariantni vuci isometrii,

[CAVT] =|A]l (4.9)

Tvrzeni 4.3. Pro kazdou ¢tvercovou matici U plati

U'U=1 < U'=U"! «— UuU'=1L (4.10)

Diikaz. Necht’ plati leva rovnost. Pak jsou sloupce U ortonormalni a tedy linearné nezavislé.
To ale znamend, ze U je reguldrni, protoze je ¢tvercova. Vynasobenim levé rovnice matici U1
zprava ziskame prostiedni rovnici. Vynasobenim prostiedni rovnice matici U zleva ziskame
pravou rovnici. Zbylé implikace dokazeme podobné. [

Véta tika, ze ma-li ctvercova matice ortonormélni sloupce, mé ortonormaélni i fadky, a inverze
takové matice se spocitd jednoduse transpozici. Ctvercové matici spliujici podminky (4.10) se
iika ortogonalni matice.

Zduraznéme, Ze pokud U je obdélnikova s ortonorméalnimi sloupci, neplati UUT = 1. Dale,
pokud m4 U ortogondlni (ne vsak ortonormaln{) sloupce, nemusi mit ortogonaln{ fadky®.

Necht’ U je ortogonalni matice. Vezmeme-li determinant obou stran rovnice UTU = I,
méme det(UTU) = det(UT) det U = (det U)? = 1. Tedy det U € {—1,1}.

e Pokud det U = 1, matici se iika specialni ortogonalni nebo také rotacni, protoze trans-
formace f(x) = Ux (zobrazeni z R" do sebe) znamend otoceni vektoru x okolo pocatku.

Kazdou rotaci v prostoru R" Ize jednoznacné reprezentovat rotacni matici.

e Pokud det U = —1, transformace f je slozenim otoceni a ortogondlni reflexe neboli zrcadleni
(viz §4.6.1).

Priklad 4.1. Vsechny rotac¢ni matice 2 x 2 lze napsat jako

U— |:C(?S © —sin @}
singp  cosg

pro néjaké ¢. Nasobeni vektoru touto matici odpovida otoceni vektoru v roviné o thel .

Zkontrolujte si, ze UTU =1 =UU? adet U = 1. ¢

®Obecnéji, isometrie je zobrazeni mezi dvéma metrickymi (ne nutné linearnimi) prostory, které zachovava
vzdalenosti. V nasem piipadé bychom mohli ptesnéji mluvit o linedrni isometrii, tedy o isometrii, ktera je
zaroven linearni zobrazeni.

6To je moznd diivod, pro¢ se étvercové matici s ortonormalnimi sloupci (tedy i fddky) nefikd ‘ortonormdlni’
ale ‘ortogondlni’. Obdélnikovd matice s ortonormélnimi sloupci a ¢tvercovd matice s ortogondlnimi (ne vsak
ortonormdlnimi) sloupci zvlastn{ jména nemaji.
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Priklad 4.2. Zrcadleni (neboli reflexe) v R? kolem pifmky prochézejici pocdtkem a smérnici
tan(y/2) je reprezentovano ortogonalni matici

U— {cgs @ sin go} '
sinp —cosyp

¢

Priklad 4.3. Permutac¢ni matice je ctvercova matice, jejiz sloupce jsou permutované vektory
standardni baze. Napft.

[eg (S5} 82] =

—_ O O
O O =
O = O

Permutacni matice je ortogonalni (dokazte!) a jeji determinant je rovny znaménku permutace. 4

4.4 Gram-Schmidtova ortonormalizace

Gram-Schmidtova ortonormalizace je algoritmus, ktery pro dané linearné nezavislé vektory
ai,...,a, € R™ najde vektory qi,...,q, € R™ takové, ze

® qi,...,q, jsou ortonormalni,

e pro kazdé k =1,...,n plati span{qy,...,qr} = span{ay,...,a;}.

Myslenka algoritmu je jednoduché. Predpokladejme, ze mame ortonormalni vektory qq, ..., qx_1
splaujici span{qy,...,qx_1} = span{ay,...,a;_1}. Spoc¢itdme vektor
k—1
a, = ar — 3 (a’an)a; (4.11)
i=1
Tento vektor je kolmy na kazdy z vektoru qi,...,qr_1, protoze kdyz skalarné vynasobime

vyraz (4.11) jakymkoliv z nich, tak diky ortonormalité dostaneme nulu’” (ovéite!). Podle pied-

pokladu je a, ¢ span{ai,...,a,_1} = span{qi,...,qx-1}, tedy q) # 0. Z (4.11) plyne q}, €
span{qy,...,qx_1, a5} = span{ay,...,a;}. Ted staci vektor qj, znormalizovat, q; = q}./||d}]|-

span{qy, ..., qk_l}J-

a — q), span{qy,...,qk—1}

Algoritmus provede iteraci (4.11) postupné pro k = 1,...,n. Zde je béh algoritmu pro n = 3:
q; = ai, ar = q/[|lay
dy = az — (af az)qu, @ = /||
o = a3 — (q] as)qr — (g3 a3)qe, a3 = g3/ |[as]]

"Zanedlouho uvidime, 7e suma v (4.11) je ortogondlni projekce (4.23) vektoru aj; na ortogonalni doplnék
podprostoru span{qy, ..., qk—1}-
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Gram-Schmidtuv algoritmem dokazuje neprekvapivé ale nesamoziejmé vlastnosti ortonor-
malni béze (analogie Véty 3.2):

Véta 4.4 (vlastnosti ortonormalni baze).
e Kazdy linedrni podprostor ma (alespon jednu) ortonormalni bazi.

e Kazdou ortonormalni mnozinu vektort z linearniho podprostoru Ize doplnit na ortonor-
malni bazi tohoto podprostoru.

Diikaz. Dle Véty 3.2 ma kazdy podprostor bazi, oznacme ji ay,...,a,. Algoritmus z téchto
vektoru vyrobi vektory qi, ..., q,, které jsou ortonormalni baze stejného podprostoru.

Pro druhé tvrzeni uvazujme ortonormalni mnozinu vektoru ay, ..., a; z néjakého podpro-
storu. Dle Véty 3.2 tuto mnozinu doplnime na (ne nutné ortonormélni) bézi ay, ..., a, tohoto
podprostoru, kde n > k. Algoritmus z vektoru ay, ..., a, vyrobi vektory qi,...,q,, kde ale z
definice algoritmu bude q; = a; pro kazdé i < k. [

4.4.1 QR rozklad

Véta 4.5 (QR rozklad). Kazdou matici A € R™*" Ize rozlozit na soucin

A =QR, (4.12)

kde matice Q € R™*™ je ortogonalni a matice R € R™*" je horni trojiihelnikova.

Rozkladu matice (4.12) se fikd QR rozklad matice A. Gram-Schmidtova ortogonalizace umoz-
nuje dokazat Vétu 4.5 pro pripad, kdy matice A ma linearné nezavislé sloupce:

Diikaz. Rovnosti (4.11) lze napsat jako

k—1 k
ap = Y Qi e = > Tikd, (4.13)

i=1 i=1
kde 7 = qlay, pro i < k a ry, = ||q,||. Soustava rovnic (4.13) pro k = 1,...,n se d4 napsat
v maticovém tvaru jako A = QR, kde ay, ..., a, jsou sloupce matice A, qi, ..., q, jsou sloupce
matice Q a matice R = [r;] je horni trojihelnikova (rozmyslete!). |

Gram-Schmidtuv algoritmus je silny teoreticky néstroj, ale v uvedené jednoduché podobeé je
nestabilni vuci zaokrouhlovacim chybam. Jeho modifikacemi 1ze tuto nevyhodu odstranit a déle
ho zobecnit na poéitani QR rozkladu libovolné matice. Castéji se oviem na QR rozklad pouzivaji
algoritmy zalozené na Householderovijch reflexich nebo Givensovyjch rotacich (neuvadime).

Rozlisujeme dveé verze QR rozkladu:

e Véta 4.5 popisuje plnou verzi QR rozkladu.

e Pokud m > n, je poslednich m — n fadka matice R nulovych (protoze R je horni troju-
helnikova). Tyto fadky jsou nasobeny poslednimi m — n sloupci matice Q. Muzeme tedy
vynechat z matice R poslednich m — n fadku a z matice Q poslednich m — n sloupcu, tedy
bude Q € R™*™ a R € R™". Toto je redukovand verze QR rozkladu.

Pro m < n obé verze splyvaji. V Matlabu spocitate plny QR rozklad piikazem [Q,R]=qr(A) a
redukovany piikazem [Q,R]=qr(A,0). Zkoumejte v Matlabu piikaz help qr!
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Priiklad 4.4. Zde je priklad plného a redukovaného QR rozkladu matice 3 x 2:

01 0 2/3  1/V/3] [V2 1/V2 0 2/3
Lo =iV -G || o VBR| = v el Ve Ul
11

1/vV2  1/vV6 —1/V3 0 0 1/vV2  1/V6 ¢

QR rozklad je velmi uzitecny. Typické je jeho uziti na feseni linedrnich soustav. Resime-li
soustavu Ax = b, rozlozime A = QR a vynasobime soustavu zleva Q7 coz da

Rx = Q'b. (4.14)

Toto je ekvivalentni uprava, nebot’ Q je regularni (v pripadé plného QR rozkladu). Ale protoze
je R trojuhelnikova, soustavu jsme velmi zjednodusili. Napt. pokud je A ¢tvercova regularni,
jediné feseni soustavy (4.14) lze levné najit zpétnou substituci.

4.5 Ortogonalni podprostory

Vektor y € R” je ortogonalni na podprostor X C R", je-li y L x pro kazdé x € X. Znacime
y L X nebo X 1 y. Pro testovani této podminky staci ovérit, ze y je ortogondlni na kazdy
bazovy vektor podprostoru X, nebot’ (dokazte!)

y Lspan{xy,...,xx} <= yLlxg, ...,y Lx. (4.15)

Podprostory X, Y C R” jsou ortogonalni, je-li x | y pro kazdé x € X ay € Y. Znacime
X LY (pficemz zjevne X 1Y < Y 1 X). Plati

X1y = XnYy={0}, (4.16)

nebot’ jediny vektor ortogondlni sim na sebe je nulovy vektor 0.
Ortogonalni doplnék podprostoru X C R” je mnozina

Xt={yeR" |y L X} (4.17)

véech vektori z R™ ortogonalnich na podprostor X. Rozdil mezi tvrzenimi Y L X aY = X" je
tedy v tom, ze v prvnim piipadé Y nemusi obsahovat vsechny vektory kolmé na X a ve druhém
pripadé ano. Mnozina (4.17) je podprostor R" (dokazte!).

Piiklad 4.5. Nésledujici pifklady jsou v prostoru R?. Dvé na sebe kolmé pifmky prochdzejici
pocatkem jsou ortogondlni podprostory, jedna ptimka neni ale ortogonalnim doplikem druhé
primky. Ortogonalni doplnék k primce prochazejici pocatkem je rovina prochézejici pocatkem,
kterd je na tuto pfimku kolmd. Ortogonalni doplnék celého R3 (minéného jako podprostor
prostoru R?) je pocatek 0. ¢

Priiklad 4.6. Pozor, sténa mistnosti neni ortogonalni na podlahu. Opravdu, existuje dvojice
vektori, jeden v podlaze a jeden ve sténé, které nejsou ortogondlni (kde jsou?)®. ¢

8Kolmost se v elementérni geometrii definuje pro dvojice pifmek, ale tento pojem se rozsifuje i na dvojice
primka-rovina ¢i rovina-rovina. V tomto pojet{ sténa a podlaha na sebe jsou kolmé (s ¢imz by jisté souhlasil i
napft. pan zednik). Vidime tedy, Ze prostorech R"™ relace kolmosti a ortogonality splyvaji pro dvojice podprostoru
dimenze 1 (tj. ptimek), ale lis{ se pro dvojice podprostort jinych dimenzi.
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Véta 4.6. Pro kazdy podprostor X C R" plati dim X + dim(X*) = n.

Diikaz. S ortogonalnim dopliikem jsme se vlastné uz setkali v definici nulového prostoru: nulovy
prostor matice je tvoren vektory ortogondlnimi na vSechny rfadky matice. Dle (4.15) je vektor
ortogonalni na radky matice pravé tehdy, kdyz je ortogonalni na linearni obal fadku matice.
Tedy pro kazdou A € R™*" je

(rmg(AT))* = null A. (4.18)

Dokazovand rovnost je tedy rovnost (3.24) pro X = rng(A7T). |

Protoze X+ 1 X, dle (4.16) mame X N X+ = {0}. Z Véty 4.6 tedy plyne, Ze kazdy podprostor
je komplementarni se svym ortogonalnim doplnkem (viz (3.6)).

Véta 4.7. Pro kazdy podprostor X C R" plati (X+)! = X.

Dikaz. Protoze kazdy vektor je ortogonalni na vsechny vektory k nému ortogonalni, plati X C
(X1)+ (tuto vétu rozmyslete, opravdu ji chépete?). Z Véty 4.6 pouzité jednou na X a jednou
na X+ mame

dim X + dim X+ = n = dim X+ 4 dim(X*+)*.

Z toho plyne dim X = dim(X*)*. Z Véty 3.3 proto mdme X = (X+)*. |

Véta 4.7 ukazuje, Ze relace ‘byti ortogonalnim doplitkem’ je symetrickd: ¥ = X+ < X =Y+,
Proto muzeme tikat, ze podprostory X a Y jsou ortogondlnim doplikem jeden druhého.

4.5.1 Vztah k prostoru obrazti a nulovému prostoru

Rozvinme nase pozorovani (4.18) z dukazu Véty 4.6. Vzpomenme z §3.2.1, ze kazdd matice
A € R™ " definuje ¢tyti zakladni podprostory:

e mgA ={Ax|x € R"} CR"™ je linedrni obal sloupcu A,

e null A ={xeR"| Ax =0} C R" je prostor vsech vektoru kolmych na radky A,

e mg(AT) = {ATx | x € R™} C R" je linedrni obal tadki A,

e null(A7) = {x e R™ | ATx =0} C R™ je prostor viech vektori kolmych na sloupce A.

Véta 4.8. Pro kazdou matici A plati

(rmg A)* = null(A7), (4.19a)
(null A)* = rng(AT). (4.19b)

Diikaz. Rovnost (4.19a) plyne z prvniho a ¢tvrtého radku, je to vlastné rovnost (4.18) pouzita
na matici AT. Rovnost (4.19b) ziskdme pouzitim (4.19a) na matici AT a rovnosti (X+)* = X =
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4.6 Ortogonalni projekce a projektory

V 8§3.1.1 (zopakujte!) jsme definovali projekci na podprostor ve sméru komplementarniho pod-
prostoru. Dle (4.16) a Véty 4.6 je kazdy podprostor komplementarni se svym ortogonalnim
doplitkkem. Dle Véty 3.5 lze tedy kazdy vektor y jednoznacné rozlozit jako y = x + x’ kde
x € X ax € X*. Vektoru x iikdme ortogonalni projekce vektoru y na podprostor X (tzn.
je to projekce na podprostor X ve sméru podprostoru X+). Protoze x' € X+ & x' 1 X,
vektor x je jednoznac¢né urcen podminkami

x € X, (y —x) L X. (4.20)

Projektor P reprezentujici ortogonélni projekei vztahem x = Py (zopakujte §3.2.5!) se nazyva
ortogonalni projektor. Symetricky, x’ je ortogondlni projekce vektoru y na X+ aP' =I1—-P
je odpovidajici ortogonalni projektor (komplementarni s P).

X+ = (rmmgU)+ = null(UT)

Necht’ je podprostor X reprezentovan ortonormalni bazi tvorici sloupce matice U € R™ ™,
tedy UTU =1 a X = rng U. Kdyz ve Vété 3.16 polozime A = UT a B = U, dostaneme vzorec

P=UU" (4.21)

pro ortogonalni projektor na X. Pozor: ortogonélni projektor na podprostor zadany obecnou
béazi odvodime az pozdéji v §5.1.1.

Pokud jste snad plné nevsttrebali latku z §3.1.1 a §3.2.5, radéji uvedeme i nezavislé odvozeni
vzorce (4.21) z definice (4.20). Je x € X prave kdyz x = Uea, kde a € R™ jsou soufadnice
vektoru x v bazi tvofené sloupci U. Podminka (y —x) L X znamend y — x € X+ = null(U7T),
tedy UT(y — x) = UT(y — Ua) = 0. Z toho a = UTy. Po dosazenf mdme x = UU”y = Py.

Oznaéime-li sloupce matice U jako uy,...,u, € R", dostaneme vzorecek (4.21) ve formeé
souctu dyad

Uu? = [ul e um} [ul e um]T =wul 4.+ umug. (4.22)
Ortogonalni projekce vektoru y na podprostor X = rng{uy, ..., u,,} tedy je
x =UU"y =ujuly+ - -+u,uly = (ul'y)u +- -+ (ul y)u, = aju; +- -+ apu,, (4.23)

kde? o; = ul'y jsou jednotlivé soutadnice!® (viz Véta 4.2). Vsimnéte si, Ze kazdy vektor uyul'y =
(ul'y)u; = a;u; je sdm o sobé ortogondlni projekce vektoru y na ptimku rngu; = span{u,}
(kde [Ju;|| = 1) a «; je délka (se znaménkem) prumétu.

9Pozor: zévorka ve vyrazu (ul'y)u je nutna, protoze soucin vyrazii ul'y a u nenf maticovy soucin, ale nasoben{
vektoru skalarem (viz poznamka v §2.1.2). Oproti tomu, vyraz uu’'y je maticovy souéin t¥f matic u,u’,y, takze
zédvorky v ném byt nemusi.

10Nekteii studenti si mysli, ze kdyz bod y € R™ promitneme na podprostor mensi dimenze m < n, tak
vysledny vektor x = UUTy musi mit m slozek. Tak to ale neni, protoze x mé n slozek jako y. To, co maji tito
studenti intuitivné na mysli, je pravé vektor soufadnic o = UTy € R™.
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Nésledujici Véta 4.9 charakterizuje ortogonélni projektory: v kombinaci s (3.25) tikd, ze
matice P je ortogonalni projektor prave kdyz

P?=P =P". (4.24)

Véta 4.9. Necht’ P2 = P. Pak rng P L null P plati pravé kdyz PT = P.

Diikaz. 7 PT =P plyne null P = null(P”) = (rmgP)*, tedy null P L rgP.

Tvrzeni rng P L null P plati pravé kdyz rng P C (null P)* = rng(PT) = null(I — P7), kde
posledn{ rovnost plyne z Véty 3.14. To ale znamend P(I — PT) = 0, tj. P = PP, coZ po
transpozici dd PT = PP”. Z poslednich dvou rovnosti méme P = P7. [

Nakonec uvedeme snadné ale uziteéné tvrzeni:

Tvrzeni 4.10. Necht’ [U U’ } je ortogonalni matice rozdélena do dvou bloku U, U’. Pak:
e Podprostory rng U a rng U’ jsou ortogonalnim dopliikem jeden druhého.

e P=UUT aP’ = U'U7 je komplementérni dvojice ortogonalnich projektorii (viz (3.28)).

Diikaz. Dukaz kopiruje (3.29): dle Véty 4.3 mame

ufu utu Ut u’r
|:U/TU U/TU/:| = |:U/T:| [U U/} =1= [U U/} |:U,T:| = UUT + U/U/T. (425)
Porovnanim blokil matice vlevo s bloky jednotkové matice I mame UTU =1, UTU’' =1 a

UTU’ = 0. Z prvnich dvou rovnosti plyne, ze P = UU? a P’ = U'U? jsou projektory. Ttet{
rovnost znamend rng U L rng U’ neboli rng U’ C (rng U)L. Z rozmért matic a Véty 4.6 je ale
dim rng U’ = dim(rng U)*, tedy dle Tvrzeni 3.3 platf rng U’ = (rng U)*. ]

4.6.1 Ortogonalni zrcadleni a reflektory

Ke kazdému ortogondlnimu projektoru méame ortogonalni reflektor ve smyslu §3.2.6. Je-li
matice P symetrickd, matice (3.31) je také symetrickd (ovérte!). Tedy ortogonalni reflektory jsou
charakterizované rovnostmi R? = I a RT = R. Z toho plyne RTR = I, takZe kazdy ortogondln{
reflektor je ortogondlni matice (naopak to samoziejmé nemusi platit). Protoze RT = R a
R'R = I implikuji R? = I, ortogonaln{ reflektory jsou pravé symetrické ortogondlni matice.

Nejznameéjsi je ptipad, kdy ortogonalné zrcadlime kolem nadroviny. Ma-li tato nadrovina
normalovy vektor u s jednotkovou normou, pak projekce na nadrovinu je P = I — uu’ a
reflektor kolem nadroviny je tedy R = I — 2uu’. Tato matice je zndma jako elementdrni
reflektor neboli Householderova matice.

4.6.2 Vzdalenost bodu od podprostoru
Vzdéalenost bodu y € R™ od podprostoru X C R™ je optiméalni hodnota tlohy

min [|y — x|. (4.26)
Intuitivné je ziejmé (viz obrazek na zacatku §4.6), ze tato tloha nabyva optima v jediném

bodé a tento bod je ortogonalni projekce bodu y na podprostor X. Tato vlastnost ortogonalni
projekce je dulezita pro optimalizaci. Dokazme ji presné:
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Véta 4.11. Pro podprostor X C R™ a bodyy € R™ ax € X jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
1. Bod x je ortogonalni projekci bodu y na podprostor X, neboli (y —x) L X.

2. Bod x je nejblizsi bodu y mezi vsemi body podprostoru X.

Diikaz. Pro pohodli posuneme podprostor X a body x a y o vektor —x, ¢imz se nezméni
podprostor X (protoze x € X) ani vzdélenosti bodu a ortogonalita vektoru. Vétu tedy staci
dokazat pro x = 0.

Dukaz 1 = 2: Necht’ 0 je ortogonalni projekce bodu y na podprostor X, tj. y L X. Vezméme
libovolné x' € X. Protoze y L. X, je y L x'. Tedy vektory y a x’ jsou odvésny pravoihlého
trojuhelnika s preponou y — x'. Z Pythagorovy véty (viz Cviceni 4.5) méme

by =<1 = Iy lI* + 11" = Iy [I*.

Tedy pocatek 0 je nejblizsi bodu y mezi vsemi body z X.

Dukaz =1 = —=2: Necht’ 0 neni ortogonalni projekci bodu y na podprostor X, tj. y [ X.
Tedy existuje x' € X tak, ze X7y # 0. Tedy existuje x’ € X takové, ze x''x' =laxTy =a >0
(protoze vektor x” vzdy muzeme znormalizovat, pfip. vyndsobit minus jednickou). Tedy

ly —axX||? = |yl = y'y — 20xTy + o’x"x' — y'y = =20 + o*xTx' = —a® < 0.

To ale ukazuje, ze bod ax’ € X je blizsi bodu y nez pocatek. (Vsimnéte si, ze bod ax’ je
ortogondlni projekce vektoru y na primku span{x’}.) |

Dle Véty 4.11 je vzdalenost bodu y od podprostoru X rovna délce vektoru x" a vzdélenost
bodu y od podprostoru X+ je délka vektoru x, kde kde x piip. X' je ortogonalni projekce
bodu y na X piip. X+ (jako na obrazku vyse). Tvoii-li sloupecky matice U ortonormdlni bazi
podprostoru X, tak délka vektoru x je

Ix|| = [UU"y]| = Uy, (4.27)

kde druha rovnost plati, protoze zobrazeni reprezentované matici U zachovava eukleidovskou
normu (viz §4.3). Délka vektoru x’ je [|x/|| = [|[(I — UUT)y]||, coz uz ale nejde zjednodusit.
Piidame-li do hry i matici U’ z Tvrzeni 4.10, tvofici ortonormdlni bazi podprostoru X+, mame

2 2
Iyl = Uy "+ [U"y] ", (4.28)
Il I

coz neni nic jiného nez Pythagorova véta (viz Cviceni 4.5).

Vzorec (4.27) poéitd vzdalenost bodu od linedrniho podprostoru X+ = null(U7), tj. tento
podprostor je tvofen fesenimi homogenni soustavy UTx = 0. Casto potfebujeme spocitat vzda-
lenost bodu od afinniho podprostoru. Jak to udélame? Necht’ tento afinni podprostor, A C R™,
je mmozinou fegen{ linearn{ soustavy UTx = b (viz Véta 3.18), tedy

A={xecR"|U'x=b}={xecR" | U (x—x) =0} = X" +x, (4.29)
kde xq je libovolny bod spliiujici UTxy = b. Vidime, ze vzdélenost bodu y od afinniho podpro-
storu A je rovna vzdalenosti bodu y — x( od linedrniho podprostoru X+, coz je

IU"(y —x0)|| = [[U"y - b. (4.30)

Specidlné, necht” afinni podprostor A je nadrovina { x € R™ | a’x = b}, kde predpoklddame
a # 0 (jinak by podprostor nebyl nadrovinou, tj. nemél by dimenzi n — 1). Jestlize ||a|| = 1,
vzdalenost bodu y od nadroviny je |aly — b]. Obecné je tato vzdalenost rovna |aly — b|/||a]|.

Vidime zde geometricky vyznam vektoru a a ¢isla b: a je normalovy vektor nadroviny a |b|/||a]|
je vzdalenost nadroviny od pocatku.
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4.7 Cviceni

4.1. Mame vektory x = (1,2,3) ay = (—1,0, 1). Spocitejte (a) délku vektoru x, (b) vzdalenost
bodu x a y, (c) thel mezi vektory x a y.

4.2. Pro jaké vektory x,y plati trojihelnikova nerovnost ||x + y|| < ||x]| + ||y]| s rovnosti?

4.3. Najdéte bézi ortogonalniho doplitku prostoru span{(0,1,1),(1,2,3)}.

4.4. Jsou ddny mnoziny A = span{(1,0,1,0)}, B = { (71,79, 23,74) € R* | 21 +23 =0} a
C ={(v1,r9,w3,24) €ER*| z1 +23=0, 29 =24 }. Jsou to linedrn{ podprostory? Pokud
ano, najdéte jejich dimenze. Rozhodnéte, které z nasledujicich vyroku plati: A 1 B,
ALC, B1C,A=DB"* B=A" A=C"* Najdéte libovolnou bazi podprostoru C*.

4.5. Pro dva vektory x,y € R™ dokazte nasledujici tvrzeni, nakreslete obrazek a uvédomte si,
jaké znamé stiedoskolské poucky jste to vlastné dokazali.

a) Jestlize [|x|| = [ly[|, pak (x +y) L (x —y).
b) Jestlize x Ly, pak [[x[|” + ||y = [lx — y||*.

c) Jestlize x Ly, pak [[x||* + [ly[* = llx + y|*.

d) Jestlize vektory x1, ..., X} jsou po dvojicich ortogonalni (presné: kazda dvojice ruz-
nych vektoru je ortogondlni), pak ||x1 + -+ - 4+ xx||* = [|x1]|* + - - - + ||xx[|%

4.6. Dle (4.16) a Véty 4.6 je kazdy podprostor komplementarni se svym ortogonalnim dopli-

kem. Dokazte, ze to plati i obracené: jestlize jsou dva podprostory ortogonalni a komple-
mentarni, jsou ortogonalnim doplinkem jeden druhého.

4.7. Najdéte ortonormélni bazi podprostoru span{ (1,1,1, —1), (2,—1,—1,1), (—=1,2,2,1) } po-
moci QR rozkladu (pouzijte Matlab).

4.8. Dokazte, ze souc¢in ortogondalnich matic je ortogonalni matice.
4.9. Pro jaké n je matice diag(—1,) (tedy diagonalni matice se samymi minus jednickami na
diagonadle) rotaéni?
a+b b—a
a—b b+a
4.11. Existuje isometrie f: R3 — R?* takova, ze f(1,—1,2) = (1,2, —1,1) af(1,1,0) = (0,1, —1,0)?
4.12. Isometrie (rotace+zrcadleni) v prostoru R™ jsou reprezentovany ortogondlnimi maticemi.
Pro n > 3 ovSem nemame o rotacich a zrcadlenich intuitivni predstavu.

4.10. Za jakych podminek na ¢isla a, b je matice { } ortogonalni?

a) Pocet nezdvislych parametru (‘stupnu volnosti’) ortogonéalni matice je rozdil poctu
prvku matice a poc¢tu nezavislych (v nasem piipadé ruznych) rovnic v podmince
UTU = I. Neformdlné feceno udava, kolika ‘knofliky’ mtizeme nezavisle ‘kroutit’ pii
rotaci v R". Jaké je toto ¢islo pro n = 2, 3,47 Najdéte vzorec pro obecné n.

b) Je znamo, Ze infinitezimalné malé rotace jsou v prvnim radu aproximovany matici
I+S kde S je antisymetricka matice. Ukazte, Ze to tak je. Spocitejte pocet nezavislych
parametru antisymetrické matice n X n a ovérte, ze je stejny jako v podikolu a).

4.13. Mame vektory x; = (1,—1,0,2), xo = (1,1,1,0), x3 = (—1,—1,2,0).

a) Overte, ze vektory X, Xy, X3 jsou po dvojicich ortogondlni.
b) Najdéte libovolnou bazi podprostoru span{x;, X, x3}*.
c¢) Najdéte ortogondlni projektory na podprostory span{x;, Xs, X3} a span{xi, X», X3 }*.
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4.14.

4.15.

4.16.

4.17.
4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

Najdéte dva ortogonélni vektory x,y takové, ze span{x,y} = span{(0, 1,1), (1,2,3)}.

-1 2 2
Spoctéte co nejjednodussim zpusobem inverzi matice — | 2 —1  2|. Je tato matice
2 2 -1

ortogonalni projektor?

(x) Necht” X,Y jsou podprostory R". Definujme X +Y = {x+y |x€ X, y € Y }.
Dokazte:

a) XCY = X+tDOYvyh

b) X +Y je generovan sjednocenim libovolné baze X a libovolné béze Y. Tedy je-li
{x1,...,X} bdze X a{yy,...,y;} bdze Y, pak X+Y = span{xy,..., Xk, ¥1,---,¥i}

c) X+Y)t=Xtny+

d) (XNY)t=X++y+t

Jak byste levné spocitali absolutni hodnotu determinantu matice z jejitho QR rozkladu?

(%) RQ rozklad rozlozi matici A = RQ, kde R je horni trojihelnikova a Q je ortogonalni.
Jak byste spocitali RQ rozklad z QR rozkladu?

Necht’ UTU =1 = VTV. Dokazte, ze rng U = rng V (tedy sloupce U a 'V jsou ortonor-
malni béze téhoz podprostoru), pravé kdyz V = UC pro néjakou ortogonélni matici C.
: ) ) . u'y . .uly }

7 tyziky znate vzorecky pro prumeét —Hu a délku prumétu W vektoru y do sméru da-

u u

ném vektorem u (tedy do primky span{u}). Jak tyto vzorecky souviseji s (4.23) a (4.27)?
Necht’ UTU = I. Najdéte co nejjednodussi vzorec pro

a) vzdalenost bodu x od podprostoru rng U,

b) vzdélenost bodu x od podprostoru null(U7) = {x | UTx =0},
¢) vzdélenost pocatku 0 od afinniho podprostoru {x | UTx = b },
d) vzddlenost bodu x od afinnfho podprostoru {x | U'x =b }.

Necht’ UTU = I. Dokaite, 7ze

a) Prvky matice U spliuji |u;;| < 1.
b) Pro kazdy fddek u’ matice U plati |jul| < 1.

Necht’ P € R™"™ je ortogonalni projektor. Dokazte, ze

a) Prvky matice P spliwuji |p;;| < 1.

b) Diagondalni prvky matice P jsou nezaporné.

c) |P[* =n.
Afinni podprostor A C R™ lze reprezentovat jako A = x+rmgU kde x € A a U € R"*".
Bod x ovSsem neni touto reprezentaci uréen jednoznacné: zvolime-li libovolny jiny bod
y € A, dle Véty 3.17 je y +rng U = A. Tuto nejednoznacnost muzeme odstranit pridanim
podminky, Ze norma ||x|| je minimalni, tj. bod x je prumétem poé¢atku na podprostor A.
Jsou-li dany y € A a U € R™*" najdéte co nejjednodussi vzorec pro takovy bod x.
Zobrazeni F: R™" — R™" je dané vzorcem F(X) = (I — X)(I + X)~!. Piedpoklddejte,
ze X je takovd, ze I + X je regularni. Dokazte, ze:
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a) Pro kazdou X je (I — X)(I+X) = (I+X)(I —-X).
b) Pro kazdou X je (I—-X)I+X) ' =TI+ X)) 1(I-X).
¢) Pro kazdou antisymetrickou X je F(X) ortogondlni.
d) Pro kazdou ortogonalni X je F(X) antisymetricka.
)

e) Zobrazeni F je inverzi sama sebe (tedy je to involuce, viz §1.1.2), tj. F(F(X)) = X
pro kazdou X.

Pred dukazy na papite se presveédcte v Matlabu, ze tvrzeni plati pro nahodné matice.

Napovéda a reSeni
41, (a) [Ix]| = V14, (b) Ix —yll = 2v/3, (c) ~ 1.1832 radidni
4.3. Napt. (1,1,-1)
4.5.a) Dokazujeme, ze tihlopficky kosoctverce jsou na sebe kolmé.

45Db) x—yl? = (x—y) (x—y) =x"x—y"x - x"y +y"y = [x[]* = 2x"y + [[y[]* = |x]* + Iy [*,
protoze xT'y = 0. Dokézali jsme Pythagorovu vétu.

4.5.d) Dokazované tvrzeni je zobecnéni Pythagorovy véty.

4.7. Bézeje {(1,1,1,-1)/2, (3,—1,—1,1)/3/12, (0,1,1,2)//6 }

4.8. Nechtt ATA=I=B"B aC=AB. Pak C'C=B7ATAB=B’B=1

4.9. Musi byt detdiag(—1,,) = (—=1)" > 0, tedy pro suda n.

4.11. Ne, protoze isometrie zachovavé eukleidovskou normu, ale ||(1,—1,2)|| # [|(1,2,—1,1)]|.

4.12.a) Podminka UTU = I je soustava rovnic uiTuj = 0;; pro ¢,j = 1,...,n, kde uy,...,u, jsou

sloupce matice U. Tato soustava obsahuje jen (g) + n ruznych rovnic (napiste si ji napf. pro

n = 4). Tedy pocet stupit volnosti je n? — () —n = (3) = n(n —1)/2.
4.12.b) Matice I 4 ¢S pro velmi malé ¢t musi byt v prvnim fadu blizka rotacni.

4.14. Zvolimey = (1,2,3) —rx, kde r € R spocitdme z xy = 0. Tedy r = g ay = (1, —%, %) (V duchu
Gram-Smidtovy ortogonalizace.)

4.15. Nenf matice ndhodou ortogondlni? Ort. projektor to neni, protoze nespliiuje P? = P.

4.16.c) Plyne z (b).

4.16.d) Plyne z (c) s pouzitim (X+)+ = X.

4.19. Dokazeme jen jednu implikaci. Vime, ze U € R™" a C € R™", kde m > n, a UTU = I,
CTC =1 = CCT. Sloupce matic U a V jsou béaze stejného podprostoru, nebot’ dle Tvrzeni 3.12
jerngU = rngV (C je matice prechodu k jiné bazi). Sloupce matice V jsou ortonormélni, nebot’
vTv =cfu’uc=cCc’Cc =L

4.20. Matice U v (4.23) a (4.27) je normalizovany vektor u, tedy vektor U = u/||ul|.

4.21.a) |[(I—-UUD)x||, vic to uz zjednodusit nejde.

4.21.b) ||[UTx]|, viz §4.6.2.

4.21.c) |b]|, viz §4.6.2.

4.21.d) |[UTx — b||, viz §4.6.2.

)

4.22.b T=[u" 7.

Dopliime matici U na ortogonalni matici W = [U V]. RAadek této matice je w u’ v

7 ortogonality W je viak w/w = u’u +vTv =1. Z toho u’u < 1.
4.23.a) Z P = UUT méme p;; = ul'u;, kde u; je i-ty fadek U. Protoze ||u;|| < 1, musf byt [ulu,| < 1.
4.23.b) Mame p;; = uiTuZ- >0
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4.23.c) Pouzijte vzorec ||P|? = tr(PTP), dosad’te za P a upravujte.
4.24. x=(I-UU)y
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Kapitola 5

Nehomogenni linearni soustavy

Méjme soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych
Ax =b, (5.1)

kde A € R™" x € R", b € R™. Soustava ma (aspon jedno) feSeni, pravé kdyz b € rng A (tedy
b je linedrni kombinaci sloupcu A), coz lze psat také jako rank [A b} = rank A (Frobeniova
véta). Mnozina feseni soustavy je afinni podprostor R™ (dle Véty 3.18).
V této kapitole se zaméiime pouze na nehomogenni soustavy (tj. b # 0). RozliSme tii
pripady:
e Soustava nemd feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b ¢ rng A. Takova soustava se nazyva
pireurcena. V tom piipadé muzeme chtit fesit soustavu ptiblizné, coz je tématem §5.1.

e Soustava mé pravé jedno teSeni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A ma
linedrné nezdvislé sloupce (tedy jeji nulovy prostor je trividlni).

e Soustava ma nekonecné mnoho teseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice
A ma linearné zavislé sloupce. Takova soustava se nazyva nedourcéena. V tom piipadé
muzeme chtit z mnoziny feseni vybrat jediné, ¢cimz se budeme zabyvat v §5.2.

5.1 Priblizné reseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu

Kdyz soustava (5.1) nemé feseni, casto je uzitecné nalézt takové x, aby rovnost (5.1) platila
aspon priblizné (coz muzeme zapsat jako Ax = b). Presngji, hledejme takové x, aby euklei-
dovskd norma vektoru r = b — Ax zbytku (neboli rezidu?) byla co nejmensi. Uloha se ne-
zméni (proc?), kdyz misto eukleidovské normy budeme minimalizovat jeji ¢tverec ||r||* = r'r =
r? + -+ + 12 . Tedy fesime tlohu

min ||Ax — bl (5.2)

xER”™
Protoze minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, mluvime o priblizném reseni soustavy ve smyslu
nejmensich ¢tvercu (least squares solution)®.

Priklad 5.1. Soustava tfech rovnic o dvou neznamych

r+2y==6
—r+ y=3
T+ y=4

IPiesné by se mélo ifkat least sum of squares, protoze je i metoda zalozend na least median of squares.
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je preurcend. Jeji priblizné feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu znamena najit takova cisla x, y,
kterd minimalizuji ¢islo (z 4+ 2y — 6)? + (—z +y — 3)* + (v +y — 4)°. ¢

Véta 5.1. Vektor x je optimalni feSeni lohy (5.2), pravé kdyz spliiuje

ATAx = A™b. (5.3)
Diikaz. Substituci y = Ax lze tlohu (5.2) prepsat na (viz definice (3.16) prostoru obrazu)
i —b|*. 4
Jmin [y — b (54)

Dle Véty 4.11 je vzdalenost ||y — b|| minimélni pravé kdyz (b —y) L rng A, neboli y je
ortogonalni projekce bodu b na rng A. To znamend (viz (4.15)), ze vektor b — Ax je kolmy na
kazdy sloupec matice A. Tato podminka se zapise jako AT(Ax —b) = 0, coz je (5.3). ]

Vse je vidét na obréazku, ktery je vlastné prekresleny obréazek z §4.6 v jiném znaceni (napf.
x znamenda néco jiného v kazdém obrazku; porovnejte obrazky a promyslete!):

X+ = null(AT)

Soustava (5.3) se nazyva soustava normdlnich rovnic (protoze norméla = kolmice). Je
to soustava n rovnic o m neznamych. Abychom mohli zkoumat jeji teSitelnost, potfebujeme
dokézat duleZitou vlastnost matic tvaru?> ATA a AAT.

Véta 5.2. Pro kazdou matici A plati

mg(ATA) = mg(AT), (5.5a)
null(ATA) = null A. (5.5b)

Diikaz. Dokazme nejprve rovnost (5.5b), tj. ATAx = 0 & Ax = 0. Implikace < je snadna,
vyndsobenim Ax = 0 zleva matici AT, Implikace = se dokéze takto:

ATAx=0 = x'ATAx=(Ax)'(Ax)=0 = Ax=0,
nebot’ pro libovolny vektor y plati y’y =0 = y = 0 (proc?).

Dokazme (5.5a). Z definice (3.16) je jasné (viz Tvrzenf 3.12), Ze rng(ATA) C rng(AT). Nyni
pouzijeme Vétu 3.13 jednou na matici A a jednou na matici ATA:

dimrng A + dimnull A = n = dimrng(ATA) + dimnull(ATA).

Diky (5.5b) z toho médme dimrng(A”A) = dimrng A = dimrng(A”), kde druh4 rovnost plyne
z Véty 3.9. Z Véty 3.3 tedy mame (5.5a). ]

2Matice tvaru ATA ¢ AAT se ¢asto objevuji v riiznych situacich. Oznaéme jako ai, ..., a, € R™ sloupce
matice A. Matici ATA € R"*" se ifkd Gramova matice vektort ay,...,a, a jeji prvky jsou skaldrni souciny
ala; (viz (2.21)). Matici AAT € R™*™ lze zase vidét (a7 na skaldrni ndsobek) jako empirickou kovariancéni

matici n pozorovani ai, ..., a, m-tice ndhodnych proménnych.
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Dusledek 5.3. Soustava (5.3) méd (aspor jedno) reseni pro kazdé A, b.

Diikaz. Soustava (5.3) m4 fesen{ pravée tehdy, kdyz A”b € rng(ATA) = rmg(AT), kde rovnost
je (5.5a). Ale z definice prostoru obrazui je ATb € rng(AT) pro libovolnd A, b. |

Zkombinujeme-li (5.5a) a Vétu 3.9, mame
rank(AA”) = rank A = rank(A”) = rank(ATA). (5.6)

Dle (5.6) je matice AT A regularni, pravé kdyz A ma4 linearné nezdvislé sloupce. V tom piipadé
muzeme soustavu (5.3) fesit pomoci inverze. Resenim je vektor x = A*b, kde

AT = (ATA) AT, (5.7)

Matice (5.7) se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi sloupci. Je to jedna
z levych inverz{ matice A, nebot’ ATA = (ATA)'ATA =1.

Ma-li matice A linedrné zavislé sloupce, vzorec (5.7) nelze pouzit (zkratka proto, ze matice
AT A nem4 inverzi). Potom soustava (5.3) a tedy i tloha (5.2) maji nekoneéné mnoho (afinni
podprostor) feseni (pozor, to je néco jiného, nez ze soustava (5.1) ma nekoneéné mnoho feseni!).

5.1.1 Ortogonalni projekce na podprostor dany obecnou bazi

Pokud x je feSeni normalni rovnice, vektor Ax je ortogondlni projekci vektoru b na podpro-
stor X = rng A (viz obrazek vyse). Pokud A mé linedrné nezavislé sloupce (tj. tyto sloupce
jsou béaze podprostoru X), z (5.7) mdme Ax = Pb, kde

P=AA"=A(ATA) AT, (5.8)

Toto je tedy projektor na podprostor X s bézi (ne nutné ortonormalni) tvofenou sloupci ma-
tice A. Zduraznéme, ze projektor (5.8) vyjde stejny pro libovolnou bézi podprostoru X, coz
plyne z Véty 3.15 (a elementarné to mate dokazat ve Cviceni 5.11). Pokud je béze ortonormalni,
tj. ATA =1, pak se (5.8) redukuje na (4.21).

Projekce na X+ mé pfirozenou roli v tloze (5.2): je-li x optimalni feseni tlohy, pak jeji
optimdln{ hodnota je [|[b — Ax||? = ||b — Pb||*> = ||(I — P)b|>.

5.1.2 Reseni pomoci QR rozkladu

[ kdyz ma matice A linedrné nezdavislé sloupce, feseni pomoci pseudoinverze (5.7) nemusi byt
vhodné pro numerické vypocty, kdy nezbytné pouzivame aritmetiku s konecnou piresnosti.

Piiklad 5.2. Resme soustavu Ax = b pro

3 6 9
A= l1 2.01} , b= [3.01] '

Matice A je regularni. Dejme tomu, ze pouzivame aritmetiku s pohyblivou fadovou ¢arkou
s presnosti na 3 platné cifry. Gaussova eliminace najde presné reseni soustavy x = (1,1). Pokud
oviem v této aritmetice zformulujeme normélni rovnici AT Ax = ATb, dostaneme

7, [10 20 . [ 30
AA_[20 s0)° AP 60
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I kdy# v pfesné aritmetice je matice AT A reguldrni, v nasf pfiblizné aritmetice doslo v soucinu
ATA k zaokrouhleni a vyslednd matice je singuldrni. Tedy soustava ATAx = ATb nem4
reseni. ¢

Numericky vhodnéjsi zpiisob je fesit normalni rovnici bez explicitniho vypoétu soucinu AT A.
To 1ze udélat pomoci redukovaného QR rozkladu A = QR. Po dosazeni do normalni rov-
nice madme RTQTQRx = R7Q”b neboli R'TRx = RTQ”b. Jestlize A m4 linedrné nezavislé
sloupce, matice R. je reguldrni. Vyndsobenim matici R zleva (coZ je tedy ekvivalentn{ tiprava)
mame

Rx = Q'b. (5.9)

Zduranéme, ze pokud A neni ¢tvercovd, pak soustava (5.9) neni ekvivalentni puvodni soustavée
Ax =b.

vvvvvv

rozkladu. V Matlabu je feseni nehomogenni linearni soustavy implementovédno v operatoru \
(zpétné lomitko). Pokud je soustava preurcend, vysledkem je ptiblizné feseni ve smyslu nejmen-
Sich ctvercu, pricemz pouzity algoritmus pouziva QR rozklad. Pochopte vsechny funkce opera-
toru lomitko a zpétné lomitko pomoci studia prikazu help mrdivide a help mldivide!

5.1.3 Linearni regrese

Regrese je modelovani funkéni zavislosti néjaké proménné na jiné proménné. Modelujme za-
vislost proménné y € R na proménné x € X (kde X je libovolnd mnozina) regresni funkei

Y= f(a:,O),

kterd je zndma az na parametry 8 € R". Je dan soubor dvojic (z;,v;), ¢ = 1, ..., m, kde méreni
y; € R jsou zatizena chybou. Ukolem je najit parametry 6, aby y; ~ f(x;,0) pro vsechna i.
Minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, tedy fesime tilohu

m

min 2 (yi — f(2:,0))%. (5.10)

Casto je regresni funkce takové, ze pro kazdé x je linedrn{ funkef parametra 0. V tom pifpadé
mluvime o linearni regresi. Takova funkce jde vzdy napsat jako linearni kombinace

f(@,0) = 01p1(2) + -+ Oupu () = p(2)"O (5.11)

néjakych danych funkef® p;: X — R. Pak

m

> (i~ f(2:,0)) = |y — A6|,

i=1

kdey: (yla"'aym) a
p1(x1) - op(T1)

1(Tm) o on(Tm)
Tedy prevedli jsme tlohu (5.10) na tvar (5.2).

3Funkce ¢, se ¢asto nazyvaji bdzové funkce (pokud jsou oviem linedrné nezavislé).
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Piiklad 5.3. Nejjednodussi piipad je pron = 1 a konstantni funkci ¢;(x) = 1. Funkce (5.11) je
tedy f(z,0) = 6. Uloha (5.10) zni mingeg 3 _,;(y; —0)*. Snadno spocitame (udélejte!), ze fesenim
je aritmeticky prumeér 0 = % oy cisel yr, . Y ¢

Piiklad 5.4. Prolozeni bodi polynomem®. Necht’ X =R a ¢;(z) = 277!, Pak regresn{ funkce
f(z,0) =0, + Oy + Os2° + - - + 2™ !

je polynom stupné n — 1 proménné x. Matice

1 o 22 - 2!
1 2y a2 - 23!
A =
2 n—1
1 xy 2, -

je znama jako Vandermondova matice.
Tento pifpad jde snadno zobecnit na polynomy vice proménnych: mame X = R? a bazové
funkce jsou monomy proménnych 1, ..., x4 (viz §6) az do néjakého stupnée. ¢

5.1.4 Statistické odtivodnéni kritéria nejmensich ¢tvercu

Mozna se ptate, pro¢ se ma nalezeni priblizného reseni preurcené soustavy formulovat zrovna
jako (5.2). Uvedeme statisticky duvod, odkud se kritérium nejmensiho souctu ¢tvercu vzalo.

Odhadujme skryté parametry x néjakého systému z méfreni b na systému. Budiz vazany
znamou linearni zavislosti b = Ax. Méfeni jsou zatizena chybami, které jsou zpusobeny Sumem
senzoru, nepresnostmi méfeni, nedokonalou znalosti modelu, apod. Tedy

b=Ax+r, (5.12)

kde r = (ry,...,7,) jsou ndhodné proménné modelujici chyby méteni b = (by,...,b,,). Metoda
nejmensich ¢tvercu fikd, ze mame minimalizovat [[r||3 = >, 72, ale neifkd proc.
Duvod odvodime statistickou tivahou. Metoda ¢ini dva predpoklady:
e Nahodné proménné r; maji normalni (neboli Gaussovo) rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou

a smérodatnou odchylkou o, s hustotou pravdépodobnosti

pr;) = ce™/),
kde ¢ = (cr 27?)_1 je normaliza¢ni konstanta.
e Niahodné proménné ry,...,r,, jsou na sobé nezavislé. Tedy sdruzena hustota pravdépodob-
nosti je rovna soucinu
—r2 /(202
p(r) =p(ri,...orm) = [ [ p(ri) = [[ee /@, (5.13)
i=1 i=1

Dale pouzijeme princip mazima vérohodnosti. Ten tika, ze parametry x se maji najit tak, aby
p(r) = p(b — Ax) bylo maximdlni. Je pohodInéjsi minimalizovat zdporny logaritmus

—logp(ry, ..., rm) = — Y logp(r) => (202 — logc>-
=1

i=1

Jelikoz o je konstanta, je to totéz jako minimalizovat »_, 77

4Nedejte se zmdst tim, ze polynom nenf linedrni funkce a piesto jde o linedrni regresi. Diilezité je, Ze regresni
funkce (5.11) je linedrni v parametrech 6.
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5.1.5 Vicekriterialni nejmensi ¢tverce, regularizace

V nékterych tlohach se hodi minimalizovat vice kritérif tvaru ||[Ax — b|| ‘soucasné’. K tomu se

da pristoupit tak, Ze minimalizujeme (nezdporné) vazeny soucet kritérii®, tedy funkci®
pal|Arx = byl + - gl Agx — by |? (5.14)

kde pu; > 0, A; € R™*" a b; € R™. Minimalizace této funkce neni nic nového pod sluncem,

protoze se dé prevést na tvar (5.2). Opravdu, vyraz (5.14) je roven (viz Cviceni 5.16)

2 2
\//T1(A1X - b1) \/M_lA1 \/[lel

= X —

: : : = [|A'x — b'||?, (5.15)
Vie(Arx — by) VHEAR VHibr

kde A’ € R™*" a b’ € R™ kde m' = my + - - - + my. Jestlize jsou sloupce matice A’ linedrné
nezavislé, optimalni x je rovno (ovérte rozndsobenim blokovych matic!)

x = (ATA)TATY = (ATA + -+ o ATAL) (AT + -+ 1 Aibg).  (5.16)

Specialné, nékdy chceme priblizné tesit soustavu Ax = b a zaroven chceme, aby norma
feSeni x nebyla moc velka. To 1ze formulovat jako

. Cnl2 2
min (|| Ax = b|[* + px||*). (5.17)

pro zvolenou vdhu p > 0. Pridan{ ¢lenu p||x||? se ikd (Tichonovova) regularizace tlohy (5.2).
Dosazenim do vzorecku (5.16) ukdzeme (proved'te!), ze optimdlni fesenf je rovno x = A b kde

T —1AT
Af = (ATA +pul) A (5.18)

je ‘regularizovana pseudoinverze’” matice A. Dulezité je, ze matice ATA + ulI reguldrni pro
kazdé pp >0 a A € R™*" (viz Cviceni 5.17), tedy A} je vzdy definovana.

5.2 Reseni s nejmensi normou

Predpoklddejme nyni, ze soustava (5.1) je nedourcend, neboli mé nekoneéné mnoho reseni. Je
casto uzitectné z této mnoziny feseni vybrat jediné podle néjakého kritéria. Prirozenym kritériem
je minimalizovat eukleidovskou normu (tedy vzdalenost od pocatku) Feseni, coz vede na tilohu

min{ x> | x € R", Ax =b}. (5.19)

Misto normy ||x|| opét minimalizujeme jeji ¢tverec. Tato tloha je znama jako feSeni nehomo-
genni linedrni soustavy s nejmensi normou (least norm solution). Podotknéme, ze nékdy je
vhodné pouzit jina kritéria nez nejmensi eukleidovskou normu, viz napt. Cviceni 11.18.

®Minimalizac{ vice kritérif soucasné se zabyva obor vicekriteridini optimalizace (multiobjective optimization,).

6Matematicky elegantnéjsi by samoziejmé bylo ‘schovat’ skaldry p; do matic A; a vektorii b; a tedy je tam
nepsat. Odvozeni minima funkce (5.14) by pak bylo kratsi.

7Symbol AI zde neoznacuje pseudoinverzi néjaké matice A, takova matice A, totiz neexistuje.
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Priiklad 5.5. Soustava dvou rovnic o tfech neznamych

r+2y+ z=1
—r+ y+22=2

je nedourcena, tj. ma nekoneéné mnoho teseni. Jeji feseni s nejmensi normou je takové fesent,
které minimalizuje &fslo a2 + y? + 22 ¢

Mnozinu feseni soustavy (5.1) lze psat (viz dukaz Véty 3.18) jako
{x€eR"| Ax=b} =null A + x, (5.20)

kde xq je libovolné (partikuldrni) feseni soustavy, tedy Axy = b. Mnozina (5.20) je afinni
podprostor R”, je to linedrni podprostor null A posunuty o x. Viz obrazek:

{x|Ax=b}

(null A)+ = rng(AT)

nullA ={x|Ax=0}

Vektory x a xg jsou dvé riznd fesenf soustavy, ale pouze x méa nejmensi normu. Reseni x m4
nejmensi normu pravé tehdy, kdyz x L null A, tj. x € (nullA)* = rng(AT) (viz (4.19b)).
Neboli musi existovat vektor y € R™ tak, ze x = ATy. Pro vytesen{ tilohy (5.19) tedy musime
vyTtesit soustavu rovnic

ATy =x, (5.21a)
Ax =b. (5.21b)

To je soustava m + n rovnic o m + n neznamych x,y.

Vytesme tuto soustavu za predpokladu, ze matice A ma linearné nezavislé radky. Dosaze-
nim x do druhé rovnice obdrzime AATy = b. Tato soustava m4 feseni, jestlize mé soustava
Ax = b fegeni, protoZe pak b € rng A = rng(AAT). Protoze A m4 linedrné nezavislé fadky,
dle (5.6) je matice AAT reguldrn{ a tedy y = (AAT)~'b. Dosazenim do prvni rovnice dosta-
neme x = A*b, kde

AT =AT(AAT)! (5.22)

se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi radky. Je to jedna z pravych inverzi
matice A (ovérte!).

Je poucné odvodit tento vysledek i trochu jinak. Z obrazku je patrno, ze feSeni x ma nejmensi
normu pravé tehdy, kdy7 je ortogonaln{ projekef vektoru x¢ na podprostor (null A)* = rng(AT).
Ortogonalni projektor na podprostor reprezentovany svou bazi je dan vztahem (5.8), zde ovsem
promitdme na rng(A”) a tedy musime vzorec pouzit s AT misto s A. Tedy

x = AT(AAT)'Axy = AT(AAT)'b= A'hb. (5.23)
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Tvrzeni 5.4. Je-li uiloha (5.19) pripustnd (tj. soustava Ax = b md aspoii jedno reseni), pak
tato uloha ma pravé jedno optimalni reseni.

Dikaz. VysSe jsme ukazali, ze véta plati jestlize A ma linearné nezavislé radky. Ale pokud A
ma linearné zavislé radky, vynechanim vhodnych rovnic ze soustavy Ax = b lze ucinit radky A
linearné nezavislé pii zachovani mnoziny tesSeni soustavy. [

Vzorce (5.7) a (5.22) dohromady definuji pseudoinverzi libovolné matice (¢tvercové, tzké
nebo §iroké) s plnou hodnosti (tedy rank A = min{m, n}).

5.3 Pseudoinverze obecné matice

Zatim jsme oddeélené diskutovali pripady, kdy soustava ma zadné, jedno, nebo nekonec¢né mnoho
feseni. Prekvapiveé, tyto tii ptripady lze spojit do jediné formulace. Zopakujme, ze optimalni
feseni tlohy (5.2) jsou pravé feSeni soustavy normélnich rovnic (5.3). Co kdyz je ale sama
soustava (5.3) nedourcena? Pak muzeme hledat jeji feseni s nejmensi normou, tj. fesit tilohu

min{ ||x||* | x € R", ATAx = A"b}. (5.24)
Podle Tvrzeni 5.3 a 5.4 mé tato uloha pravé jedno optimalni feSeni pro libovolna A, b. Toto
feSeni, x*, ma nasledujici vlastnosti:

e Ma-li soustava Ax = b jediné feSeni, x* je toto Teseni.

e Nema-li soustava Ax = b TeSeni, x* je jeji priblizné feSeni ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tj.
optimalni feseni ulohy (5.2). Pokud ovsem tiloha (5.2) ma vice nez jedno (tedy nekonecné
mnoho) optimdlnich feSeni, x* je optimalni feseni tlohy (5.2) které ma nejmensi normu.

e Ma-li soustava Ax = b nekoneéné mnoho feseni, x* je feSeni této soustavy s nejmensi
normou, tj. optimalni feseni problému (5.19).

Podle §5.2 je x optimdlni feseni tlohy (5.24) praveé tehdy, kdyz existuje y takové, ze
ATAy =x, (5.25a)
ATAx = A™b. (5.25b)

Tuto soustavu obecné nejde tesit pomoci inverze, protoze A nemusi mit plnou hodnost. Z tvaru
soustavy (5.25) ale plyne, ze x = A™b pro néjakou matici A™ kterd nezdvisi na b. Tutu matici
nazyvame pseudoinverze (presnéji Moore-Penroseova pseudoinverze) matice A. Kdyz A mé
linedrné nezavislé sloupce, A™ je (5.7). Kdyz A mé& linedrné nezavislé radky, AT je (5.22).
Kdyz ovséem A nemd plnou hodnost, A" je nutno pocitat jinak. Elegantné se to udéld pomoci
singuldrniho rozkladu (SVD), coz ukdzeme uz zde (vrat’te se k tomu po precteni §7.4):

Véta 5.5. Necht” A = USVT je kompaktni SVD matice A, tj. U,V maji ortonormalni
sloupce a S je diagonalni regularni. Pak

At =VvVSsTuT, (5.26)

Diikaz. Staci dokdzat, ze x = ATb = VS™'UTb a y = VS~ 2VTx spliuji (5.25):
ATA = vsTuTusv? = vs?vT,
ATAy =VS?VTy = v82vIvs2vTx = x,
ATAx =VS?*VIix = v8?VIVvs~UTb = VSU’b = ATb. n
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Zminime jesté jednu zajimavou uvahu, jak dospét k pseudoinverzi obecné matice. VSimnéte
si, ze uloha (5.17) je ‘néco mezi’ dlohami (5.2) a (5.19). Neformélné, (5.19) si lze predstavit
jako minimalizaci ||x||* + p||Ax — b||* pro velmi velké p. To je ale totéz jako (5.17) pro velmi
malé (kladné) p. Lze dokdzat (coz udélate ve Cviceni 7.20, pro dalsi vhled viz Cviceni 5.18), ze
pseudoinverze obecné matice je rovna

AT = lim A}, (5.27)

u—0t #

(Moore-Penroseova) pseudoinverze obecné matice A se v linedrni algebie obvykle definuje
jako matice jednozna¢né ur¢ena podminkami

(AADT = AAT, (ATA)T =ATA, AATA=A, ATAAT=A" (5.28)

To nebudeme dokazovat, ale aspon ovéite, ze matice (5.7), (5.22) a (5.26) tyto podminky spliuji
(vice viz Cviceni 5.9). Pro praktické feseni linedrnich soustav se pseudoinverze obecné matice
moc nepouzivd, protoze A% je nespojitd funkce matice A.

5.4 Cviceni

5.1. Méame soustavu Ax = b, kde A € R™*™ a b # 0. Jsou tyto vyroky pravdivé? Odpovédi
dokazte.

a) Pokud m < n, pak soustava ma vzdy teseni.

b) Pokud m > n, pak soustava nemd nikdy feseni.

¢) Pokud m < n a A méa plnou hodnost, pak soustava ma vzdy nekonectné mnoho
feseni.

5.2. Vyfeste (mozno pouzit poéitac) soustavu

10 -1 1
12 1 | I
11 =3/ ™~ 11
01 1| L" 1

priblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu pomoci (a) pseudoinverze, (b) QR rozkladu.

5.3. Formulujte jako priblizné feseni soustavy Pu = q ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy jako
tilohu min,, ||[Pu — ql|?. Jako vysledek napiste matice P, q, u. Pokud existuje jednoduchy
vzorec pro feseni (jak pro optimalni hodnotu tak optimalni argument), napiste je.

a) Priklad 1.12.

) Hleda se vzdalenost bodu y € R od piimky {a+ts |t € R} kde a,s € R".
c) Priklad 1.9.

) Mame mnozinu m primek v R", kde i-td4 primka je mnozina {a; +ts; | t € R} pro
dané a;,s; € R™. Hleda se bod y € R", jehoz soucet ¢tvercu vzdalenosti k primkam
je minimalni.

e) Mame m nadrovin v prostoru R", kde i-t4 nadrovina mé rovnici al x = b; pro dané
a; € R"ab; € R. Hleda se bod y € R", ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti
od jednotlivych nadrovin.
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5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

f) V prknu je n dér o souradnicich zy,...,z, € R, vSechny v jedné piimce. Naméfime

metrem vzdalenosti d;; = z; — x; pro vybrané dvojice (i,j) € E, kde mnozina
E C {1,....,n} x {1,...,n} je ddna. Pfitom dvojice jsou vybrané tak, ze vzdy
xj > x;. Ze vzdalenosti d;; chceme spocitat souradnice xy,...,z,. Odpovézte déle
na otazky:

1. Kolik feseni mé soustava Pu = q? Odpovéd’ dokazte a interpretujte.
2. Jsou sloupce P linearné nezavislé?

Diskutujte obé otazky pro pripad, ze méfeni jsou pfesnd, a pro piipad, ze méreni
jsou zatizend neptresnostmi.

g) Zavislost vykonu P kotle na prutoku G plynu a prutezu S diry na privod vzduchu
je modelovéna funkci P(G, S) = G(ay + azS + az109+9 + a4107%). Odhadujeme
koeficienty ay, ..., a4 z namérenych trojic (G, S1, P1), ..., (Gn, S, Pp).

h) Znamy prubéh ceny akcie jisté firmy po dnech je dany posloupnosti py, ..., pk.
Chceme predpovidat cenu akcie den doptedu. Tuto cenu modelujeme autoregresni
funkci ppy = Br + Papr + Bapi—1. Odhadnéte koeficienty (; tak, aby celkova chyba
predikce Ef:3 (p: — P¢)? byla na onom zndmém prubéhu ceny minim4lni.

V problému vdZenych nejmensich ctverci chceme najit x = (z1,...,x,) € R” minimali-

zujici funkci
m n 2
f(X) = Z w; < Z aijxj — bz)
i=1 7=1

kde w; jsou nezédporné véhy. Napiste funkci v maticovém tvaru, k cemuz zaved'te diago-
nélni matici W = diag(wy, ..., w,,). Napiste normélni rovnici a pseudoinverzi pro tento
pripad.
Mame vektory u = (2,1,—-3) a v = (1, —1,1). Najdi ortogondlni projekci vektoru (2,0, 1)
na podprostor (a) span{u} (b) (span{u}) (c) span{u, v}, (d) (spanfu,v})*.
Necht’ X = span{ ( ,0, g, 0), (0,0,0,1), (% 0, %, 0) }. Najdi projektory na podprostor X
a podprostor X+,

1

2 0

Méame A = [2 4 1]|. Najdi ortogonalni projekci vektoru (1,1,1) na podprostory (a)
1 2 0
)

mg A, (b) null A, (c) rng(AT), (d) null(AT).

Nulovy prostor projektoru je typicky netrivialni, tedy projektor P je singularni matice.
Kdy je P reguldrni? Jakd je v tom piipadé matice A ve vzorci (5.8) a podprostor X =
rng A7 Jaky je geometricky vyznam této situace?

Dokazte nasledujici vlastnosti pseudoinverze ze vztahu (5.7) a (5.22) pro libovolné (izké,
siroké nebo ¢tvercové) matice plné hodnosti:

a) AT = A~ kdyz A je ¢tvercova
b) (AT =A
) (AT)" = (AF)T
d) AATA=A ATAAT =A"

)

) A

o

e

f

(AA*) — AAT, (A*A)T = ATA
= ATAA* = A*AAT
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g) (ATA)T = AT(AT)", (AAT)T = (AT)TAT

5.10. Spocitejte pseudoinverzi nenulového skaldru (tj. matice s jednim fadkem a jednim sloup-
cem), nenulového sloupcového vektoru (tj. matice s jednim sloupcem) a nenulového fad-
kového vektoru (tj. matice s jednim radkem).

5.11. Uvazujme projektor (5.8). Baze podprostoru X, na ktery promitdme, jsou sloupce ma-
tice A. Projektor P se nesmi zménit, vezmeme-li jinou bazi podprostoru. Napovime (roz-
myslete dukaz!), ze vSechny mozné baze podprostoru X jsou dany sloupci matice AC pro
v8echny mozné regularni matice C € R™*" (tedy C je matice prechodu k jiné bazi).

5.12. Jaké bude feseni normélnich rovnic (5.3) v pripade, ze A ma linedrné nezdvislé sloupce
a b L rngA? Vyfeste geometrickou ivahou (vzpomerite si na orgogonélni projekci a
koukejte na obrazek v §5.1!) a pak zkuste dokézat algebraicky.

5.13. Dokazte, ze pokud AT A = BTB, pak existuje C tak, ze A = CB.

5.14. Najdéte co nejjednodussi vzorec pro

a) vzdalenost po¢dtku 0 od nadroviny {x | al’x =1b},

b) vzdélenost pocatku 0 od afinniho podprostoru {x | Ax = b} (kde A m4 linedrné
nezavislé radky),

¢) vzdalenost bodu x od nadroviny {x | a’x =b}.

5.15. Ctvercové matice A se nazyva normdlni, kdyz ATA = AAT. Pifkladem je symetrickd
nebo antisymetrickd matice. Dokazte, Ze pro normalni matice plati (rng A)* = null A.

Rl

5.16. Pro vektory a,b € R™ ukazte, ze = [|a]|* + ||b]*.
5.17. Dokazte, ze matice AT A + ul je regularni pro kazdou matici A a kazdé p > 0.

5.18. Uvazujme ‘regularizovanou pseudoinverzi’ (5.18). Dokazte, Ze pro kazdou matici A a kazdé
p >0 plati (ATA +pl)PAT = AT(AAT 4 uI)~!. Dumejte nad vyznamem této rovnosti.

5.19. (%) Dokazte, ze pro kazdé matice A, B takové, ze matice [A B] je ¢tvercova regularni a
ATB =0, plati A(ATA)'AT+B(BTB) !B’ = I. Vysvétlete rozdil oproti Tvrzeni 4.10.

Napovéda a reseni
5.1.a) Neplati. Piiklad: m =1, n =2, A = [0 0}, b=1.

1
5.1.c) Plati. Matice A m4 hodnost m, tedy linedrné nezavislé radky, tedy rng A = R™, tedy soustava
ma TeSeni. Navic ma A netrividlni nulovy prostor, tedy ma nekonetné mnoho freseni.
5.2. (.%'1,1‘2,1‘3) = (2,1,0)/3
5.3.a) Zbyva napsat funkci (1.20) ve tvaru f(u) = ||Pu — q|>. To je snadné (srov. s (5.15)): mdme

2 2
X —a I, aj I, a

5.1.b) Neplati. Piiklad: m =2, n=1, A = [ﬂ, b= [1}

Zgl”x_aiHQ: = X = ’tedyu:X’P: , Q=
X — a,, I, an, I, an,

5.3.c) Zbyvé napsat funkci (1.14) ve tvaru f(u) = |[Pu — q|?>. To je opét snadné: u = (a1, ),
P=[b;—a; a;—by],q=a; —ay.
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5.3.d) Minimalizujte pfes proménné y, ti,. .., ty.

5.3.¢) Nejprve si vzpomeiite ¢i odvod’te, jak se spoéitd vzdalenost bodu y od nadroviny a’x = b.

5.4.
5.5.
5.6.
5.6.
5.7.
5.8.

f(x) = (Ax —b)TW(Ax — b) = [W!/2Ax — W'/?b|2.

(a) (2,1,—-3)/14, (b) (26,—1,17)/14, (c) (62,—35,17)/38, (d) (14, 35,21)/38

Nejsou nahodou vektory ortonormalni?

Projektor na X je P = diag(1,0,1,1). Projektor na X+ je P = diag(0,1,0,0).

(a) (1,1,1), (b) (0.4,-0.2,0), (c) (0.6,1.2,1), (d) (0,0,0). Pozor, A nemd plnou hodnost.
A je regularni, tedy X = R™. Projektor je identita.

5.9.b) Kdyz A mé l.n. sloupce, dle (5.7) je AT = (ATA)"'AT. Protoze (ATA)™! je regularni, AT m4

Ln. fadky. Dle (5.22) tedy AT+ = ATT(ATAFT) "1 = A(ATA) T[(ATA)TATAATA) T =
AATA)T(ATA) T = A(ATA)"T(ATA)T = A. Kdyz A mé Ln. fadky, udéld se to po-
dobné.

511. A(ATA)"'A" = AC(CTATAC)'CTAT = ACC(ATA)'C-TCTAT = A(ATA) AT

5.12. x=0

5.13. Dle (5.5a) je rng(AT) = rng(BT). Tedy kazdy iddek A je linedrni kombinaci fadkia B. Dle
Véty 3.8 to jde napsat jako A = CB pro néjaké C.

5.14.a) |b|/|lall

5.14.b) Ctverec vzdalenosti je roven optimélni hodnoté tlohy (5.19), tedy

(ATb)T(A+b) = bT(AAT)TAAT(AAT) b = bT(AAT) " 1b.

5.14.c) |aTx — b/ a]

5.15.

5.17.

5.18.

5.19.

Dle (4.19a) a (5.5b) je (rng A)* = null(AT) = null(AAT) = null(ATA) = null A.
A
Nl/Q I
ma. Tedy dle (5.6) m4 BTB plnou hodnost, tedy je reguldrni.

Je ATA 4+ I = B'B, kde B = [

} Matice B m4 L.n. sloupce, protoze uz matice x'/21 je

Rovnici vynasobte zleva matici AT A + ul a zprava matici AAT + uI a pak roznasobte zavorky.

1 [AT] T [AT AT “ITAT

o (5] 8] (] w) )

ATA 0 ]7'JAT (ATA)"! 0 AT

-1 B %Y i) (o] - [0 e o]
= AATA)'AT + B(B"B)'B”.

Vyznam: [A B] reguldarni a ATB = 0 implikuje tngB = (rng A)*. To souhlasi s tim, ze

A(ATA)"'AT je ort. projektor na rng A a B(B”B)~!B7 je ort. projektor na rng B = (rng A)*.
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Kapitola 6

Spektralni rozklad a kvadratické funkce

Ze zakladni skoly znate polynomy jedné proménné, co jsou ale polynomy vice proménnych?
Monom (angl. monomial) k-tého stupné n proménnych je vyraz
kn

n 7

k1
:El ---:E

kde ki,...,k, € {0,...,k} splnuji ky + --- + k, = k. Polynom (angl. polynomial) n pro-
ménnych je linearni kombinace monomt, pricemz stupen polynomu je stupen jeho monomu
(s nenulovym koeficientem) nejvyssiho stupné. Napf. funkce

f(z,y) :x2y+xy—2x+1 (6.1)

je polynom dvou proménnych tietiho stupné, kde napi. z%y je monom tietiho stupné a xy je
monom druhého stupné. Polynom je homogenni, pokud stupné vsech jeho monomt jsou stejné.
Polynom (6.1) nenf homogenni, ale napi. f(z,y) = 2%y — 5y je homogenn{ stupné tii.
Vidime, ze afinni funkce (3.37) je jen jiny nézev pro polynom prvniho stupné a linedrni
funkce (3.11) (také zvana linedrni forma) je jiny nézev pro homogenni polynom prvniho stupné!.
Polynom druhého stupné se nazyvé kvadratickd funkce a homogenni polynom druhého stupné
kvadratickd forma?. Cilem této kapitoly je porozumét extrémim kvadratickych forem a funkei.

6.1 Vlastni cisla a vektory

Necht’ pro étvercovou matici A € R™", nenulovyj vektor v € C" a skalar A € C platf®
Av = \v. (6.2)

Pak A\ se nazyva vlastni ¢islo matice a v vlastni vektor matice prislusny vlastnimu cislu
A. Vlastni ¢isla a vektory mohou byt obecné komplexni, i kdyz A ma vSechny prvky realné.
Mnoziné vsech vlastnich ¢isel matice se tiké také jeji spektrum.

Rovnost (6.2) je soustava n nelinedrnich rovnic s n+ 1 neznamymi \, v. Z této soustavy lze
eliminovat v zndmym obratem, ¢imz dostaneme jedinou rovnici pro . Prepiseme (6.2) jako

(A = AI)v =0, (6.3)

vvvvvv

!Tohle plati jen pro funkce na linedrnim prostoru R™. I kdyZ polynomy lze definovat (i kdyz slozit&jsim
zpusobem) na abstraktnim (tedy definovanym axiomy) linedrnim prostoru, obvykle se jim tak nefik4.

2N4zvoslovi neni zcela konzistentni, coz je opét ddno tim, ze nékterd jména pochdzeji z linedrni algebry a
nékterd z matematické analyzy.

3Zopakujme, ze C je mnozina komplexnich é&isel, tj. ¢isel ve tvaru a + bi kde a,b € R a i = /—1.
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coz pro pevné A je soustava homogennich linearnich rovnic pro v. Protoze vlastni vektory nesmi
byt nulové, A spliiuje (6.2) pravé tehdy, kdyz soustava (6.3) ma netrivialni (tj. nenulové) feseni.
To nastane praveé tehdy, kdyz jeji matice A — Al je singularni, neboli

pa()) = det(A — AI) = 0. (6.4)

Dle definice determinantu (2.5) je funkce pa: R — R polynom stupné n. Nazyva se charak-
teristicky polynom matice A. Podle tzv. zdkladni véty algebry ma kazdy polynom stupné n
pravé n komplexnich kotenu, poéitame-li kazdy koten tolikrat, kolik je jeho nasobnost. Proto:

Véta 6.1. Kazda matice A € R™" ma nejméné jedno a nejvyse n ruznych vlastnich cisel.

Oznacime-li ruzné koteny charakteristického polynomu jako A, ..., A, (kde m < n), je tedy
pa) == " kde D ni=n. (6.5)
i=1 i=1

Zde m je pocet ruznych korenu charakteristického polynomu (tedy ruznych vlastnich ¢isel ma-
tice) a n; je nasobnost kofene ;. Cislo n; se nazyva algebraicka nasobnost vlastniho cisla \;.

Je-1i X\ vlastni ¢islo, pak jemu piislusné vlastni vektory tvoii mnozinu feSeni homogenni line-
arni soustavy (6.3), kromé pocatku 0 (protoze vlastni vektory nesmi byt nulové). Tato mnozina
tvoii podprostor null(A —AI), kterému fikdme vlastni podprostor prislusny vlastnimu ¢islu A.
Dimenze tohoto podprostoru se nazyva geometricka nasobnost vlastniho ¢isla A.

Priklad 6.1. Vlastni ¢isla matice A = [_g _3} jsou TeSenimi rovnice
—-A 1 9
pa(N) = det(A — AI) = det L9 _3_) =AN4+3A+2=A+1)(A+2)=0.
Tato kvadratickd rovnice ma dva koteny, Ay = —1 a Ay = —2. To jsou tedy dvé vlastni ¢isla

matice, kazdé s algebraickou nasobnosti 1.
Vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A\; najdeme feSenim homogenni linedrni soustavy

A1 IR L D
2 3 AV T |2 VTV

Jeden takovy vektor je vi = (—1,1). Vlastni podprostor piislusny A; je piimka span{v;} =

{a(-1,1) | @ € R}. M& dimenzi 1, coz je tedy geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A;. ¢
Priiklad 6.2. Matice A = 8 8 mé jediné vlastni ¢islo A = 0 s algebraickou nasobnosti 2.
Jemu pfislusny vlastni podpiosto_r je celé R?, tedy geometrickd ndsobnost A je také 2. ¢
Priiklad 6.3. Matice A = 1 (1) mé jediné vlastni ¢islo A = 1 s algebraickou nésobnosti 2.
Jemu piislusny vlastni podprostor je span{(—1,1)}, tedy geometrickd ndsobnost \ je 1. ¢
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Véta 6.2. Pro kazdé vlastni ¢islo plati, Ze jeho geometricka nasobnost neni vétsi neZ jeho
algebraicka nasobnost.

Pred dukazem véty ukazeme, ze charakteristicky polynom je invariantni vici zméné baze R”,
neboli je stejny pro podobné matice. Opravdu, pro kazdou regularni C (matice prechodu) plati

po-1ac(N) = det(CPAC — M) = det(C (A — AI)C) = det(A — AI) = pa(A).

Diikaz. (x) Necht' A je vlastni ¢islo matice A a k < n jeho geometrickd nasobnost. Necht’

Vi,...,Vg je baze vlastniho podprostoru prislusného A, tedy Av, = Av; pro ¢ = 1,... k.
Doplnime tuto bazi na bazi vy, ..., v, prostoru R"”. Pak bude
;. —1 - 1 (AL, D
A= [Vl Vn} A [Vl Vn] = [Vl Vn} P\Vl Avip Avi Avn} = [ 0 B} ,
kde B, D jsou néjaké matice. Vidime, Zze prechod od standardni baze k bazi vq,..., v, diago-

nalizoval prvnich k sloupcu+iadka matice A. Nyni (pozor, proménnd polynomu je p a ne \)

B - , B AL, — ply D
pa(p) = par(p) = det(A’ — uI) = det 0 B —pul, &

= det(ALy — pIy,) det(B — pl, ) = (A — )" pe ().
Posledni vyraz ukazuje, ze algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A je nejméné k. [

7, Vét 6.1 a 6.2 plyne, ze vSechna vlastni ¢isla, jejich algebraické nasobnosti a jim ptislusné
vlastni podprostory lze reprezentovat seznamem Ay, ..., A, vlastnich ¢isel (kde kazdé ¢islo je v
seznamu tolikrét, kolik je jeho algebraicka nasobnost) a k nim piislusnymi vhodné vybranymi
vlastnimi vektory vi,...,v,. Napf. méa-li matice rozméru n = 3 dvé ruzna vlastni ¢isla s al-
gebraickymi nasobnostmi 1 a 2, pak je \; # Ay = A3, vy je vlastni vektor prislusny vlastnimu
¢islu Ay a span{vy, v3} je vlastni podprostor prislusny vlastnimu ¢islu Ay = A3. Jestlize geome-
trickd ndsobnost ¢isla Ay = A3 je 2, tak vektory vs, v jsou linedrné nezavislé (tedy tvori bazi
vlastniho podprostoru), jinak jsou linedarné zavislé. Soustavu

AVZ‘ :)\Z‘Vi, izl,...,n (66)
muzeme napsat jako jedinou maticovou rovnici
AV =VA (6.7)

kde A = diag(Aq,...,\,) € R™™ je diagonélni a V = [v; -+ v, ] € R™" (rozndsobte levou a
pravou strany rovnice (6.7) dle pravidla pro nésobeni blokovych matic!).

Lze dokazat (dukaz neuvadime, i kdyz neni obtizny), ze vektory vy,...,v, jsou linedrné
nezavislé praveé tehdy, kdyz geometricka nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je rovna jeho alge-
braické ndsobnosti. V tom piipadé je matice V regularni a (6.7) lze psat jako

A=VAV (6.8)

Vztahu (6.8) se pak iikd rozklad matice podle vlastnich ¢isel nebo spektralni rozklad.
Muzeme ho psét také jako V' AV = A, coz fikd, ze matice A je podobna* diagondlni matici
(neboli diagonalizovatelnd). Piiklad nediagonalizovatelné matice je v Piikladu 6.3.

4Zopakujme: matice A a B jsou si podobné, existuje-li regularni matice C tak, ze B = CAC™L.
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Jak se pocitaji vlastni cisla a vektory? Charakteristicky polynom je hlavné teoereticky na-
stroj a pifmé hleddni jeho kofent je vhodné jen pro malé matice®. Pro vétsi matice se pouzivaji
numerické itera¢ni algoritmy, pfi¢emz pro matice ruzného typu jsou vhodné ruzné algoritmy.
Zéasadni rozdil oproti napt. QR rozkladu je v tom, ze vlastni ¢isla obecné nelze spocitat ko-
neénym poctem operaci séitani, odéitani, déleni a k-té odmocniny. To mé hluboky duvod jiz v
tom, ze kofeny polynomu vétsiho nez ¢tvrtého stupné obecné nelze spocitat koneénym poctem
téchto operaci. V Matlabu se algoritmus na vlastni ¢isla a vektory vold funkei [V,D]=eig(A),
ktera vrati matici A (oznac¢enou D) a matici V spliujici (6.7).

6.1.1 Spektralni rozklad symetrické matice

Pro obecnou ¢tvercovou matici A mohou byt vlastni ¢isla (a tedy i vlastni vektory) komplexni a
matice nemusi byt diagonalizovatelna. Prizniva situace nastane, kdyz je matice A symetricka:
v tom pripadé jsou vSechna jeji vlastni Cisla realnd a z jejich vlastnich vektoru lze vybrat
ortonormalni mnozinu n vektoru (toto dokdzeme nepovinné nize). Pak tedy v (6.8) je matice A
redlnd a matici V lze zvolit ortogonalni (V~1 = VT) a plati dilezita véta:

Véta 6.3. Kazdou symetrickou matici A € R"*" Ize rozlozit jako
A =VAV' = \vivi + -+ A v, vE (6.9)

kde matice V = [V1 e vn] € R™™ je ortogondlni a A = diag(Aq,...,\,) € R™*".

Zaroven jsme vpravo v (6.9) uvedli i druhou formu rozkladu jako soucet dyad (viz §2.2) (rozné-
sobte vyraz VAVT dle pravidel pro ndsobeni blokovych matic!). Vlastn{ ¢isla v rozkladu (6.9)
je zvykem (matlabska funkce eig to tak déld) radit vzestupne,

A< <A, (6.10)

coz lze vzdy zaridit vhodnou permutaci sloupctu matice V a diagonalnich prvku matice A.

Hodnost matice A je rovna hodnosti matice A (coz plyne napt. z Tvrzeni 3.12, pouzité dva-
krat na viraz VAVT). Ale hodnost diagondlni matice A je pocet jejich nenulovych prvki, tedy
nenulovych vlastnich ¢isel. Je-li rank A = r < n, pak n — r vlastnich ¢isel je tedy nulovych a v
rozkladu (6.9) muzeme vynechat jim odpovidajici sloupce+idadky matice A a sloupce matice V.
Tedy je A = VAVT pro ngjaké V. € R™" VIV =Ta A = diag()\,...,)\.). To odpovida
vynechani n — r nulovych séitancu v sumé dyad v (6.9).

5Naopak, hleddni kofent libovolného polynomu lze prevést na hleddni vlastnich ¢isel matice, ktera se nazyvé
doprovodnd matice (companion matriz) polynomu.
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Priklad 6.4. Zde je spektralni rozklad symetrické matice 3 x 3 hodnosti 2:

2 3 -2 [ 1/V/18 1/v2 —2/3]1 [-9 0 0] [1/V/18 —1/V18 4/V/18
32 2|=|-1/V/18 1/vV/2 2/3 05 0| [1/vV/2 1/V2 0
-2 2 -8 | 4/V/18 0 1/3 00 0] |—2/3 2/3 1/3

YVI8 1V2) o 1/v18 —1/V18 4/v18
1/4/18 1/v2
— —9 |-1/VI8| [1/VI8 —1/VI8 4/VI8]+5 [1/v2| [1/vV2 1/v2 0] &
4//18 0

(x) Dukaz véty o spektralnim rozkladu symetrické matice. Dukaz je rozdélen na dvé
casti: Véta 6.4 tika, ze symetrickd matice ma vSechna vlastni ¢isla realna, a Tvrzeni 6.5 prip.
Véta 6.6 tikaji, ze z vlastnich vektoru symetrické matice lze vybrat ortonormalni mnozinu
n vektoru. Tato Cast je nepovinnd, ale neni slozitd a je pou¢né se ji prokousat.
K diikazu redlnosti vlastnich ¢isel budeme potiebovat nékolik pojmiu z komplexni algebry®:
o Komplexné sdruzené &islo ke komplexnimu &fslu z = a + bi € C je ¢islo T = a — bi. Cislo z
je redlné, prave kdyz T = z. Pro matici A definujeme A po prveich.

Absolutni hodnota éisla x € C je realné cislo |z| = (T2)Y? = (a® + b%)1/2.

Adjungovand matice k matici A € C™*" je matice A* = B’ € ¢, Matice A je samoad-
jungovand (neboli hermitovskd), je-li A* = A. Pro redlné matice to znamena AT = A.

Skaldrni soucin vektoru x,y € C" je x*y = T1y1 + - - - + Tpy, (vSimnéte si, ze x*y = y*x).

Norma vektoru x € C" je ||x|| = (x*x)V2 = (|o1]? + - - + |2,]?) V2

Véta 6.4. Kazda hermitovské matice ma vsechna vlastni ¢isla redlna.

Diikaz. Necht” A* = A a Av = \v. Pak
AV = W'V = v AV = VI A*V = (AV)*'v = (Av)*'v = Aviv = )||v|>.
Jelikoz v # 0, je tedy A = X, tedy X\ € R. [
Existenci ortonormélni mnoziny n vlastnich vektoru nejprve dokazeme ve Tvrzeni 6.5 pro

specialni ptipad, kdy matice ma n ruznych vlastnich ¢isel: v tomto pripadé je dukaz velmi
kratky. Obecny pripad (kdy néktera vlastni ¢isla mohou byt ndsobnd), dokazuje Véta 6.5.

Tvrzeni 6.5. Necht’ \; # \; jsou dvé riizna vlastni ¢isla symetrické redalné matice A a v;,v;
Jjsou jim prislusné vlastni vektory. Pak v; L v;.

6Je piekvapivé a mrzuté, ze abychom dokdzali, ze redlnd symetrickd matice ma redlnd vlastni éisla, potiebu-

VVVVVV

matematickou analyzu.

82



Diikaz. Méme
Nvivy=v](Av)) = (Av)Tv; = \vlv;.

Z toho (N\; — \j)vIv; =0, z toho vIv,; = 0. -

K dukazu posledni véty budeme potiebovat piipravu. I kdyz jsme vlastni ¢isla a vektory
definovali pro matici A € R"*", lze je obecnéji definovat pro linearni transformaci f: X — X
na libovolném linedrnim podprostoru X C R"™ podminkou

f(v) = Av. (6.11)

Jestlize X # {0}, z argumentu v §6.1 plyne, Ze f mé aspon jedno vlastni ¢islo a vektor”.

Podprostor X C R"™ nazveme invariantni podprostor linearni transformace f(x) = Ax
jestlize f(X) C X, tj. x € X = Ax € X. Tedy f zobrazi libovolny prvek z X opét do X.
V tom pripadé je restrikce (viz §1.1.2) f|x zobrazeni f na mnozinu X sama o sobé linedrni
transformace na X, tedy mame f|x: X — X misto pouhého f|x: X — R". Jestlize je X
netrivialni, dle zakladni véty algebry ma tedy aspon jedno vlastni ¢islo a vektor.

Véta 6.6. Z vlastnich vektori kazdé symetrické matice A € R™ "™ Ize vybrat ortonormalni
mnozinu n vektort.

Diikaz. Pouzijeme indukci: ukazeme, ze kdyz pro néjaké k < n jiz mame vlastni vektory

vi,..., Vg, pak existuje vlastni vektor na né ortogonalni.
Dokazeme nejprve, Ze jestlize A je symetrickd, podprostor X = span{vy,..., v}t je inva-
riantni vuci f. Necht’ x € X, tedy x’v; = --- = xTv;, = 0. Mame ukdzat, ze Ax € X. To plati,

protoze x'v; =0 = (Ax)Tv; =xTATv;, = xTAv;, = \xTv; = 0.
Protoze X je invariantni vuci f, restrikce f|y zobrazeni f na mnozinu X je linedrni trans-
formace na X. Protoze k < n, je X # {0}. Tedy f|x mé& aspon jeden vlastni vektor. Protoze

tento vektor patii do X, je ortogonalni na vq,..., vg.
Takto jsme tedy nasli vlastni vektory vi,..., v, spliujici v; L v; pro kazdé i # j. Kdyz je
znormalizujeme, tvori ortonormalni mnozinu. [

6.2 Kwvadraticka forma

Kvadraticka forma na R” je homogenni polynom f: R™ — R druhého stupné. Je pohodlné
ji zapsat v maticovém tvaru

f(x) =x"Ax = z": i ;T (6.12)

j=1 i=1
pro néjakou matici A € R™ ™. Protoze x;x; = x;z; (ndsobeni ¢isel je komutativni), mame

n

xTAx =3 > aywm; = B DD (i +ag)wir; = 5 (A+ADx. (6.13)

j=1 i=1 j=1 i=1

"Maticové by diikaz byl takhle: Necht’ A € R B € R"*™ C ¢ R™*" X =1ngA =rngB, m = dim X
a BC = I. Jestlize u je nyni vlastni vektor matice CAB € R™*"™ pak v = Bu je vlastni vektor matice A.
Opravdu, vynasobenim rovnice CABu = A\u zleva matici B dostaneme ABu = ABu, tedy Av = \v.
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Vidime, ze funkce f zdvisi jen na souctech a;; + aj;. Je proto zvykem predpoklddat a;; = a;i,
neboli Ze matice A je symetrickd (AT = A). V tom piipadé tedy %(A +AT) = A.

Abychom si procvicili maticovou algebru, dokédzeme rovnost (6.13) i jinak. Kazdou ¢tver-
covou matici lze jednozna¢né napsat jako soucet symetrické a antisymetrické ¢dsti (viz Cvi-
ceni 2.16):

1 1
A= §(A+AT)+§(A—AT).
syme\trrické antisyr;,etrické

Ale pro kazdé x mame
xT(A - AD)x =x"Ax — x"ATx = xTAx — (xTAx)T =0,

kde jsme pouzili skutecnost, ze transpozice skalaru je tentyz skalar. Tedy kdyz A neni symet-
ricka, muzeme ji nahradit jeji symetrickou ¢asti a kvadratickd forma se nezmeéni.

Priklad 6.5. Prikladem kvadratické formy dvou proménnych je funkce

fla,y) =22 — 2wy +4* = [z 4] [(2) _ﬂ [ﬂ = [z ] {_f _ﬂ m .

Vsimnéte si, ze prvni matice neni symetrickd a druhda ano. ¢

6.2.1 Definitnost kvadratické formy / jeji matice

Ctvercovou matici A nazyvime
e positivné [negativné] semidefinitni, kdyZ pro kazdé x plati x’ Ax > 0 [xTAx < 0],
e positivné [negativné] definitni, kdyz pro kazdé x # 0 plat{ x’ Ax > 0 [xT Ax < 0],
e indefinitni, kdyz existuje x a y tak, ze x’Ax >0 ayl Ay < 0.
Matice muze mit i nékolik téchto vlastnosti najednou. Napf. positivné definitni matice je
zaroven positivné semidefinitni. Nulova matice je zaroven positivné i negativné semidefinitni.
[ kdyz definice dava smysl pro libovolné ¢tvercové matice, obvykle je zvykem hovofit o téchto
vlastnostech jen pro symetrické matice. Nékdy se tyto vlastnosti definuji ne pro matici, ale

abstraktnéji pro kvadratickou formu.
7 definice je jasné, ma-li kvadraticka forma extrém a ptripadné jaky:

Véta 6.7. Necht’ funkce f je ddna jako f(x) = x” Ax.
e Je-li A positivné [negativné] semidefinitni, pak f v bodé 0 nabyvd minimum [maximum)].

e Je-li A positivné [negativné] definitni, pak f v bodé 0 nabyva ostré minimum [maximum)|.

e Je-li A indefinitni, pak f nema minimum ani maximum.

Dikaz. Je-li A positivné semidefinitni, funkce f neni nikde zaporna a zaroven pro x = 0 je
nulova, proto v bodé x = 0 (i kdyz mozna i jinde) nabyva svého minima. Je-li A positivné
definitni, je forma nulova jen v poc¢atku a vSude jinde kladna, tedy pocéatek je ostré minimum. Je-
li A indefinitni a napt. x” Ax > 0, bod x nemuze byt maximum protoze (2x)T A(2x) > xT Ax,
a zérovel X nemuze byt minimum protoze pro néjaké y je y’ Ay < 0. [
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6.2.2 Definitnost ze znamének hlavnich minoru

Uvedeme kritérium, které urci definitnost matice podle znamének determiantu jistych jejich
podmatic. Pro matici A € R"*" a neprdzdnou mnozinu I C {1,...,n}, symbol A; = [a;;]i jer €
R oznacuje matici vytvorenou z prvkl matice A v fadcich a sloupcich s indexy I.

e Hlavni minor matice A je ¢islo det A; pro néjakou neprazdnou I C {1,...,n}.
e Vudéi hlavni minor matice A je jeji hlavni minor pro néjaké I = {1,... k} al <k <mn.

Pocet vSech hlavnich minoru matice n x n je 2™ — 1, pocet vSech vudéich hlavnich minoru je n.

Priklad 6.6. Piiklady matic A; pro matici A = [a;;] € R***. Determinanty prvn{ a druhé
matice jsou vudci hlavni minory matice A, determinanty tfeti a ¢tvrté jsou pouze hlavni minory.

a1 a2

az1 asz g4
21 A22

aq1  A43 Qg4

a21 A2z A3

az1 asz G33

ail; aig a3
{ az2 Aass

ailz aiz aiq
} |:a22 a23}

1={1,2,3} I={1,2} I={1,3,4} I1={2,3} ¢

Véta 6.8. Symetricka matice je
e positivné definitni, pravé kdyz vsechny jeji vudci hlavni minory jsou kladné,

e positivné semidefinitni, pravé kdyz vSechny jeji hlavni minory jsou nezaporné.

Dukaz neuvadime. Prvni tvrzeni véty je znamé Sylvestrovo kritérium. Druhé tvrzeni lze
prakticky pouzit jen pro malé matice, nebot’ pocet hlavnich minoru matice rychle roste s n.
Pozor ovSem: neplati (a véta to nerikd), ze symetrickd matice je

e positivné semidefinitni, jestlize vSechny jeji vudéi hlavni minory jsou nezaporné

[0 0 0
(napf. matice |0 0 1} je indefinitni a m& vsechny vudéi hlavni minory nezaporné),
0 1 0
e negativné definitni, jestlize vSsechny jeji vudci hlavni minory jsou zaporné
~ . -_2 _1 _1 . . . / 7’ ~ o ~ 7/ 7/ . / /
(napr. matice |-1 2 o] je indefinitni a ma vSechny vudéi hlavni minory zaporne),
1 0 2

e negativné semidefinitni, jestlize vSechny jeji hlavni minory jsou nekladné

(napf. matice 7? _(1]} je indefinitni a ma vSechny hlavni minory nekladné).

Presto véta umoZﬁuje rozhodnout vsech pét pripadu definitnosti s vyuzitim téchto tvrzeni:
e Matice A je negativné [semi|definitni, pravé kdyz matice —A je positivné [semi|definitni.

e Matice je indefinitni, pravé kdyz neni ani positivné ani negativné semidefinitni.

6.2.3 Diagonalizace kvadratické formy

Definitnost matice lze ovSem také snadno urcit pomoci jejich vlastnich cisel. Ze spektralniho
rozkladu (6.9) méme

f(x) = xTAx = xI'VAVTx = yT'Ay = )xlyf 4+ )\nyi =g(y) = g(vTx). (6.14)

Vidime, Ze substituce x = Vy (tj. y = VTx) diagonalizovala matici kvadratické formy. Protoze
matice V je ortogondlni (a proto reguldrni), transformace x = Vy je isometrie a navic vzajemné
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jednoznacnd (neboli bijekece, viz §1.1.2). Tedy funkce f a g se lis{ jen otoc¢enim piip. zrcadlenim.
Totéz muzeme Fict i v jazyce bazi: zatimco ve standardni (ortonormalni) bazi (tvorené sloupecky
jednotkové matice I) mé kvadratickd forma matici A, v ortonormdlni bazi tvorené sloupci
matice V ma forma diagonalni matici A.
Vlastnosti kvadratické formy jsou mnohem lépe patrny z jejiho diagonalniho tvaru g nez
z puvodniho f. ‘Kvalitativni’ tvar grafu funkce g je ddn vektorem znamének vlastnich cisel.
Napt. pro n = 2 si grafy a vrstevnice funkce g (kde bez ztraty obecnosti bereme vrstevnici
vysky 1, tj. mnozinu feSeni rovnice yZ Ay = 1) snadno ptedstavime:
o Je-li A\j, Ay > 0, graf vypada jako ‘dolik’ a kazdd vrstevnice vysky 1 je elipsa (stted mé v
pocétku a jeji hlavni osy jsou souradnicové osy).

o Je-li A\, Ay <0, graf vypada jako ‘kopec’ a vrstevnice vysky 1 je prazdna mnozina.

o Je-li My <0, graf je ‘sedlo’ a vrstevnice vysky 1 je hyperbola.
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gy, v2) = Y3 + 3 9y, y2) = =y — ¥3 gy, v2) = ¥ — 3

Vrstevnice vysky 1 obecné (tj. ne nutné diagonalni) kvadratické formy (tj. mnozina feseni
xTAx = 1) s obéma vlastnimi ¢isly kladnymi je elipsa se stfedem v pocdtku, sméry jejichz
hlavnich os jsou vlastni vektory:

Véta 6.9. Symetricka matice je

e positivné [negativné] semidefinitni, pravé kdyz ma vsSechna vlastni ¢isla nezapornd [ne-
kladnd]

e positivné [negativné] definitni, pravé kdyz mé& vsechna vlastni ¢isla kladna [zaporna]

e indefinitni, pravé kdyz ma alespon jedno kladné a alespon jedno zaporné vlastni cislo.

Dukaz. To je snadny dusledek diagonalizace (6.14). Protoze transformace x = Vy je bijekce,
napt. x’ Ax > 0 plati pro vsechna x € R" pravé tehdy, kdyz y’ Ay > 0 plati pro vsechna
y € R". Tedy definitnost matice A je stejnd jako definitnost matice A. Ale definitnost diagonalni
matice A je okamzité vidét ze znamének cisel \;. Napt. vyraz (6.14) je nezdporny pro kazdé y,
pravé kdyz vsechna \; jsou nezaporna. [
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6.2.4 Choleského rozklad

Véta 6.10 (Choleského rozklad). Pro kazdou symetrickou positivné semidefinitni matici
A € R™" existuje horni trojihelnikova matice R € R™ " tak, ze A = RTR.

Diikaz. Nejprve polozime B = AY?VT kde A = VAV je spektralni rozklad A a oznadcili
jsme A% = diag(v/ A1, ...,V ). Ted tedy BTB = V(AVH)TAYV2V = VAVT = A.
Pak udéldame QR rozklad B = QR. Ted A = B'B = RTQTQR = R’R. |

Viimnéte si, ze kdyz A neni positivné semidefinitni, diikaz nefunguje protoze A'/? mé né-
které diagonalni prvky imaginarni. Lze dokazat, ze pokud je A positivné definitni, tak matice R
je urcena jednoznacné.

I kdyz dukaz Véty 6.10 pouziva spektralni rozklad nasledovany QR rozkladem, na vypocet
Choleského rozkladu existuje mnohem jednodussi, rychlejsi a numericky stabilnéjsi algoritmus.
Z Matlabu se tento algoritmus zavold piikazem chol (nastudujte si ho piikazem help choll).
Algoritmus umi poznat, kdyz matice neni positivné semidefinitni.

Typické pouziti je pro feseni linedrni soustavy Ax = b se symetrickou positivné (semi)definitni
matici. Pro takové soustavy je tato metoda rychlejsi a numericky stabilnéjsi nez Gaussova eli-
minace (LU rozklad). Vyskytuji se napt. v kazdé iteraci nékterych numerickych itera¢nich al-
goritmt (§10). Soustavu Ax = RTRx = b vyfesime jednoduse tak, ze nejdifv spocteme y ze
soustavy RTy = b zpétnou substituci a pak x z Rx = y dal&{ zpétnou substituci.

Shrnutim Vét 6.8, 6.9 a 6.10 je uzitecna charakterizace positivné (semi)definitnich matic:

Disledek 6.11. Pro symetrickou matici A jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
e Matice A je pozitivné definitni.
e Vsechny vidci hlavni minory matice A jsou kladné.
e Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou kladna.

e [Existuje étvercova reguldarni matice B takovd, ze A = BTB.

Disledek 6.12. Pro symetrickou matici A jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
e Matice A je pozitivné semidefinitni.
e Vsechny hlavni minory matice A jsou nezaporné.
e Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou nezaporna.

e [Existuje étvercova nebo tizkd matice B takova, ze A = BTB.

6.3 Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce je polynom (ne nutné homogenni) druhého stupné. Lze jej psat v mati-
covém tvaru®

f(x)=x"Ax +bx +¢, (6.15)

8Jak uz jsme zminili v §2.4 pro afinni zobrazeni, kvadratickou funkci nemusime vzdy dostat zadanou piimo
ve tvaru (6.15). Piikladem jsou funkce f(x,y) = yZ(Ax —b) ¢ f(X) = tr((AX + B)T(AX + B)). Prevést
takové funkce do tvaru (6.15) muze stit dost prace a umu.
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kde AT = A € R™™ b € R"” a ¢ € R. Oproti’ kvadratické formé tedy piibyl linedrni a
konstantni ¢len. Vsimnéte si, ze pro n = 1 je (6.15) zndma kvadratickd funkce jedné proménné
f(z) = ax® + bx + c.

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce? Extrémy lze hledat mechanicky pomoci derivaci, to
vsak ukazeme az v pozdéjsi kapitole. Jiny zpusob je prevést kvadratickou funkci na kvadratickou
formu posunutim pocatku. Tento zpusob popiSeme nyni.

6.3.1 Doplnéni na ¢tverec

Néekdy lze najit xg € R™ a yg € R takové, ze
T T _ T
x Ax+b ' x+c=(x—x%) A(x —Xo) + Yo- (6.16)

Vyraz na pravé strané je kvadraticka forma s poc¢atkem posunutym do bodu xg, plus konstanta.
Této uprave se fika doplnéni na ¢tverec. Znate ji pro ptipad n = 1, nebot’ tak se na zakladni
skole odvozuje vzorec pro koreny kvadratické rovnice jedné proménné. Zkusme spocist Xg, o
z danych A, b, c. Roznasobenim pravé strany dostaneme

(x —x0)TA(x — x0) + yo = x? Ax — xT Axy — Xt AX +xE A% + o
— x"Ax — 2ngX + XOTAXO + Yo
(kde jsme pouzili, ze x'Axy = (xTAxg)T = xJ ATx = x{ Ax). Porovndnim ¢lenti stejného
stupné mame
b = —2Ax,, (6.17a)
¢ = x¢ Axg + Yo, (6.17b)
Pokud soustava (6.17a) mé feseni, spocitdme z ni x¢ a pak z druhé rovnice . Pokud sou-
stava (6.17a) nemd feSeni, doplnéni na ¢tverec neni mozné.
Pokud je doplnéni na ¢tverec mozné, vysetieni extrému kvadratické funkce se nelisi od
vySetfeni extrému kvadratické formy, protoze rozdil je jen v posunuti xg. Pokud doplnéni na
¢tverec mozné neni, kvadratickd funkce extrém nemd (toto tvrzeni zde uvadime bez dukazu,

dokdzalo by se snadno pomoci derivaci). Extrémy kvadratickych funkei 1ze také hledat pomoci
derivaci, ale to si ukdzeme az pozdéji.

Priklad 6.7. Mame kvadratickou funkci
T T
o2 2 R 2 —1| |z 0 T

flz,y) =22" = 2zy +y~ — 2y + 3 = [y] [_1 1] [ } + [_2} [ } + 3.

Jeji doplnéni na ¢tverec je
T
_ 2 B B o2 |z —1 2 —1| |z—1
flo) =2 -1 -2 - D-2 + -2+ 1= [P [T Ty

tedy mame xo = (1,2), yo = 1. Jelikoz matice A je positivné definitni (ovérte!), ma kvadratickd
funkce minimum v bodé xq. ¢

9Pro A = 0 bude f pouhd afinni funkce. Je véci konvence, zda afinni funkci mame nazyvat kvadratickou ¢
nikoliv, tedy zda mame zakazat pripad A = 0.
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Priklad 6.8. Kvadratickd funkce

s = su=[] [+ B [

doplnit na étverec nejde. Funkce tedy nemd na R? extrém — coz je ale jasné, protoze pii konstant-
nim r muzeme zménou y dosahnout libovolné malé i libovolné velké hodnoty funkce. Nacrtnéte
si graf této funkce! ¢

Priklad 6.9. Resme znovu tlohu (5.2). Ucelovd funkee této dlohy je kvadratickd, je totiz

|Ax — b|> = (Ax — b)" (Ax — b)
= (x"AT - b") (Ax - b)
=x"ATAx —x"A"b - b"Ax +b’b
=x"ATAx — 2b”Ax + b'b, (6.18)

kde jsme pouzili rovnost b” Ax = (bTAx)? = xT ATb (nebot’ skaldr je roven své transpozici).
Extrém této kvadratické funkce muzeme najit doplnénim na ¢tverec (viz §6.3). Soustava (6.17a)
bude mit tvar ATAxy = ATb (A, b zde samoziejmé oznacuje néco jiného nez v (6.17a)), tedy
dostali jsme normaln{ rovnici (5.3). Zaroven je jasné, ze matice AT A je positivné semidefinitni,
nebot’ pro kazdé x € R" mame

xTATAx = (Ax)TAx = || Ax|* > 0. (6.19)

Tedy v bodé xy bude minimum. ¢

6.3.2 Kwvadrika

Vrstevnice kvadratické funkce se nazyva kvadrika. Tedy kvadrika je mnozina!®

{xeR"|x"Ax+b'x+c=0} (6.20)

vSech Teseni kvadratické rovnice, neboli mnozina vSech korenu kvadratické funkce.

Kdyz b = 0, mnozina (6.20) je vrstevnice kvadratické formy a kvadrika ma tedy stred
v pocatku. Kdyz A je diagonalni, kvadrika ma osy rovnobézné se souradnicovymi osami. Kdyz
A = 0, mnozina (6.20) je pouhd nadrovina. Kdyz A nemé plnou hodnost, kvadrika je degene-
rovand. Mnozina (6.20) muze byt i prazdna.

Jestlize kvadratickd funkce dovoluje doplnéni na ¢tverec, miuzeme mnozinu (6.20) psét jako

{xeR"|(x—x0)TA(x —x¢) +15 =0}, (6.21)

coz je vrstevnice kvadratické formy posunuté o xo. V tom piipadé je typ kvadriky urcen jed-
noduse znaménky vlastnich cCisel matice A. Specidlné, kdyz vSechna vlastni ¢isla jsou kladna
(tedy A je positivné definitn{), jde o povrch elipsoidu'l. Kdyz nékters vlastni &fsla jsou nulové
(tedy A neméd plnou hodnost), kvadrika je degenerovand. Toto ale nevyécerpava vsechny typy

10Bez ztraty obecnosti uvazujeme vrstevnici vysky nula (tj. mnozina kofent1) kvadratické funkce (6.15), nebot’
¢ muzeme zvolit libovolné.

HUNégkteif autoii mysli elipsoidem mnozinu i s vnittkem, nékteff jen jeji hranici. Rozdil je stejny jako mezi
stérou a kouli.
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degenerace: dalsi typy degenerace nastanou, kdyz A nemd plnou hodnost a funkce nedovoluje
doplnéni na ¢tverec.

Predpokladejme, ze yo je takové, ze mnozina (6.21) obsahuje nekoneény pocet bodu. Pro
n = 2 se pak kvadrika nazyva kuzelosecka (angl. conic). Je-li matice A positivné ¢i negativné
definitni matici, kuzelosecka je elipsa (specidlné, pokud A\; = Ay pak je to kruznice), je-li
A indefinitni, je to hyperbola.

6.4 Cviceni

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.
6.6.

6.7.

6.8.

Pro kazdou z téchto funkei urcete, zda je to polynom. Pokud ano, urc¢ete poc¢et proménnych
a stupen polynomu a rozhodnéte, jestli je polynom homogenni.

a) iR =R, f(z,y) = @ +¢y°) (v —y) +ay—z—y

b) f: R*" = R, f(x) = alx kde a je déno
o) f1R" =R, f(x) = ||
d) f:R" = R, f(x) =|[Ax+ b||?* kde A, b jsou ddny
e) [1 R =R, f(x,y) =x"y
f) f: R 5 R, f(X)=alXb kde a,b jsou dany
g) f: R 5 R, f(X)=detX
. . } . 1 2] [1 2
Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic {_1 sl L 0] .
2 0 3
Napiste rovnici, jejimiz koteny jsou vlastni ¢isla matice |0 —2 —1].
3 -1 2

Jaka jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c) diagonalni matice?
Jakd jsou vlastni ¢isla trojihelnikové matice?

Zname vlastni ¢isla a vektory matice A. Jaka jsou vlastni ¢isla a vektory matice A + aI?

Necht” A € R™™ a B € R™™. Dokazte, ze nenulova vlastni ¢isla matic AB a BA
jsou stejna. Jaky je vztah vlastnich vektoru odpovidajicich stejnym nenulovym vlastnim
¢islum?

Kazda ctvercova matice spliuje

det A = A\ -- -\,
trA =M\ b A

(6.22a)
(6.22b)

Dokazte, ze tyto rovnosti plati pro diagonalizovatelné matice. Pro nediagonalizovatelné
matice je dokazovat nemusite.

Urcete definitnost téchto symetrickych matic. Pro vSechny matice to udélejte pomoci
znamének hlavnich minoru, pro matice 2 x 2 také pomoci vlastnich ¢isel.

- - 01 Lo 100 3 -2 1 2 0 1
S P e I ) I P P (U I I N 0 3 -1
010 1 03 1 -1 -2
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6.9.

6.10.

6.11.
6.12.

6.13.
6.14.

6.15.

: - 1 = . . o . .y
Méjme matici A = [2 _ﬂ Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Vyraz xI Ax je nezaporny pro kazdé x € R2.
b) Vyraz xT Ax je nekladny pro kazdé x € R2.

c¢) Funkee f(x) =xTAx md v bodé x = 0 extrém.

Méme kvadratickou formu dvou proménnych f(z,y) = 3z% + 2zy + 3y>.
a) Napiste ji ve tvaru f(z,y) = [z y] A [ﬂ se symetrickou A.

b) Najdéte a,b € R a ortogondlni U tak, ze f(x,y) = au® + bv?, kde [ﬂ =U [ﬂ .

c¢) Nakreslete mnozinu bodu (u, v) splitujicich au? + bv? = 1.
d) Transformujte tuto mnozinu do soutadnic (z,y) a nakreslete.

Je mnozina { (z,y) € R? | 22 — 3zy + y? = 1} elipsa nebo hyperbola? Oduvodnéte.

(%) Napiste v Matlabu funkci ellipse(A), kterd vykresli elipsu s rovnici x? Ax = 1 pro po-
sitivné definitni A. Zamyslete se, jak byste postupovali pii navrhu funkce conic(Q), ktera
vykresli kuzelosecku x” Ax = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeiite, Ze obecnd ku-
zelosecka muze byt neomezend, tedy je nutno ji ofiznout do daného obdélniku).

Ukaite, 7ze je-li A = VAVT spektralni rozklad symetrické matice A, plati A" = VA"V,

Nésledujici kvadratické funkce napiste ve tvaru (6.15) se symetrickou A. Pak najdéte
jejich extrémy a urcete typ kazdého extrému (pouzijte doplnéni na ¢tverec).

a) f(r,y)=a2*+ 4oy —2y* + 3z — 6y + 5

b) f(z,y) =a®+2y* — 2zy + 22 —y
Méme neorientovany graf (V, E') s mnozinou vrcholi V = {1,...,n} a mnozinou hran'2.

E C (‘2/) Kazdému vrcholu ¢ € V' je pritazeno c¢islo z; € R, tato cisla tvori vektor x € R™.
Je dana funkce f: R™ — R vzorcem

F&x) = ) (i — )%

{i.j}eE
a) Ukazte, ze [ je kvadratickd forma.
b) Jaka je definitnost této kvadratické formy?
c¢) Pro jaka x plati f(x) = 07?
d) Necht’' je graf zaddn matici sousednosti A € {0,1}"*" tak, ze a;; = 1 prave kdyz

{i,j} € E. Najdéte matici L € R™" tak, ze f(x) = x! Lx. Hledejte co nejjednodussi
vztah pro L. Pouzijte pritom kromé matice A také diagonalni matici D = diag(A1).
Co jsou diagondlni prvky matice D v terminech grafu (V, E)?

e) Necht’ B € {—1,0,1}"™ (kde m = |E]) je inciden¢ni matice orientovaného grafu
vytvofeného tak, ze pro kazdou hranu neorientovaného grafu (V, E) zvolime orientaci.
Ukazte, ze f(x) = ||BTx]|?, tedy L = BBT, kde tyto vyrazy nezdviseji na zvolenych
orientacich hran.

12 (Z) zna¢i mnozinu vsech k-prvkovych podmnozin mnoziny V.
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6.16.
6.17.
6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

Poznamenejme, ze funkci f (piip. matici L) se fika Laplacidn grafu (V, E).

Musi mit positivné semidefinitni matice na diagonale nezaporné prvky? Odpovéd’ dokazte.
Dokazte, ze matice AT A + I je positivné definitn{ pro kazdou matici A a kazdé u > 0.
Dokazte, ze symetricka matice je positivné definitni, prave kdyz je positivné semidefinitni
a invertovatelna.

Dokazte, ze kazda symetrickd positivné definitni matice je invertovatelna a jeji inverze je
také positivné definitni. Dokazte

a) s pouzitim spektralniho rozkladu,
b) bez pouziti spektralniho rozkladu.

Dokazte:

a) Pro kazdou matici A je matice AT A positivné semidefinitni.

b) Matice AT A je positivné definitni, pravé kdyz A ma linedrné nezavislé sloupce,
c¢) Pro kazdou positivné semidefinitni B existuje A tak, ze B = ATA.

d) Pro kazdou positivné definitni B existuje reguldrnf A tak, ze B = ATA.

(%) Positivné semidefinitni symetrické matice 1ze vinimat jako zobecnéni nezapornych éisel.
Proto se nékdy positivni semidefinitnost znaci A > 0. Zapis A < B je pak zkratkou
B — A > 0. Dokazte, ze relace < je ¢dstecné usporadani (tj. reflexivni, tranzitivni a
antisymetrickd) na mnoziné symetrickych matic n x n.
() Na zakladé podobnosti relace < z predchoziho cviceni a relace < na mnoziné R bychom
ocekavali, ze:

a) Pokud A <B aC <D, potom A+ C =<B+D.

b) Pokud A > 0 a o > 0, potom oA * 0.

c) Pokud A > 0, potom A? = 0.
d) Pokud A =0 a B > 0, potom AB > 0.

)

e) Pokud A =0 a B > 0, potom ABA > 0.

Které z téchto tvrzeni plati a ktera neplati? Odpoveédi dokazte.

Co jsou vlastni ¢isla a vektory projektoru? Odpoved’ dokazte algebraicky a poté oduvodéte
geometrickou tvahou.

Geometrickou tivahou najdéte aspon dva vlastni vektory a prislusna vlastni ¢isla reflek-
toru.

Je znamo, ze libovolnou rotaci ve tiifrozmérném prostoru lze realizovat jako rotaci kolem
jisté primky (jdouci pocitkem) o jisty dhel. Geometrickou uvahou zjistéte co nejvice
o vlastnich ¢islech a vektorech rotaéni matice rozméru 3 x 3.

Dokazte, ze kazdy (ne nutné ortogondalni) projektor ma vlastni ¢isla rovna bud’ 0 nebo 1.
Plyne z toho, ze kazdy projektor je positivné semidefinitni? Plyne z toho, ze kazdy orto-
gonalni projektor je positivné semidefinitni? Oduvodnéte.

Na wikipedii vyhledejte hesla conic section (kuzelosecka) a quadric surface (kvadrika).

Vsechny typy kuzelosecek a kvadrik (nedegenerovanych i denenerovanych) tam uvedené
zkuste napsat jako vrstevnici vhodné kvadratické formy nebo funkce.
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6.28. (%) Je znamo, ze elipsa je mnozina bodu v roviné, které maji od dané dvojice bodu
(ohnisek) konstantni soucet vzdalenosti. Pokud elipsa mé stfed v pocéatku, je to tedy
mnozina bodu x spliujicich ||x — al|| + ||x + a|| = 1. Clovék by si mohl myslet, ze v R"
bude tato mnozina elipsoid se stiedem v poéatku, tedy bude popsina rovnici x? Ax = 1
pro néjaké positivné definitni A. Je to pravda? Pokud ano, jak se spoc¢ita A pomoci a?

Napovéda a reseni
6.5. Vlastni ¢isla se zvétsi o a. Vlastni vektory jsou stejné.

6.6. Necht’” ABv = Av kde v # 0 (vlastni vektory nesmi byt nulové) a A # 0 (predpoklad). Z toho
plyne BABv = ABv a Bv # 0, tedy BAu = Au kde u = Bv # 0.

6.7. Pouzijte spektralni rozklad (6.8) a vlastnosti determinantu a stopy.

6.8. indefinitni, positivné definitni, indefinitni, positivné semidefinitni, indefinitni, positivné definitni,
indefinitni

6.9. Matice A nenf symetrickd. Musfme ji nejdifve symetrizovat, tj. vzit matici (A + AT), a pak
teprv pocitat vlastni ¢isla. Tim zjistime, ze zadné tvrzeni neplati.

3 1
6.10.a) A = [1 3]

o o [-1
6.10.b)a_2,b_4,U_\/§[ -

6.11. Hyperbola, nebot’ A mé nenulova vlastni ¢isla opa¢nych znamének.
1 2
6.14.a) Ptevod na tvar (6.15): x = [ﬂ, A= [2 _2}, b= [_2], ¢ = 5. Doplnéni na ¢tverec existuje
(protoze A je reguldrni). Funkce nem4 extrém (protoze A je indefinitn{), ma sedlo v bodé (1, —1).
6.14.b) M4 minimum v bodé —(3,1)/2.
6.15.a) Je (x; — mj)2 = xf - 2w;x; + x? Tedy f je homogenni polynom stupné dva, coz je kvadraticka
forma.

6.15.b) Funkce je soucet ¢tvercu (druhych mocnin), tedy f(x) > 0 pro vSechna x € R”, tedy f je
positivné semidefinitni. Zaroven f(x) = 0 kdyz vsechny slozky x; jsou stejné (tedy x = al pro
libovolné a € R), tedy neni positivné definitni.

6.15.c) Zjevné f(x) = 0 pravé kdyz x; = x; pro viechna {i,j} € E. Kdyz graf je souvisly, nastane to
pravé kdyz vSechna x; jsou stejnd. Jinak to nastane pravé kdyz jsou z; stejna v kazdé komponenté
grafu.

6.15.d) Prvek d;; matice D je stupen (tedy pocet incidentnich hran) vrcholu i. Je L =D — A, nebot’

Z(I’z —x;)* = %Z R Zmzxj—i-%fo = fo — inxj =x'Dx — xT Ax.

{ig} {i.g} {i.g} {ig} {ig} {ig}

6.16. Musi. Stac¢i vzit x = e; vektory standardni béze.

6.17. xT(ATA + puI)x = xT AT Ax + puxTIx = ||Ax]||? + u/|x]|?> > 0 pro kazdé x # 0.

6.18. Necht’ A = VAVT. Matice A je positivné semidefinitni, pravé kdyz jsou viechny diagonalni
prvky matice A (coz jsou vlastni ¢isla matice A) nezdporné. Jak jsme fekli v §6.1.1, A inver-
tovatelnd pravé kdyz A je invertovatelnd, neboli A ma na diagondle nenulové prvky. Ale A je
positivné definitni, praveé kdyz jeji vl. ¢isla jsou kladna, tj. nezdporna a nenulova.
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6.19.a) Je A=l = (VAVT)~! = VA-'VT. Ale definitnost matice A je stejnd jako definitnost ma-
tice A. Je jasné, ze pokud diagonalni prvky A; matice A jsou kladné, pak jsou kladné i diagonalni
prvky 1/\; matice AL

6.19.b) Necht’ A je positivné definitni, tedy x” Ax > 0 pro kazdé x # 0. Kdyby A nebyla invertovatelnd
(tj. reguldrni), dle Véty 3.11 by meéla netrividlni nulovy prostor, tedy Ax = 0 pro néjaké x # 0.
Ale to nelze, protoze pak by také xT Ax = 0.

Necht’ A je invertovatelnd. Polozme y = Ax a x = A~ 'y. Vime, ze x” Ax > 0 pro kazdé x # 0.
7Z toho xTAx = yTA"TAA 'y = yT"A~'y > 0. Protoze zobrazeni f(x) = Ax je bijekce, je
yT'A~ly > 0 pro kazdé y # 0.

6.20.a) xTATAx = (Ax)TAx = ||Ax||? >0

6.20.b) Vime, ze ATA je p.s.d. pro kazdou A. Tedy staci dokazat, ze AT A je invertovatelnd, prave
kdyz A ma Ln. sloupce. To jsme dokézali v (5.6).

6.20.c) Ve spektralnim rozkladu B = VAV” ma A nezdporné diagonélni prvky. Polozme A = AY/2VT,

6.20.d) Ve spektralnim rozkladu B = VAV’ m4 A kladné diagonalni prvky. Polozme A = AV2VT,

6.21. Relace je reflexivni, kdyz A < A pro kazdou A, neboli A — A > 0, coz plati.

Pro dalsf si viimnéte, ze A < B znamena (Vx)(x? Ax < x”Bx). Relace je antisymetrickd, kdyz
A=<B=<A = A=B. Ale x"Ax < x"Bx < x" Ax implikuje x” Ax = x"Bx. To plati pro
vSechna x, protoze A, B jsou symetrické.

Relace je tranzitivni, kdyz A < B < C = A =< C. To plati, nebot’ xTAx < x"Bx < xTCx =
xT'Ax < xTCx.

6.23. Proy € rngP plati Py =y. Jestlize P # I (coz u projektoru je totéz, jako ze je singuldrni), pak
existuje y # 0 takové, ze Py = 0. Tedy P # I ma vlastni ¢isla 0 a 1.

Dokazeme, ze P nemé jina vlastni ¢isla nez 0 nebo 1. Necht’ Py = My, z ¢ehoz plyne P%y =
Py = APx, tj. x = Ax kde x = Py. Z toho plyne, ze bud x =0a A =0, nechox #0 a A= 1.

Vlastni vektory y piislusné A = 0 spliuji Py = 0, tedy tvoii podprostor null P bez poc¢atku. To
geometricky odpovida tomu, ze vSechny vektory z null P se promitaji do poc¢atku. Vlastni vektory
prislusné A = 1 splauji Py =y, coz (diky vlastnostem projektoru) plati jen pro y € rng P, tedy
tvori podprostor rng P bez pocatku. To odpovida tomu, ze vektory z rng P se projekci nezméni.

6.26. Projektor P splituje P? = P. Je-li A vlastni ¢islo P, pak Pv = Av pro néjaké v # 0. Vynasobenim
matici P zleva z toho mame P?v = Pv = APv. Jestlize Pv # 0, pak A = 1. Jestlize Pv = 0,
pak A = 0 (nebot’ v # 0). Ale pozor, z toho jesté neplyne ze matice P je positivné semidefinitni,
protoze nemusi byt symetricka. Pokud je ale P ortogondlni projektor, je to symetricka matice
a je tedy positivné semidefinitni (geometricky vyznam: pro kazdé x je x’ Px > 0, tj. tihel mezi
vektory x a Px je pravy nebo ostry, dle (4.3)).
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Kapitola 7
PCA a SVD

7.1 Uloha na nejmensi stopu

Spektralni rozklad symetrické matice je mocny nastroj. Ukdzeme nyni, ze diky nému vlastni
¢isla a vektory symetrické matice tizce souvisi s jistymi jednoduchymi optimaliza¢nimi ilohami.
Na zékladé téchto teoretickych vysledku pozdéji formulujeme algoritmus na prolozeni bodu
podprostorem (PCA).

Necht” tedy A = VAVT je spektralni rozklad symetrické matice A € R™*", tedy matice
A = diag(Ay, ..., \,) je diagondlnia V = [Vl e Vn] je ortogonalni. Predpokldadame, ze vlastni
¢isla jsou vzestupné sefazena, \;y < \p < -+ <\,

Véta 7.1. Plati
min{ x’Ax | x eR", x'x =1} =X\ (7.1)

pri¢ems miniméalni hodnota se nabyva pro' x = v;.

Dukaz. Myslenka dukazu je jednoduchd: nahradime-li matici A v loze (7.1) jejim spektralnim
rozkladem, Feseni tlohy se stane ocividnym. Zopakujme rovnost (6.14),

x'Ax =x' VAV x = yTAy = Aly% 4+ Anyi,
kde jsme substituci x = Vy (neboli y = VTx) uvedli kvadratickou formu do diagondlniho
tvaru. Protoze V je ortogonalni, je x'x = y'VIVy = yTy a tedy podminka x'x = 1 je

ekvivalentni podmince y’y = 1. Tedy tiloha (7.1) m4 stejnou minimdlni hodnotu jako tiloha?

min{y"Ay |y €eR", y'y =1} =min{\yi + -+ XNy | y1,-- . un ER, yi + -+ y2 =11}

(7.2)
Elementarni uvahou (viz Priklad 12.4 a Cviceni 7.1) vidime, Ze minimum tlohy (7.2) nastane
proy; =lay = =y, =0, tj. proy = e; (prvni vektor standardni béze). To odpovida
x=Ve, =v; ay Ay = \;. ]

Je snad jasné, ze nahradime-li minimum v tloze (7.1) maximem, ziskdme misto nejmensiho
vlastniho ¢isla A; nejvetsi vlastni ¢islo \,. Ted’ se asi zeptate, zda lze formulovat podobné tulohy
i pro mezilehla vlastni ¢isla Aq, ..., A\,_1 a jejich vlastni vektory. Véta 7.2 ukazuje jeden zpusob:

INetvrdime, Ze se minimum nabyvé pouze v bodé v;. Je-li vlastni éislo A; ndsobné, naby v se ve vice bodech.
2Ptevod na tlohu (7.2) vlastné ukazuje, ze Vétu 7.1 staéi dokdzat jen pro diagondlni A.
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pridame-li k tloze (7.1) omezeni, ze x je kolmé na vlastni vektory vy, ..., vy, ziskdme Apyq
a viy1. Kdybychom tedy umeéli fesit lohy typu (7.3), mohli bychom vsechna vlastni ¢isla a
vektory matice A postupné spocitat jedno po druhém.

Véta 7.2. Necht’ k < n. Plati

T T

min{ x’Ax |[x € R", x'x=1, vix=---=vix=0} = M1 (7.3)

a minimalni hodnota se nabyva pro x = vi1.

Diikaz. Jako v dukazu predchozi véty pouzijeme spektralni rozklad a dosadime x = Vy (neboli
y = VIx). Protoze v; = Ve;, je vix = el VIx = el'y = y;. Tedy podminky v/x = 0 se zmén{

i

na podminky e’y = y; = 0 a tiloha se zjednodusi na
min{ Myi +- 4+ Ayn [y €ER Ui+t =1, = =y =0}
Ocividné, minimum nastane pro y = ej4;. To odpovidd x = Ve,.1 = vir1 a Yy Ay = A\ppy. B
Uloha (7.3) je zobecnénim tilohy (7.1). Ulohu (7.1) lze ale zobecnit jesté jinak:

min  x? Ax; + - + X} Ax, (7.4a)

za podm. Xi,...,x; € R" jsou ortonormé&lnf (7.4b)

Tedy hleddme ortonormdlni mnozinu vektoru xi,...,x; € R" (ortonormdlni bazi néjakého

podprostoru R"™ dimenze k), kterd minimalizuje soucet kvadratickych forem (7.4a). Diive nez

prozradime feSeni ulohy, zapiSeme ji v jiném znaceni. Ozna¢me X = [xl e xk] € R™* matici

se sloupci X1, ...,x;. Podminka na ortonormalitu vektoru xq,...,x; se dd nyni zapsat jako
XTX = 1. Dale plati (roznasobte blokové matice a pouzijte definici stopy!)

xTAX) + -+ %) Axy, = tr( [xl e xk}TA [xl e ka = tr(XTAX). (7.5)

Tedy ulohu (7.4) 1ze napsat jako tlohu (7.6) v této véte:

Véta 7.3. Necht’ k < n. Plat{®

min{ tr(XTAX) | X e R"”* XTX =1} =)\ +---+ X (7.6)

a minimum se nabyva pro X = [Vl e Vk} .

Diikaz. Substituci X = VY (neboli Y = VIX) opét prevedeme tilohu na jednodussi tvar. Je
tr(XTAX) = tr(XTVAVTX) = tr(YTAY). Protoze XIX = YIVIVX = Y?Y, podminka
XTX =1 je ekvivalentni podmince YIY = I. Tedy tloha (7.6) m4 stejnou optimalni hodnotu

jako tuloha
min{ tr(Y?AY) | Y ¢ R™* Y'Y =1}. (7.7)

Resme tlohu (7.7). Z vlastnost{ stopy (viz §2.1.6) mame

tr(YTAY) = tr(YYTA) = tr(PA) = Mipiy + - + MDons

3Namitnete, ze tiloha (7.6) nenf ve tvaru (1.13), protoze optimalizujeme pies mnozinu matic a ne vektori.
To je ale jen zalezitost znaceni, nebot’ matici rozméru m x n lze vidét jako vektor o mn slozkéch.
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kde ¢isla pii, .. ., Pan jsou diagondlni prvky matice (ortogonalntho projektoru) P = YY7. Za
podminky YTY =1 tato ¢isla splituji rovnost

P+t pan =tr P =tr(YYT) = tr(Y?Y) = tr I, = k.
Dale spliuji nerovnosti 0 < p; < 1 pro kazdé i = 1,...,n (viz Cviceni 4.23). Uvazujme tlohu

Tento linedrni program vytesime tvahou (viz Piiklad 12.5): minimélni hodnota je Ay + - - 4+ A
a nabyva se pro p;g =+ =pgr. = L a Pry1jr1 =+ = Pon = 0. Ale matici P = YY7 s témito

diagonalnimi prvky lze realizovat volbou Y = IS . Z toho X =VY = [Vl e Vk]. [

Kdyz nahradime minimum v tloze (7.6) maximem, analogicky by se dokazalo, ze optimalni
hodnota je A1 + -+ A, a nabyva se pro X = |:Vk+1 e Vn].

7.2 Prolozeni bodi podprostorem

Necht’ jsou dany body ay,...,a, € R™ a prirozené ¢islo k& < m. Hledejme linearni podprostor
dimenze k prostoru R™, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum ay, ..., a,. Pro
pohodli ulozime dané body jako sloupce do matice A = [al e an} € R™*™. Obréazek ukazuje
priklad bodu (plna kolecka) a optimélniho podprostoru (plna ¢éra) pron =15, m =2, k=1
(minimalizujeme soucet druhych mocnin délek prerusovanych tsecek):

Abychom jednoduse vyjadrili vzdalenost bodu k podprostoru, budeme misto kyzeného pod-
prostoru hledat jeho ortogonalni doplnék, reprezentovany ortonormalni bazi tvorenou sloupci
matice X € R (k) (nebot’ dle Véty 4.6 mé tento ortogonalni doplnék dimenzi m — k).
Vzdalenost jednoho bodu a; k hledanému podprostoru je délka projekce na jeho ortogondlni
doplnék (viz §4.6.2), tj. || XX"a;|| = ||XTa,||. Viz obrézek (je to stary znamy obrazek z §4.6 o
ortogondlni projekei, jen v jiném znaceni):

rmg X = (rng X')*+

rmg X’ = (rng X)+

‘\\bj = X/Cj = X’X’Taj = (l — XXT)aj
wllaj — byl = [[XXTaj|| = X a]|
/’aj

< bl = (1XYX Tyl = (X a|
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Soucet ¢tvercu vzdalenosti vSsech bodu k podprostoru je

IXTay [+ + [ X e, = [XTA|% (7.9)
kde || - || znaéi Frobeniovu maticovou normu (2.11). Resime tedy tilohu
min{ |XTA|? | X e R™*m=F) XTX =1}, (7.10)

(Poznamenejme, ze ilohu lze formulovat i jako maximaliza¢ni, pochopte to z Cviceni 7.14!)
Protoze [|XTA|?> = tr(XTAATX), tuto tlohu vyfesime pomoci* Véty 7.3. Podrobné plati:

Tvrzeni 7.4. Ulohu na prolozeni bodiui podprostorem vyresime tak, ze spoc¢itame spektralni
rozklad VAVT = AAT matice AAT (kde vlastni &isla jsou vzestupné sefazena) a rozdélime
ortogonalni matici V = [X X’} € R™™ do dvou blokii X € R™*(m=k) 5 X’ ¢ R™**_ Pak:
e Matice X je resenim tlohy (7.10) a jeji sloupce jsou tedy ortonormalni baze ortogonalniho
dopliiku hledaného podprostoru.

e Sloupce matice X' jsou ortonormalni baze hledaného podprostoru.

Dikaz. Vyrok o matici X plyne z Véty 7.3. Vyrok o matici X’ plyne z Tvrzeni 4.10. [

Piiklad 7.1. Jsou ddny body ay,...,a, v prostoru R?, jez tvoif sloupce matice A € R3*™,
Necht” AAT = VAVT je spektrélni rozklad matice AAT, kde V = [Vl Vo Vg} € R¥3 a
0 < A\ < Ay < A3, Pifmka prochdzejici pocatkem (tedy & = 1), kterd minimalizuje soucet
¢tvercu vzdélenosti k bodum, je mnozina

(span{vi,vo )t = {x € R* | vIx =vix =0} = span{vs}.

Cislo Ay + A, Tikd, do jaké miry body nelezi v pifmce prochézejici pocatkem.
Rovina prochazejici pocatkem (tedy k& = 2), kterd minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti
k bodum, je mnozina

(span{vi )t = {x € R® | vIx = 0} = span{vs, vs}.
Cislo \; ifkd, do jaké miry body nelezi v roviné prochézejici pocatkem. ¢

Vsimnéte si vyhody: spocitdme-li jednou spektrdlni rozklad matice AAT, mame rovnou
feseni ulohy pro vSechna £k =1,... n.

Optimélni hodnota tlohy (7.10) je chyba prolozeni nasich bodu ay,...,a, podprostorem
dimenze k, neboli je to mira, do jaké tyto body nelezi v podprostoru dimenze k. Dle Véty 7.3
je tato optimélni hodnota rovna

A+ Ak, (7.11)
kde \; < --- < A\, je spektrum matice AAT.

4Snad je jasné, ze A v §7.2 oznacuje jinou matici nez v §7.1.
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7.2.1 Jiny pohled: nejblizsi matice nizsi hodnosti

Ulohu na optimélni prolozeni bodu podprostorem lze formulovat i jinym, ekvivalentnim zptso-
bem (viz obrazek vyse): k bodum ay, ..., a, € R™ hledame body by, ..., b, € R™, které lezi v
(nezndmém) podprostoru dimenze k a minimalizuji soucet ¢tvercu vzdalenosti

lay = by||* + -+ + fla, — ba[* = A — BJJ*. (7.12)

Vyraz (7.12) jsme napsali i v maticové formé, kde B = [by --- b,| € R™" znaéi matici se
sloupci by, ...,b,. Body by, ..., b, lezi v podprostoru dimenze k, pravé kdyz

dimspan{by,...,b,} = dimrng B = rank B < k. (7.13)

Vsimnéte si, ze je tam rank B < k a ne rank B = k (jak byste asi ¢ekali), protoze kdyz mnozina
bodu lezi v podprostoru dimenze mensim nez k, pak lezi i v podprostoru dimenze k (napf. kdyz
néjaké body v R3 lezi na pifmce, tak lez{ také v roving). Ulohu lze tedy napsat jako®

min{ [|[A — B||* | B € R™" rank B < k }. (7.14)

To ale znamen4, Ze k dané matici A hleddme nejblizsi (ve smyslu Frobeniovy normy) matici B
hodnosti nejvyse k. Tato tloha je angl. znama jako low rank approximation.

Tvrzeni 7.5. Optimdlni reseni tlohy (7.14) je
B=XX7A=(1I-XX"A (7.15)

kde X, X' jsou matice z Tvrzeni 7.4. Ulohy (7.14) a (7.10) maji stejnou optimalni hodnotu.

Diikaz. 7 Véty 4.11 plyne, ze optimélni body by, ..., b, jsou ortogonalnimi projekcemi bodu
ai,...,a, na optimalni podprostor, spocitany v Tvrzeni 7.4. Jinak by totiz ucelova funkce
ulohy (7.14) sla zmensit posunutim nékterého bodu v tomto podprostoru.

Ortogondlni projektor na tento optimalni podprostor je X'X'?" a na jeho ortogonalni doplnék

XXT =T - X'X" (viz Tvrzeni 4.10). Vzdélenost bodu a; od optimdlniho podprostoru je
la; —byll = [la; — X'XTay|| = [[(I - X'XT)a;|| = [XXTa;| = [[XTay||. Sectenim pres
vechna j dostaneme tcelové funkce tloh (7.14) a (7.10). |

Projekci b = X’X"a bodu a na optimalni podprostor muzeme psat jako b = X'c, kde
c € X7Ta € R* jsou soufadnice bodu b v ortonormdlni bazi tvotrené sloupecky matice X'
(viz §4.6). Tedy (7.15) lze psat jako B = X'C, kde sloupce cy, ..., c, matice C = X'A € Rk*"
jsou soutadnice bodu by, ..., b, v této bazi. Pro n > m feseni tlohy (7.14) muzeme vidét jako
kompresi dat ulozenych v matici A: body ay,...,a, chceme nahradit body cy,...,c, (které
zaberou v paméti daleko méné ¢isel, pricemz velikost béze X' je zanedbatelnd) tak, aby chyba
aproximace (7.12) byla co nejmensi. Srovnej s Vétou 3.8 o rank factorization!

7.2.2 Co kdyz prokladame afinnim podprostorem?

Zmeénme nyni tulohu tak, ze misto (linedrniho) podprostoru hleddme afinni podprostor di-
menze k, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdéalenosti k bodum ay, ..., a,.

®Pozor, v tloze (7.14) je neznam4d matice znacena jako B, na coz asi nejste zvykli.
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Véta 7.6. Necht’ aj,...,a, € R™ a k < m. Afinni podprostor dimenze k minimalizujici

soucet ctvercu vzdalenosti k bodum ag, ..., a, prochazi jejich tézistém a = %(al +---+a,).

Dukaz. Hledany afinni podprostor parametrizujme jako (viz Véta 3.18)
{(beR™"|X"b =y}, (7.16)

kde X € R™(m=F) je matice s ortonormalnimi sloupci a y € R”. Vzdélenost bodu a € R™ od
tohoto podprostoru je || XTa — y|| (viz §4.6.2). Soucet ¢tvercti vzdalenosti vsech bodi k pod-
prostoru je

X"y =y + -+ X a, —y*

Tento vyraz tedy musime minimalizovat pies proménné X a y za podminky X7X = I. Po-
kud je X pevné a minimalizujeme pouze pres y, minimum se nabyvd v bodé y = XTa (viz
Priklad 1.12). Z toho plyne (pro¢?), ze podprostor (7.16) obsahuje bod a. ]

Nyni je TeSeni jasné: nejprve posuneme body ay,...,a, tak, aby jejich tézisté lezelo v po-
catku, a potom najdeme (linedrni) podprostor minimalizujici soucet ¢tvercu vzdélenosti k po-
sunutym bodum dle Tvrzeni 7.4. Jeho posunutim zpét pak ziskame kyzeny afinni podprostor.

PCA. Uloha na prolozeni bodu afinnim podprostorem dimenze k je statistice zndma jako
rozvoj podle hlavnich komponent (angl. principal component analysis, PCA) nebo Karhunen-
Loewuwv rozvoj. Podotknéme, ze ilohu nelze nijak prevést na priblizné feSeni linearni soustavy
ve smyslu nejmensich ¢tverci, tedy ulohu (5.2). Ve statistice je matice AAT = a;al + -+ +
a,al interpretovana jako empirickd kovarianén{ matice vzorku ay, . . ., a, m-rozmérné ndhodné
veliciny (viz poznamka u Véty 5.2).

7.3 Preurcené homogenni linearni soustavy
Resme homogenn{ linedrni soustavu
Ax =0, (7.17)

kde A € R™*™. Jeji mnozinou feseni je null A, coz je linearni podprostor R"® dimenze n—rank A
viz (3.23). Muze byt homogenni soustava ‘preurcend’? Pfeurcenost neni rozumné definovat jako
u nehomogenni soustavy (viz §5.1), protoze homogenni soustava ma vzdy trividlni feseni x = 0.
Ovsem, kdybychom ‘preurcenou’ soustavu (7.17) zkusili ptiblizné fesit jako minimalizaci || Ax]||,
dostali bychom trivialni optimélni feseni x = 0.

Abychom se tomu vyhnuli, mizeme navic pozadovat x’x = 1. To tedy vede na tlohu

min{ |Ax| | x € R", x"x =1} (7.18)

Protoze ||Ax||? = xT AT Ax, dle (7.1) je fesenim této tlohy vlastni vektor matice AT A prislugny
jejimu nejmensimu vlastnimu ¢éislu.

Piiklad 7.2 (prolozeni bodu kuzeloseckou). Kuzelosecka (viz §6.3.2) je mnozina
K={(r,y) e R* | Q(v,y) = ax®* + bry + cy* +dv +ey+ f=0}.

Budiz ddno m bodu (x1,%1), ..., (Tm, Ym) € R?, o kterych vime, ze maji lezet na kuzelosecce.
Body jsou ale zatizeny Sumem a tedy obecné nemusi existovat kuzelosecka, kterd jimi prochazi.
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Hledejme tedy kuzelosecku, ktera je ‘nejblizsi’” danym bodum. Jedna mozna formulace této
ulohy je, ze hledame ¢isla a, b, ¢, d, e, f, kterda minimalizuji soucet ¢tvercu vzdalenosti bodu od
krivky. Vyftesit presné tuto ulohu je ale obtizné.

Formulujme proto tilohu priblizné: hledejme ¢éisla a, . . ., f, ktera minimalizuji soucet

Q(x17y1>2+"'+Q<xmaym)2- (719)

Tato formulace ale nevyjadiuje to, co chceme, protoze minimum vyrazu (7.19) se nabyva pro
a=b=c=d=e¢=f=0.V tomto piipadé mnozina K neni kiivka, ale celd rovina R?, coz
rozhodné nechceme. Ve skutecnosti navic potfebujeme, aby aspon jedno z cisel a, ..., f bylo
nenulové. Toho dosdhneme uvalenim podminky

A+ +Er e+ =1 (7.20)

Vsimnéte si, ze pro kazdou kuzelosecku muzeme dosdhnout splnéni této podminky, protoze

vynasobenim vektoru (a, b, ¢, d, e, f) libovolnym nenulovym ¢islem nezméni mnozinu K.
Minimalizace (7.19) za podminky (7.20) se d4 psét jako minimalizace ||A@]|* za podminky

070 =1, kde

w3 omyr oy w1

A: . ) 0:<aub7c7dae7f)
2

Lo TmYm Ym Tm Ym 1 ¢

Obecnéji, soustavu (7.17) nazveme preurcenou tehdy, kdyz dimenze jejtho prostoru feseni je
nizsi nez néjaka predem zndma dimenze n—k. Pfiblizné feseni soustavy pak vede na tlohu (7.10),
kterd je oviem ekvivalentn{ tiloze (7.14). Uloha (7.14) odpovidé tomu, Ze co nejméné zménime
matici A, aby prostor Feseni soustavy (7.17) mél kyzenou dimenzi n— k. Neboli nejprve najdeme
matici B s hodnosti £ nejblizsi matici A a potom teSime soustavu Bx = 0, jejiz prostor feseni
jiz ma dimenzi n — k.

Poznamka: vztah k nehomogennimu piipadu. V §5.1 jsme formulovali priblizné feseni
nehomogenni (b # 0) soustavy Ax = b jako tlohu )I(relﬁg% |Ax — bl|. Muze se zdat, ze tato
formulace je uplné odlisna od formulace priblizného feSeni homogenni soustavy, kterou jsme
uvedli zde. Ale tak tomu neni. Formulujme priblizné feSeni nehomogenni soustavy takto: pokud
soustava Ax = b nemad feSeni, zménme vektor b co nejméné tak, aby soustava feseni méla.
Presnéji, hleddme vektor c tak, aby pro néjaké x platilo Ax = ¢ a pritom ¢&islo ||b — c|| bylo co
nejmensi. Tuto ulohu 1ze napsat jako

min{ |[b —c|| | Ax=c, x e R", ce R" }.

Zde minimalizujeme pfes proménné x a c¢ (nevadi, Ze x se nevyskytuje v tucelové funkeci). Ale
tato iloha jde zjednodusit: dosadime ¢ = Ax do tucelové funkce ||b — c||, ¢imz dostaneme
m]iRn |Ax — b||. Shrame:

xeR™

e V priblizném feSeni nehomogenni soustavy Ax = b chceme zménit vektor b co nejméné
tak, aby soustava méla feseni.

e V priblizném teSeni homogenni soustavy Ax = 0 chceme zménit matici A co nejméné tak,
aby soustava méla prostor feseni dané dimenze.
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7.4 Singularni rozklad (SVD)

Véta 7.7 (SVD). Kazdou matici A € R™™ Ize rozlozit jako

A =USV! =syuyv] +---+ spupvg (7.21)
kde p = min{m, n}, matice S € R™*" je diagonalnf s diagonalnimi prvky si,...,s, a matice
U = [ul um} € Rm*™m gV = [Vl Vn} € R™™ jsou ortogonalni.

Rozklad (7.21) se nazyva singularni rozklad (singular value decomposition, SVD) matice A.
Diagonalni prvky si,...,s, matice S se nazyvaji singularni ¢isla matice A. Pfipomernime,
ze diagonalni matice nemusi byt ¢tvercova (viz §2), diagondlni matice rozméru m X n ma
p = min{m,n} diagondlnich prvku. Singuldrni ¢isla je zvykem (i Matlab to tak déld) volit
nezéporné a fadit je sestupne®,

§1> > 8, >0, (7.22)
coz lze vzdy zajistit ptipadnym vynasobenim ¢isla s; a jednoho z vektoru u;, v; minus jednickou
a permutaci sloupcu U, V a diagonalnich prvka S. Sloupce uy, ..., u, matice U nazyvaji levé
singularni vektory a sloupce v, ..., v, matice V pravé singularni vektory matice A.

Rozlisujeme tii verze SVD:

e Rozklad A = USVT podle Véty 7.7 je plné SVD.

e Pokud je A obdélnikova, pak poslednich m — p sloupcu U piip. n — p sloupcu V je v
sou¢inu USVT nédsobeno nulami. Jejich vynechdnim a ofiznutim matice S ziskdme redu-
kované SVD, kde S = diag(sy,...,s,) € RP*P je diagondlni a U = [ul up} e R™*P a
V = [Vl e Vp} € R™P maji ortonormalni sloupce.

e Plati rank A = rank S (plyne z Tvrzeni 3.12), tedy hodnost matice je rovna poctu jejich
nenulovych singuldrnich ¢éisel. Pokud rank A = r < p (tedy A nemd plnou hodnost), pak
Sy41 = - = 5, = 0 a muzeme tedy matice ddle zmensit na S = diag(sy,...,s,) € R,
U= [ul ur} e R™" aV = [vl vr} € R™". Toto je kompaktni verze SVD.

Rozdil mezi tfemi verzemi SVD vznika jen diky maticovému znaceni. NapiSeme-li SVD jako
sumu dyad v (7.21), rozdil mezi tfemi verzemi se stane trividlni: sé¢itance s;u;v? proi > p v
této sumé nejsou vubec, a kdyz je rank A < p pak je poslednich p — r sé¢itanctu nulovych.

Priklad 7.3. Zde je priklad plného a redukovaného (zde i kompaktniho) SVD matice 2 x 3:
32 2 1/vV2 1/v/21[5 0 0 Yv2  1/v2 0
3 201 s o
- Al sl v v

Singuldrni rozklad matice A m4 tzky vztah ke spektrdlnimu rozkladu matic ATA a AAT.
Predpokladejme, ze rozklad (7.21) existuje. Pak

ATA = vsTutusv? = vs'sv7, (7.23a)
AAT =UsvTvsTu? = uss’u’. (7.23b)

6Na rozdil od vlastnich éfsel symetrické matice, kterd je zvykem fadit vzestupné, dle (6.10).
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Ale to jsou spektralni rozklady (6.9) symetrickych positivné semidefinitnich matic AT A a AAT.
Matice STS € R™" a SST € R™™ jsou diagondlni a jejich nenulové diagonalni prvky jsou
druhé mocniny nenulovych diagonalnich prvku matice S. Tedy nenulova singuldarni ¢isla ma-
tice A jsou druhé odmocniny nenulovych vlastnich éfsel matic ATA a AAT (kterd jsou tudiz
stejnd, srov. Cviceni 6.6). Pravé a levé singuldrni vektory jsou vlastni vektory téchto matic
prislusné nenulovym vlastnim ¢islum.

Ovsem to jesté neni dukaz Véty 7.7, protoze matice ziskané nezavisle dvéma spektralnimi
rozklady (7.23a) a (7.23b) nemusi splnovat (7.21). Dukaz je zde:

Dukaz (x). Staci dokazat existenci kompaktniho SVD, tedy najit diagonédlni S € R™" a U €
R™<" a V € R tak, 7e U'U=1=V'V a A = USV7T,

Matice AT A je symetrickd positivné semidefinitn{ (Cvicen{ 6.20), tedy ma nezdporna vlastni
¢isla. Dle (5.6) je rank(ATA) = rank A = r, tedy matice AT A ma r nenulovych vlastnich éisel.
Jeji spektralni rozklad muzeme psét jako ATA = VS2VT | kde jsme z matice S? odstranili
sloupce+iadky a z matice V sloupce odpovidajici nulovym vlastnim éislim, takze S? € R™*"
ma na diagondle kladna ¢isla (tudiz je reguldrni) a V- € R™*" mé ortonormalni sloupce. Polozme

U=AVS.
Matice U, S,V tvoti kompaktni SVD matice A, nebot’

UTU=S"'VITATAVS ! =S5 'VIVS*VIVS ! =8'8’S! =1, (7.24a)
USVT = AVS 'SV = AVVT = A, (7.24b)

Jediné, co zde neni o¢ividné, je rovnost AVVT = A nebot’ sice VIV = T ale uz ne nutné
VVT =1 (protoze matice V nenf ¢tvercova). Dokazme tuto rovnost. Plati

mg(AT) = mg(ATA) = rmg(VS*VT) =mgV, (7.25)

kde prvni rovnost plyne z (5.5a) a tfet{ rovnost z Tvrzeni 3.12 (protoze matice S*VZ m4 linedrné
nezavislé fadky). Matice VV7 je ortogonalni projektor na podprostor rng V = rng(A”) a proto
pro kazdé x € rng(AT) plati VVTx = x. Protoze kazdy sloupec matice AT patif do rng(A7T),
mame VVTAT = AT neboli AVVT = A. n

Dtikaz ukazuje, Ze SVD lze spocitat ze spektralnfho rozkladu matice AT A (nebo alteran-
tivné AAT). Tento zpiisob ale nenf numericky vhodny, protoze vypocet soucinu ATA ¢ AAT
muze vést ke zbyteénym zaokrouhlovacim chybam (viz §5.1.2). Na SVD byly proto vymysleny
algoritmy, které se explicitnimu vypoctu téchto soucinu vyhybaji. Tedy kdykoliv musite poci-
tat spektralni rozklad matice tvaru AT A nebo AAT, je sprdvné pouit algoritmus na SVD.
Matlabsky prikaz [U,S,V]=svd(A) pocita plné SVD a [U,S,V]=svd(A, ’econ’) pocita redu-
kované SVD. Miniméalni verzi SVD Matlab nenabizi, protoze neni dobry napad, aby v néjakém
algoritmu rozmeéry vystupnich matic zavisely na hodnosti vstupni matice.

7.4.1 Nejblizsi matice nizsi hodnosti z SVD

V §7.2.1 jsme odvodili feseni tilohy (7.14) pomoci spektrélniho rozkladu matice AAT. Nésle-
dujici klasicka véta formuluje toto feseni elegantné pomoci SVD matice A.
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Véta 7.8 (Eckart-Young). Necht’ A = USV” je SVD matice A a k < p = min{m,n}.
Reseni ulohy (7.14) je

B=US, V' =s;uyv{ +---+s,u,vi  kde Sj= [Ig g} S (7.26)

(tedy matice Sy, se ziskd vynulovdnim p — k nejmensich diagonélnich prvki matice S).

Diikaz. Dukaz plyne ze vztahu singularniho a spektrélniho rozkladu a z Véty 7.5. Dle (7.23b)
muZzeme matici U ve spektralnim rozkladu AAT = UAUT ziskat jako matici U v singuldrnim
rozkladu A = USVT. Protoze vsak vlastni ¢isla jsou fazend sestupné ale singuldrni éisla se-
stupné, blok této matice odpovidajici k nejvétsim vlastnim éislim matice AAT je X € R™*k
kde U = [X X']. Dle Véty 7.5 je tedy optimaln{ Fesen{ dlohy (7.14) rovno B = XX” A, coz
rozepiSeme jako B = XC a C = XTA. Zbytek je cviceni na tpravy maticovych vyrazi:

C=X"A=X"USV' =X"[X X]SV'=[X"X X'X'|SV'=[L, 0]SV”"

IkO IkO

B=XC=X][I; 0]SV' =X[X X/ {0 0 0 0

} sVl =U [ } SvT = US,VT.

Rozmeéry nulovych matic se lisi podle toho, zda je SVD plné nebo redukované (véta plati pro
obé verze SVD). |

Vsimneéte si, ze suma dyad v (7.26) je vlastné zkracend suma v (7.21).

7.4.2 Extrémy linearni funkce isometrie

Zde ukazeme, jak optimalizovat linedrni funkci matice s ortonormalnimi sloupci (reprezentujici
tedy isometrii). Linedrni funkce matice X € R™*" md obecny tvar f(X) = (A, X) = >, s ai;zy;
(viz §2.1.7), kde A € R™ ™. Tato uloha (7.27) je jednodussi nez (7.6), je to nejjednodussi
smysluplna tloha s omezenim na ortonormalitu (protoze co muze byt jednodusstho nez linearni
funkce?).

Véta 7.9. Necht’'m >n a A € R™*", Uloha
max{ (A, X) | X € R™" X'X =1} (7.27)

mé optiméilni feseni X = UVT kde A = USV? je redukované SVD matice A.

Diikaz. Uvazujme nejdifve plné SVD A = USVT. Plati (A, X) = (USVT X) = (S, UTXV)
(viz §2.1.7). Zavedeme substituci Y = UTXV. Protoze U a V jsou ortogonélni, X”X = I plati
pravé kdyz YTY = I. Tedy tloha (7.27) je ekvivalentni tiloze

max{ (S,Y) | Y e R™" Y'Y =1}. (7.28)
Protoze m > n a S je diagonalni, mame (S,Y) = s1911 + - - - + Sp¥Ynn. Protoze YIY =1, prvky
matice Y spliuji nerovnosti —1 < y;; < 1 (viz Cviceni 4.22). Protoze sq,...,s, > 0, vyraz
(S,Y) proto nemuze byt vétsi nez sy + - - -+ s, a tuto hodnotu nabyva pro y1; = -+ = ynn = 1.
Existuje pravé jedna matice Y € R™ " splaujicf y1; = -+ = Y = 1 a Y'Y =1, a to
Y = [I(ﬂ To odpovidd X = UYVT = U [I(ﬂ V7. Ale matice U {Ig} je tvorend prvnimi n
sloupci matice U, tedy X = UVT kde A = USVT je redukované SVD matice A. |
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Nejblizsi isometrie. Tento vysledek lze pouzit pro nalezeni matice s ortonormalnimi sloupci
nejblizsi dané matici A € R™*™ s m > n, tedy pro feseni ulohy

min{ | X — A|]*| X ¢ R™*" X'X =1}. (7.29)
Méame

Ale virazy ||A|]? a || X||* = tr(XTX) = trI = n nezdvisf na X, tedy minimalizace || X — A||? je
totéz jako maximalizace (A, X).

Ortogonalni Prokrustiiv problém. Daile Ize vysledek pouzit na tlohu’, ¢asto potkdvanou

napt. v robotice: mame body ay,...,a;, € R*aby,..., b, € R™, tvoiici sloupce matic A € R"*¥
a B € R™* kde m > n. Hleddme takovou isometrickou transformaci X bodii ay, ..., ay, aby
byly co nejblize bodum by, ..., b; ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy aby vyraz

k
> IXa; —bif|* = [XA - BJ?

i=1
byl minimalni. Resfme tedy tlohu
min{ | XA — B|? | X ¢ R™", XX =1}. (7.30)
Opét mame
XA - B|* = (XA - B,XA - B) = | XA|* - 2(XA,B) + |B||*.

Ale vyrazy || XA? = ||A]]? (viz (4.9)) a ||BJ|? jsou konstanty, tedy minimalizace || XA — B||?
je totéz jako maximalizace (XA, B) = (X, BAT) = (BAT,X). Tedy jsme tilohu pievedli na
tvar (7.27).

Pokud dovolime body aj, ..., a; nejen otocit/ozrcadlit ale i posunout, 1ze udélat podobnou
uvahu jako v §7.2.2. Tak odvodime, ze optimalni posunuti je rozdil tézist’ bodu b; a a;.

7.5 Cviceni

7.1. Rekli jsme, Ze feSenf tilohy (7.2) se nabyvd pro 41 = 1 a yp = --- = y, = 0 (kde
predpokldaddame, A1 je nejmensi z ¢isel Ai,..., \,). Dokazte to presné.

7.2. Vyteste ilohu max{ x"Ax | x € R", x'x = 1}. Musi byt matice A symetrickd?

T
x' Ax
7.3. Pro ¢tvercovu matici A je vyraz f(x) = —=— zndm jako Rayleighiiv kvocient8. Dokaite,
xT'x
7ze min f(x) =min{x’Ax |x € R", x'x=1}.

xeRm\{0}
7.4. Uvazujme vyraz tr(XTAX) v tloze (7.6).

"Procriistés (neboli napinac) byl loupeznik z fecké mytologie, ktery mél nepifjemny zvyk. Zbloudilého pout-
nika donutil ulehnout ve své lesni chaté na postel. Kdyz byl nest’astnik kratsi nez postel, natahl ho na délku
postele, a kdyz prec¢uhoval, tak ho zase od nohou kousek usekl.

8‘Kvocient’ znamend ‘podil’ nebo ‘zlomek’.
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

a) Dokazte, ze je-li X C R™ podprostor, pak vyraz je stejny pro vsechny matice X
splitujici X = rng X a X7X = I, tj. nezdvisi na tom jakou ortonormalni bézi pod-
prostoru zvolime.

b) (%) Chceme najit obecnéjsi vyraz, ktery bude stejny pro viechny matice X € R™**
splnujici X = rng X a rank X = £ (tedy béze uz nemusi byt ortonormaélni). Dokazte,
7e takovym vyrazem je tr(XTAX(XTX)™!). Dokazte, Ze tloha (7.6) ma stejnou
optimalni hodnotu jako tloha min{ tr(XTAX(XTX)™!) | X € R™* rankX =k }.

Oznacéme jako P = {XXT | X € R™* XTX =1} C R™™ mnozinu viech moz-
nych ortogondlnich projektort v R™ na podprostor dimenze k. Ukazte, ze uloha (7.10) je

ekvivalentni ilohdm min |[PAJ a max ||PA]J.
PePT PcP

Jsou dany ¢tyii body a; = (3,-3,4), ay = (—2,-3,-2), a3 = (1,0,—1), ay, = (3,1,0)
v R3. Najdéte podprostor X C R?, ktery minimalizuje soucet ¢tvercti kolmych vzdélenosti
bodu k podprostoru X, kde X je

a) primka prochéazejici pocatkem,
b) rovina prochdazejici pocatkem,

c¢) primka kterd muze ale nemusi prochazet pocatkem.

Vzdy najdéte vektor x¢ a ortonormadlni bazi linedarniho podprostoru X’ tak, aby X =
xg + X'. Déle spocitejte ortogonalni projekce bodu na podprostor X (je snad jasné, co
myslime projekei na afinni podprostor) a soufadnice téchto projekei v ortonormalni bézi
podprostoru X'. Pouzijte (a) spektralni rozklad, (b) SVD. Muzete pouzit pocitac.

(x) Necht’ v rozkladu (7.21) je oy > --- > 0, a necht’ rank A = r. Dokazte, ze prvnich

r sloupct matice U je ortonormalni baze prostoru rng A a prvnich r sloupcu matice V je
ortonormaln{ béze prostoru rng(A7”).

(x) V Matlabu se béze nulového prostoru matice najde funkei null; vypiste si implemen-
taci této funkce matlabskym prikazem edit null a najdéte souvislost se Cvi¢enim 7.7.

Je dan spektralni rozklad dané symetrické matice. Jak byste z ného jednoduse nalezli
SVD této matice?
- I (=13 2 =22 .. - . .
Pro matici A = — najdéte matici B hodnosti jedna takovou, ze || A—B||
15|—-16 14 —4

je minimalni. Pak spoc¢téte || A —B||. Spoctéte pomoci (a) spektrélniho rozkladu, (b) SVD.

4 3

Méme n = 100 bodi x1, . . ., X,, € R, Chceme najit podprostor dimenze k (kde k£ < 100)
minimalizujici soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum. Jak to udélame co nejefektivnéji?
Napovéda: pouzijte vysledek Cviceni 6.6.

.. b e L 1(-3 4
Pouzijte pocitac. Pokud byste pocitali ruéné, napovime ze U = R [ 3 }

Jsou-li x1,...,x; sloupce matice X, dokazte tyto rovnosti (srov. (7.5)):

tr(XTAX) = (AX, X) = (A, XX") = x] Ax; + - - + x} Ax;.

Dokazte, ze nasledujici dvé tlohy jsou stejné:

e Najdi podprostor takovy, ze soucet ¢tvercu vzdalenosti danych bodu k tomuto pod-
prostoru je minimalni.
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7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

e Najdi podprostor takovy, ze soucet ¢tvercu délek ortogondlnich projekei danych bodu
na tento podprostor je maximalni.

Misto ulohy z §7.2, ve které hleddme podprostor dimenze k tak aby soucet ctvercu
bodu aj,...,a; k nému byl minimélni, uvazujme tlohu, ve které hledame podprostor
dimenze m — k tak aby soucet ¢tvercu bodu k nému byl mazimdlni. Jak tyto tilohy spolu
souviseji? Jak z feSeni jedné tlohy ziskam teseni druhé?

Komutuje operace ortogonalni projekce s operaci tézisté? Tj., kdyz body ay,...,a, € R™

na podprostor X7 Odpoved’ dokazte.

Zjednodusme Priklad 7.2 tak, ze misto kuzelosecky chceme dané body prolozit primkou
{(z,y) € R? | ax+by+c = 0}. Déldme to opét tak, ze minimalizujeme Y, (ax; +by; + ¢)?
za podminky a? + b? + c? = 1.

a) Minimalizuje formulovand tiloha soucet ¢tvercu vzdalenosti bodu k piimce, nebo jen
jeho aproximaci (jako pro kuzelosecku)?

b) Co kdyz misto omezeni a® + b*> + ¢* = 1 pouzijeme omezeni a® + b*> = 1? Co tiloha
vyjadiuje a jak ji vyTesime?

c¢) (%) Kdyz v Prikladé 7.2 zménime omezen{ (7.20) na a4+ b*+ c* +d* +e* = 1 piip. na
a® 4+ b* + ¢ = 1, bude tiloha minimalizovat pfesny soucet ¢tvercu vzdalenosti bodu
ke kuzelosecce?

(x) Dokazte, 7ze max{xTAy | x € R™, y € R, xIx = yIy = 1} = 51, kde s; je nejvétsi
singularni ¢islo matice A € R™*"  a optimalni argument je uy, vy, tedy levy a pravy
singularni vektor piislusny singularnimu ¢islu s;.

Nékdo by mohl namitnout, ze Véta 7.3 plyne okamzité z Véty 7.2, nebot’ minimalizaci
souctu x7 Ax; + - - - + xj Ax;, za podminky x!x; = ¢;; jde provést takto: nejdifve mini-
malizujeme x7 Ax; za podminky x!x; = §;;, coz ma feseni x; = vy, pak x; zafixujeme a
minimalizujeme foxl + XgAXQ za podminky XZTXj = §;;, coZ M4 FeSeni X9 = Vo, atd.

Takovému typu algoritmu se ikd ‘hladovy’ (angl. greedy). Obecny hladovy algoritmus
je popsan takto. Minimalizujeme ucelovou funkci fi(x1) + -+ 4+ fr(xx) za podminky
(x1,...,2) € X, kde X je dand mnozina piipustnych teseni. Algoritmus v prvni iteraci
minimalizuje fi(x;) za podminky (zq,...,2) € X. Ve druhé iteraci zafixuje promén-
nou x; a minimalizuje f(x2) za podminky (z1,...,z;) € X. Ve tieti zafixuje 21,29 a
minimalizuje f3(z3) za podminky (z1,...,z) € X, atd.

Hladovy algoritmus obecné nemusi najit globalni optimum (i kdyz v ptipadé tlohy (7.6)
ho najde). Najdéte piiklad (tedy konkrétni k, X a fi,..., fr), kdy se tak stane.

Napisme plné SVD matice A € R™*" hodnosti r jako

S 0

T
00 ]

A=[U U] { ] [V V] =uUsv’, (7.31)
kde U € R™", U’ € R™(m=1) VvV ¢ R V' € R™*(™7) 3§ € R"™" je regularni. Do-
kazte, ze sloupce matic U, U’, V, V' jsou ortonormalni baze ¢tyt zédkladnich podprostoru

generovanych matici A, tedy podprostorii rng A, null(AT), rng(AT), null A.
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7.20. Dokazte, ze pro libovolnou matici A existuje limita (5.27) a je rovna pseudoinverzi A+
matice A (dle Véty 5.5). Postupujte takto:

a) Dokazte, ze A = VSFU”, kde A} je definované vzorcem (5.18), St = (S*+puI)~'S
a A = USVT je kompaktni SVD matice A.
b) Dokazte, ze ST = lim S} =8"".
u—0+

7.21. Do této chvile jsme potkali jiz tii rozklady matic: QR, spektrdlni rozklad a SVD. Je jesté
nékolik jinych uzitecnych rozkladu. Navrh algoritmi na operace s maticemi, feSeni soustav
linearnich rovnic a rozklady matic je predmétem numerické linearni algebry. Cilem je
nalézt rychlé algoritmy, které jsou odolné vuéi zaokrouhlovacim chybam. Existuji volné
dostupné softwarové baliky na numerickou linearni algebru. Matlab je postaven na baliku
LAPACK. Jiny oblibeny balik je BLAS, ktery obsahuje funkce nizsi tirovné nez LAPACK.
Najdéte na internetu dokumentaci k balikim LAPACK a BLAS a pochopte z ni co nejvice!

Napovéda a reseni

7.1. Dokaite, ze kdyby bylo y; < 1 (a tedy y3 + --- + y2 > 0), tak bychom mohli hodnotu vyrazu
Ay? + -+ A\yy2 zmensit bez poruseni podminky y? + -+ + 32 = 1.

7.3.  Klicové je si véimnout, ze f(ax) = f(x) pro kazdé a # 0 a x # 0. To nam dovoli dokézat rovnost
mnozin { f(x) | x € R"\ {0} } = {xTAx | x € R", xTx = 1}. Kazdy prvek z pravé mnoziny
zirejmeé patii také do levé mnoziny. Ale také kazdy prvek z levé mnoziny patii do pravé mnoziny,
protoze kdyz vektor x vydélime &fslem ||x||, bude x”x = 1 a hodnota f(x) se nezméni.

7.4.b) Z cyklicnosti stopy je tr(XTAX(XTX)™!) = tr(AX(XTX)~1XT). Matice X(XTX)" !XT je
ortogonalni projektor na podprostor X. Ve Cviceni 5.11 jsme dokazali, Ze tento projektor nezavisi
na zmeéné baze.

7.5. Népovéda, ukazte, ze |XTA| = | XXTA|| = |PA]J.

7.6.a) xo = 0, ortonorm. béze X’ je napf. {(0.6912, —0.2181,0.6889)}.

7.6.b) xo = 0, ortonorm. baze X’ je napt. {(0.6912, —0.2181,0.6889), (—0.3771, —0.9221,0.0864) }.

7.6.c) xo = (1.25,—-1.25,0.25), ortonorm. bdze X’ je napt. {(0.6599,0.0280,0.7508)}.

7.14. Prvnf tloha jde napsat jako (7.10), druh4 tloha jako max{ |[X'TA|? | X’ € R™*F X'TX' =1}.
Optimdln{ feseni jedné tlohy je vzdy druhd matice v ortogondlni matici [X X', tedy jsou to
matice na obrazku v §7.2 a v Tvrzeni 7.4. Optimalni hodnota obou tloh se lis{ jen o konstantu
|A||?, protoze plat{ Pythagorova véta || XTa;|| + || X/Ta;]|? = |la;||?, v souétu pies vSechny body
IXTA|?2 + IXTA|? = ||A|? (viz obrazek).

7.15. Ano, komutuji. Ndpovéda k dikazu: Oznac¢ime-li A = [al an] € R™*" pak tézisté bodu je
bod At kde t = %ln a projekce bodu je PA kde P je projektor. Dukaz dokoncete sami.

7.17. Dosad'te A = USV7” (U, V ortogonalni, S € R™*"). Reime max{x’Sy | x’x = y'y = 1}.
Méme x7Sy = S°F | sz, = S0, 8i2;, kde 2; = 7;5;. Plat{ || <1 a !ZZ z,! <1 (rozmyslete).
Uloha max{ Yoisizi | al <1100 zi{ < 1} ma optimalni hodnotu s; a optimélni argument je
z1 =1 az =0 proi # 1. Takova cisla z; = T;y; lze ale realizovat volbou X = e; a 'y = e;.
Optimélni argument ptvodni tlohy je x = Ux =u; ay = Vy = v;.

718. k =2, X = {(z1,72) € R? | 22 + 23 = 1} je kruznice, fi(z) = fao(z) = z. Globaln{ mini-
mum je 1 = x9 = —1/v/2 (nakreslete si obrazek). Hladovy algoritmus oviem v prvnim kroku
minimalizuje z; za podminky 22 + 23 = 1, coz dd z; = —1. To uz zlistane zafixované.

7.19. Pouzijte Tvrzeni 3.12 a 4.10.
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Kapitola 8

Derivace

8.1 Nelinearni zobrazeni

Dosud jsme potkali linearni a afinni zobrazeni a kvadratické funkce. Nyni pridame libovolné
diferencovatelné funkce f: R" — R a zobrazeni f: R" — R™ (zopakujte funkce a zobrazeni
z §1.1.3). Pro ty, kdo prosli vicerozmérnou analyzou, bude vétsina této kapitoly opakovéni, i
kdyz mozné v trochu jiném znaceni.
Vétsinu definic a vét vyslovime pro funkce a zobrazeni, jejichz definiécnim oborem je celé R™.
To samoziejmé obecné neplati, protoze soucdsti definice funkce je i jeji definiéni obor. Napf.
funkce f: R — R dana predpisem f(r) = 22 a funkce g: [0,1] — R dand piedpisem g(z) = z*
jsou dvé ruzné funkce. Podobné, funkce dana predpisem f(x) = v/1 — 22 neni pro nékterd x € R
definovéna a jejim nejvétsim moznym definiénim oborem je interval [—1,1]. Toto zjednoduseni
vSak usnadni vyklad a vzdy bude ocividné, jak by se latka zobecnila pro jiny defini¢ni obor.
Pro funkci f: R — R uzivame tyto pojmy:
e Graf funkce f je mnozina! { (x,y) e R"™! | f(x) =y} ={(x, f(x)) | x € R" }.

e Vrstevnice funkce f vysky y je mnozina {x € R" | f(x) =y }.

Priklad 8.1. Graf funkce f: R — R dané vzorcem f(x) = 2* je mnozina { (z,y) | 2* = y }.

Vrstevnice funkce f vysky 1 je mnozina {z | 2> =1} = {—1,1}.

Graf funkce f: R? — R dané vzorcem f(z,y) = 2°+4? je mnozina { (z,y,2) | 2> +y*> = z }.
Vrstevnice funkce f vysky 1 je mnozina { (z,y) | 2* + 3> =1}.

¢

Priklad 8.2. Obrazek ukazuje ¢ést (na obdélniku [—1,1]?) grafu a vrtevnic funkef f: R* — R:

1T

f(z, y)V: —2x + 3y
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LGraf funkce je tedy relace (1.1), pomoci které se pojem ‘funkce’ definuje.
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Priklad 8.3. Priklady funkci a zobrazeni redlnych proménnych:

16.

17.

18.

19.

20.

[T R—=R, f(x) =22
'R?2 R, f(z,y) =2 — ¢
kde a € R (konstantni funkce n proménnych)

a
:R" - R, f(x) = (i kdyz z9,...,x, chybi, f se rozumi jako funkce n proménnych)
a

T . , ~ ’
= e * ¥ (nenormalizované Gaussovo rozdéleni)

: R — R?, f(t) = (cost, sint) (parametrizace kruznice, mnozina f([0, 27)) je kruznice)
: R — R3, £(t) = (cost, sint, at) (parametrizace Sroubovice neboli helixu)
: R — R, £(t)
: R" — R, f(x) = x (identické zobrazeni neboli identita)
: R" — R™, f(x) = a kde a € R™ (konstantni zobrazeni)
:R" - R™, f(x) = Ax kde A € R"™*"
(linearni zobrazenti; je to také parametrizace linedrniho podprostoru f(R") = rng A C R™)
f:R" - R™, f(x) = Ax+ b kde A ¢ R™" b e R™
(afinni zobrazenf; je to také parametrizace afinniho podprostoru f(R") = b+rng A C R™)
f: R* —» R? f(u,v) = ((R+rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu, rsinv)
(parametrizace toru neboli anuloidu, mnozina f([0,27) x [0, 27)) je torus)

X + tv (parametrizace piimky jdouci bodem x ve sméry v)

f
f
f
f
f
f:R" =R, f(x) =xTAx +bTx +ckde A € R”" b € R", ¢ € R (kvadratickd funkce)
f
f
f
f
f
f
f
f

Skaldrni pole (pojem z fyziky) je funkce R® — R. Napt. teplotni pole prifadi kazdému
bodu prostoru teplotu.

Vektorové pole (opét z fyziky) je zobrazeni R* — R3. Napt. elektrické pole prifadi kazdému
bodu v R? vektor z R3.

Pti technice image morphing se obrazek napt. obliceje spojité zdeformuje na obrazek ji-
ného obliceje. Povazujeme-li obrdzek pro jednoduchost za prostor R? (ve skutecnosti je to
mnozina {1,...,m} x {1,...,n}), morphing je tedy zobrazeni R? — R2 ¢

8.2 Spojitost

Spojitost zobrazeni f: R” — R™ lze definovat nékolika ekvivalentnimi zpusoby. Uvedeme tento:
zobrazeni f je spojité v bodé x € R”, jestlize

lim f(y) = f(x). (8.1)

y—X

Tato definice neni pohodlna, protoze pocitat limity funkci vice proménnych je obtizné. Uvedeme
proto postacujici (avsak nikoliv nutnou) podminku pro spojitost, kterd v praxi vétsinou staci.
Pritom predpokladdme, ze ¢tenar pouze dokaze ovérit spojitost funkei jedné proménné. Véta
vlastné ukazuje, jak lze rekurzivné sestrojit spojita zobrazeni vice proménnych ze spojitych
funkei jedné proménné. Dukaz véty vynechame.
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Véta 8.1.

1. Necht’ funkce f: R — R je spojitd v bodé x. Necht’ k € {1,...,n} a necht’ funkce
g: R" = R je ddna jako g(z1,...,x,) = f(xy) (tedy g zavisi jen na proménné zy). Pak
funkce g je spojita v kazdém bodé (x1, ..., x,) takovém, ze x) = .

2. Necht’ funkce f,g: R" — R jsou spojité v bodé x. Pak funkce f + g, f — g a fg jsou
spojité v bodé x. Pokud g(x) # 0, je funkce f/g spojitda v bodé x.

3. Necht’ f: R" — R je spojitd v bodé x a g: R — R je spojitd v bodé y = f(x). Pak
slozena funkce go f: R" — R je spojita v bodé x.

4. Necht’ funkce fi,..., f;n: R" — R jsou spojité v bodé x. Pak zobrazeni f: R* — R™
definované jako f(x) = (f1(x), ..., fm(x)) je spojité v bodé x.

Priklad 8.4. 7 véty snadno ukézeme, ze napt. funkce dvou proménnych

fz,y) = sin(z +y?) (8.2)

je spojita. Podle 1 je z spojita funkce dvou proménnych (x,y). Podobné, y? je spojitd funkce
proménnych (z,y). Podle 2 je proto funkce x +y?* spojita. Protoze funkce sin je spojité, podle 3
je funkce sin(z + y?) spojitd. Takto jsme ‘rekurzivné’ dokézali spojitost celé funkce. ¢

8.3 Derivace funkce jedné proménné

Zopakujme pojmy diferencovatelnosti a derivace funkce jedné proménné. Funkce f: R — R je
diferencovatelna v bodé x € R tehdy, existuje-li limita

Cf) =S fata) = f(@)

Yy—x y—x a—0 (6]

(8.3)

Pak se hodnota limity (8.3) nazyva derivace funkce f v bodé x. Tuto derivaci zna¢ime jednim

df(z)

nebo f: R — Iﬁ oznacuje funkei, kterd bodu x € R pritadi derivaci funkce f v bodé x.

Této derivaci se ptresnéji iikd oboustrand derivace. Jednostrannd diferencovatelnost a deri-
vace funkce f: R — R v bodé = € R se definuje obdobné, pouze limita (8.3) se zméni na limitu
zprava Ci zleva. Znacime je f' (z) (derivace zprava) a f’ () (derivace zleva). Oboustranna de-
rivace existuje prave tehdy, kdyz existuji derivace zprava i zleva a jsou si rovny.

d
(Leibnizovo znaceni) nebo f’(z) (Lagrangeovo znaceni). Symbol —f: R —+ R

ze symbolu

Diferencovatelnost a derivaci 1ze definovat i jinym, ekvivalentnim zpusobem: funkce f je
diferencovatelna v bodé x tehdy, lze-li ji v okoli bodu x ‘dobfe’ aproximovat afinni funkci.
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Upfesnéme tento vyrok. Oznaéme nasi afinnf funkci jako g: R — R a pisme ji ve tvaru?

9(y) = f(z) +aly — z), (8.4)

Samoziejmé, funkce g je obecné jind® pro kazdé x € R. Funkce g je opravdu afinni (viz (3.10)),
protoze g(y) = ay + b kde b = f(z) — ax. Tedy funkce f je diferencovatelna v bodé x prave
tehdy, kdyz existuje ¢islo a takové, ze chyba aproximace f(y) — g(y) se pro y — x v prvnim
radu blizi nule, tedy

i LW —9) W) = f2) —aly—2) _ (8.5)

y=e |y — | Y= ly — |

Pak se cislu a tika derivace funkce f v bodé x. Dokazeme, ze obé definice jsou ekvivalentni:

Tvrzeni 8.2. Limita (8.3) existuje a je rovna a, pravé kdyz plati (8.5).

Diikaz. Oboustranna limita existuje pravé kdyz existuji obé jednostranné limity. Je

fly) = fl@) —aly —z) . fly) = f(z) —aly —z) fly) = f(x)

lim =1 = lim ———~ —q,
y—aot |y — l‘| y—xt y— y—axot y—
i LW —f@) —aly—2) Sy = f@)—aly—2) _ . fy) = f@)
y—x— ‘y — .§L’| y—x —(y — ) Yy—xr— y—x
Porovndme-li pravé strany s (8.3), dostaneme dokazované tvrzeni. |
8.4 Parcialni derivace
Parcidlni derivaci funkce f: R™ — R podle i-té proménnné v bodé x = (x1,...,x,) spocitime

tak, ze vSechny proménné xz;, j # i, povazujeme za konstanty a zderivujeme funkci podle jediné

3}
proménné x;. Znacéime ji jednim ze symbolu g(x) nebo f,,(x). Symbol 8—f: R"™ — R nebo
T T

fz; s R" — R pak oznacuje funkci, kterd pfifazujle bodu x € R" parcialni derivaci funkce f
podle i-té proménné v bodé x.

Piiklad 8.5. Parcidlni derivace funkce (8.2) jsou

of(z,y) = f,(z,y) = 2y cos(z + y*). (8.6b)
dy ¢

2Nékdo radéji pise g(z + a) = f(x) + aa, coz je samoziejmé stejné jako (8.4) dosazenim y = z + a.
3Takze bychom piesnéji mohli psat g.(y) nebo g(z,y).
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8.5 Totalni derivace

Jak se daji pojmy diferencovatelnosti a derivace zobecnit z funkce f: R — R na zobrazeni
f: R® — R™? Mohli bychom zkusit toho dosdhnout zobecnénim limity (8.3)*. Obvyklejsi zptisob
ovsem vede pres alternativni definici diferencovatelnosti (8.5). Zkusme zobrazeni v blizkosti
daného bodu x € R™ aproximovat afinnim zobrazenim

gly) =f(x) + Ay — x), (8.7)

kde A € R™*™. Zobrazeni f se nazyva totalné diferencovatelné (nebo jen diferencovatelné)
v bodé x, jestlize existuje matice A takova, ze chyba aproximace f(y) — g(y) se proy — x
v prvnim fadu blizi nule, tedy

lim fly) —8ly) — lim fly) —f(x) - Ay — %)
vox oy =x[| v ly — x|

= 0. (8.8)

Tato limita nejde nijak zjednodusit, jako jsme to udélali s limitou (8.5).

Definice (8.8) neni pro ovérovani diferencovatelnosti pohodlna, protoze poc¢itani limit funkci
vice proménnych je obtizné. Uvedeme proto postacujici (ne vSak nutnou) podminku pro diferen-
covatelnost, ktera je mnohem pohodlnéjsi. Zobrazeni f je v bodé x spojité diferencovatelné,
jestlize existuji vechny parcidlni derivace 0f;(x)/0x; a funkce 0f;/0x; jsou v bodé x spojité.

Véta 8.3. Je-li zobrazeni v bodé spojité diferencovatelné, je v tomto bodé totalné diferen-
covatelné.

Priklad 8.6. Obé parcidlni derivace (8.6) funkce (8.2) jsou spojité funkce na celém R? (nebot’
splinuji predpoklady Véty 8.1). Proto je funkce (8.2) spojité diferencovatelnd na R?, a tedy dle
Véty 8.3 je diferencovatelnd na R2. ¢

Pozor: pouhd existence vsech parcidlnich derivaci pro diferencovatelnost nestaci.
V pripadé, ze je zobrazeni f je v bodé x diferencovatelné, ma matice A prirozeny tvar: jeji
slozky jsou parcidlni derivace vSech slozek zobrazeni podle vsech proménnych:

3J(;1(X) . 3(J;1(X)
df o1 o
A= d(x) —fx)=| : . i |erm™m (8.9)
X fm®)  Ofm(x)
8331 axn

Matice (8.9) se nazyva totalni derivace (nebo kréatce jen derivace) zobrazeni f v bodé x.
Z historickych duvodu se ji fikd také Jacobiho matice. Funkci, ktera bodu x € R"™ priradi

df
(totalni) derivaci zobrazeni f v bodé x, znac¢ime o R™ — R™" nebo f': R" — R™*™,
X

Pamatujte specidlni pripady:
e Pro f: R — R je f'(x) skalar a splyva s obycejnou derivaci (8.3) (dle Tvrzeni 8.2).

fi(z)
e Pro f: R — R™ je f'(z) = : sloupcovy vektor, jehoz slozky jsou derivace slozek
Sn()
fi,---y fm: R — R zobrazeni f. Funkce je diferencovatelnd, pravé kdyz jsou vsechny jeji
slozky diferencovatelné, protoze rovnost (8.8) je ekvivalentni m rovnostem (8.5).
e Pro f: R" = R je f'(x) = [%fT(lx) %fT(nx)] radkovy vektor.

4Tato ceta je moznd a vede na zajimavou definici totalni derivace podle Caratheodoryho.
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8.5.1 Derivace slozeného zobrazeni

Znamé ‘fetizkové pravidlo’ pro derivaci slozenych funkei jedné proménné lze prirozenym zpu-
sobem rozsitit na zobrazeni. Dukaz nasledujici véty neni kratky a nebudeme ho uvadeét.

Véta 8.4 (fetizkové pravidlo). Necht’ zobrazenif: R™ — R™ je diferencovatelnné v bodé
x € R" a zobrazeni g: R™ — R' je diferencovatelné v bodé f(x). Pak sloZené zobrazeni
gof: R" = R! je diferencovatelné v bodé x a jeho derivace je rovna

dg(f(x))

(gof)(x) = (g o f)(x)f'(x) neboli dx

=g (f(x) f'(x). (8.10)

Dimenze zicastnénych prostoru lze prehledné znéazornit zapisem (viz §1.1.2)
R" 5 R™ & R
Pokud piseme u = f(x) a y = g(u), pravidlo lze psat také v Leibnizové znaceni jako

dy dy du

dx  du dx’
coz se dobfe pamatuje, protoze du se ‘jakoby vykrati’ (coz ale neni dukaz ni¢eho!). Zduraznéme,
ze tato rovnost je ndsobeni matic. Vyraz na levé strané je matice [ X n, prvni vyraz na pravé
strané je matice [ X m a druhy vyraz na pravé strané je matice m x n. Prol =m =n =1
dostaneme tetizkové pravidlo pro derivaci slozeni funkci jedné proménné. Pravidlo se indukci
dé zobecnit na slozeni vice nez dvou zobrazeni (tetizek): Jacobiho matice sloZeného zobrazeni
je soucinem Jacobiho matic jednotlivych zobrazeni.

(8.11)

Priklad 8.7. Necht' g: R?> — R je diferencovatelnd funkce. Najdi derivaci funkce h(z,y) =
g(z + y,zy) podle vektoru (z,y), tedy fddkovy vektor W (z,y) = [ho(x,y) hy(z,y)] € R

Méme R? 5 R? % R, kde f(z,y) = (u,v) = (x +y,zy). Ozna¢me z = g(u, v). Viz obrazek:

T u

—> > 5
Yy f v g

—P

Derivace zobrazeni g podle vektoru (u, v) je matice fadkovy vektor ¢'(u,v) = [gu(u, V) go(u, v)} .
Derivace zobrazeni f podle vektoru (z,y) je matice 2 x 2

J(x o(z
d(x’ y> O(zy) I(zy) Yy x :

Derivace zobrazeni h = g o f: R? — R podle vektoru (z,y) je fadkovy vektor

dh(z,y) _ dg(f(@.9) _ 1 s
dry) Ay Y

(2, y) =

ox y

= [gu(w,0) gu(u,0)] F 1}

y x
— [gu(u, V) + ygo(u,v)  gu(u,v) + xg,(u, v)] ,
kdeu=x+yav=uay. ¢
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Priklad 8.8. Ukazme dva zpusoby, jak najit parcidlni derivaci h, funkce h(z,y) = e(@+y)* +(@w)?,

e Povazujeme y za konstantu a derivujeme h jako funkci jedné proménné x:

he(z,y) = [2(x + y) + 2(zy)yle@T +E" = 2(z 4y 4 ay?)eletv) +e)?

e Polozime u =z +y, v = xy, g(u,v) = e +* 7 Pi{kladu 8.7 mame h, = gy + ygy. Jelikoz

gulu,v) = 2ue” ", g,(u,v) = 20",

méme hy (2, y) = gu + ygo = 2ue” T 4+ y(20)e" " = 2(x 4y 4 wy? el ), o

Piiklad 8.9. Mame diferencovatelnou funkci ¢g: R? — R a chceme spocitat derivaci funkce
g(t +t% sint) podle t.

Méme R 5 R? % R, kde £(t) = (u,v) = (t + t?,sint). Je

dg(t + % sint)
dt

142t
cost

] = gu(u,v)(1 4+ 2t) + g,(u,v) cost.
¢

— (w0 () = [puw ) gu(u,0)] [

8.5.2 Maticovy kalkulus

Je-li néjaké zobrazeni zadédno vyrazem obsahujicim vektory a matice, jeho derivaci 1ze obvykle
napsat jako vyraz obsahujici tytéz vektory a matice. To znamend, ze pti pocitani derivaci
povazujeme matice a vektory za nedélitelné objekty. Cast matematiky zabyvajici se derivacemi
zobrazen{ s vektory a maticemi je zndma jako maticovyj (diferencidlni) kalkulus®.

Piiklad 8.10. Najdéme derivaci afinntho zobrazeni f(x) = Ax + b, kde A € R™*" | tedy
fi<X>:Zaijxj+bia ’lIl,,m
j=1

Je 0fi(x)/0x; = a;j, tedy dle (8.9) je f'(x) = A. Tomu se nedivime, nebot’ zobrazeni f jiz je
afinni a proto jeho afinni aproximace (8.7) musi byt ono samo. ¢
Priklad 8.11. Najdéme derivaci kvadratické formy f: R” — R,

f(x) =x"Ax = Z Z a;jT;%j, (8.12)

j=1 i=1

kde A = [a;;] je (ne nutné symetrickd) ¢tvercova matice. Parcidlni derivace této funkce podle
k-té proménné je (rozmyslete!)

0fx) _§ 3
a:L‘k = Z Q55 + Zzl Q15 .

Tedy f'(x) = [_85‘;? - ngg:)_} — xTA + xTAT = xT(A + AT). ¢

°Asi vite, ze diferencidini pocet (angl. differential calculus) se zabyvé derivacemi funkcf.
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Priiklad 8.12. Odvod'me vektorovou formu znamého pravidla pro derivaci souc¢inu. Necht’

F(x) =g(x)"h(x) =) g:i(x)hi(x), (8.13)
i=1
kde g, h: R™ — R™. Podle pravidla pro derivaci sou¢inu skalarnich funkci je
Of(x) Oh;i(x) 9gi(x)
_ A B )
aSL’j Z (gZ(X) a.ﬁlf]’ + Z(X) 8.’,13']‘
=1

Tedy f'(x) = g(x)"h'(x) + h(x)"g/(x). ¢

Piiklad 8.13. Najdéme derivaci zobrazeni f(Ax + b) podle x, kde f: Rl — R™ a A € R>",
V fetizkovém pravidle mame R” & R’ 5 R™, kde g(x) = Ax+b. Je g'(x) = A, tedy

df(Ax + b)

= f(Ax + b)A. .

Tato a néktera dalsi pravidla uvedeme v tabulkéch. Nejprve pro zobrazeni f: R™ — R™:

f(x) f'(x) poznamka
X I
Ax+b A A e R™" beR™
Ag(x) Ag/(x) A e R™ g:R" - R
g(Ax+b) | g (Ax+b)A | A e R*" g: Rl -+ R™
A dale pro nékteré funkce f: R™ — R:
f(x) f'(x) poznamka
alx+b al acR" beR
xT'x = ||x||? | 2xT
xT Ax xT(A + AT) A e R
I X" /|Ix]
gx)7g() | 280078 (%) g: R - R™
g()™h(x) | g H(x)+ h(x)"g/(x) | g h: R" > R

Vsechny vzorecky v tabulce se vlastné daji odvodit z derivace soucinu a tetizkového pravidla
(posledn{ dva radky). Napt. x” Ax = g(x)"h(x) kde g(x) = x a h(x) = Ax. Rozmyslete i pro
ostatni radky tabulky!

Obcas se setkame s funkcemi R — R™ " které skaldrum pfitazuji matice, a s funkcemi
R™ " — R, které maticim pritazuji skalary (prikladem druhé funkce je stopa, determinant
nebo maticova norma). Piisné formélné, nasi definici (8.8) totélni derivace na takova zobrazeni
nelze pouzit, protoze je formulovana pouze pro zobrazeni typu R* — R™. OvSem lze ji pouzit,
kdyz si matici m x n si predstavime ‘prerovnanou’ do vektoru délky mn.

Slozky funkce F: R — R™*" jsou jednoduse funkce f;;: R — R jediné skaldrni proménné.
Funkce je diferencovatelna, pravé kdyz vsechny jeji slozky jsou diferencovatelné. Derivaci této
funkce v bodé = € R je prirozené definovat jako matici

F'(x)

fi1 (@)

1 (2)

fin()
: e R™*™, (8.14)

mn (7)



Pro n =1 je tato matice Jacobiho matice (8.9) zobrazeni R — R™, tedy sloupcovy vektor.
Derivaci diferencovatelné funkce f: R™"™ — R v bodée X = [z;;] € R™*" je prirozené
definovat jako matici

of(X) .. 9fX)
ori1 alliml
fX)y=1 :+ .+ | eR™™ (8.15)
oafx) ... 9fX)
amln axmn

Matice (8.15) ma rozmér n X m (tedy obracené, nez cekate), aby pro pripad n = 1 souhlasila s
Jacobiho matici (8.9). Zde jsou bez dukazu vzorce pro derivace nékterych funkei f: R™*™ — R
(nemusite se je ucit nazpamét’, je to spise motivace pro dalsi studium maticového poctu):

f(X) f(X) pozndmka
tr X = (I, X) I X ctvercova
tr(AX) = (AT, X) A

1X])? = (X, X) = tr(XTX) | 2XT

tr(XTAX) = (X, AX) XT(A+ AT)

a’Xb ba’

tr(AXB) BA

tr(XF) EXk-1 keN
tr(X1) — XXt = -X"?| X regularni
det X (det X)X 1 X regularni
Indet X X1 X positivné definitni
9(XT) g'(XnT g:R™™ - R

(x) Derivace zobrazeni mezi obecnymi linearnimi prostory

Definici derivace (8.8) lze zobecnit na zobrazeni f: U — V mezi obecnymi normovanymi line-
arnimi prostory U, V: zobrazeni f: U — V je diferencovatelné v bodé x € U, jestlize existuje
linearni zobrazeni a: U — V tak, ze

1f(y) = fz) = aly — )|

lim —0, (8.16)
Yo ly — =
kde || - || znaci ve jmenovateli normu na prostoru U a v ¢itateli normu na prostoru V. Pak se

zobrazeni a = f'(z) nazyvé totalni (nebo Fréchetova) derivace zobrazeni f v bodé x. Retizkové
pravidlo zni

(go f)(x) = (9o N)(x) e f'(x) = g'(f(x)) o f'(z) (8.17)

kde U L v S wav L9y YO, g Tedy zatimco v (8.10) nasobime Jacobiho matice,

v (8.17) skladdme linedrni zobrazeni.

Kazdy ze zucastnénych linearnich prostoru U, V... muze byt prostor skalaru, vektoru nebo
matic. Problém je, jak kompaktné reprezentovat linearni zobrazeni mezi témito prostory. Li-
nearni zobrazeni R — R™, R" — R, R* — R™ R™" — R a R — R¥*! lze reprezentovat
maticemi: pak nasobeni matice vektorem lze vidét jako konvenci pro reprezentaci linearnich
zobrazeni R™ — R™ a maticovy soucin jako konvenci pro sklddani takovych zobrazeni. Ovsem
linedrni zobrazeni R™*" — R! Rl — R™*" g R™*" — R¥*! nelze reprezentovat maticemi a pro
manipulaci s takovymi zobrazenimi je pohodlnéjsi pouzit tensory (jako to délaji fyzikové).
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8.6 Smeérova derivace

Rez zobrazeni f: R* — R™ v bodé x € R™ ve sméru® v € R” je zobrazeni ¢: R — R™ s
hodnotami
pla) =f(x+ av). (8.18)

Smérova derivace” zobrazen{ f v bodé x ve sméru v je vektor

£, (x) = ¢, (0) = lim Pl =0y, fxdav) =) (8.19)

a—0t « a—0t «

kde ¢/ (0) oznacuje derivaci zobrazeni ¢ v bodé a = 0 zprava, tedy vektor se slozkami
©1,(0),...,¢,.(0) kde ¢, (0) oznacuje derivaci funkce ¢; v bodé av = 0 zprava. Smérova deri-
vace existuje pravé kdyz existuji derivace vSech téchto slozek. Pak také rikame, ze zobrazeni f
je diferenovatelné v bodé x ve smeéru v.

Smérova derivace se geometricky snadnéji predstavi pro piipad m = 1, tedy pro funkci
f: R™ — R. Obrazek ilustruje situaci pro funkci f: R? — R:

—~

Priklad 8.14. Spocitejme smérovou derivaci f(,,.)(z,y) funkce

f(z,y) = sin(z + y?) (8.20)
v bodé (z,y) ve sméru (u,v):
p(a) =sin(z + au+ (y + av)?),
¢l (@) = ¢'(a) = (u+2u(y + av)) cos(z + au + (y + av)?),
Fuw (@,y) = ¢4 (0) = ¢'(0) = (u+ 2vy) cos(z +y7°). ¢
Parcidlni derivace funkce f: R™ — R neni nic jiného nez jeji smérova derivace ve sméru

i-tého vektoru standardni baze e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R" (jednicka na i-tém misté).
Jestlize je zobrazeni totalné diferencovatelné, smérova derivace ma jednodussi vyjadreni:

Véta 8.5. Jestlize je zobrazeni f: R® — R™ v bodé x € R" totalné diferencovatelné, pak je
v tomto bodé diferencovatelné v kazdém smeéru v € R" a plati

fo(x) =f'(x)v. (8.21)

6Nekdy se fez a smérova derivace definuji jen pro normalizované vektory v (tj. ||v|| = 1), protoze ty lépe
zachycuji pojem ‘smér’. Vétsina autoru (a my také) vsak dovoluje libovolny vektor v.

"Nékteif autofi definuji smérovou derivaci jako oboustrannou, kde se misto jednostranné limity (8.19) zprava
vezme limita oboustrannd. Pokud existuji derivace zprava ¢/, (0) i derivace zleva ¢’ (0) a jsou si rovny, pak
jednostrannd i oboustranna smérova derivace jsou si rovny.
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Diikaz. Zobrazeni y = ¢(a) = f(x+ av) je slozenim zobrazeni y = f(u) a u = g(a) = x+ av,

tedy R o« R LY, g ge ¢'(a) = v. Protoze f mé derivaci v bodé x, podle fetizkového
pravidla m4 také ¢ (oboustrannou) derivaci v bodé x a

@' (o) = '(g(a))g'(a) = f'(g(a))v.

Ale g(0) = x a proto fy(x) = ¢/, (0) = ¢'(0) = f'(x)v. |

a)=u

Ptiklad 8.15. Spocitejme smérovou derivaci f, (@, y) funkce (8.20) podle Véty 8.5:
Jwwn (@, y) = ufe(x,y) +vfy(x,y) = ucos(x + y?) + 2uy cos(z + y?) = (u + 2vy) cos(z + y?).
To je stejny vysledek jako ndm vysel v Prikladé 8.14. ¢

Rovnost (8.21) t1kd, Ze smérova derivace zobrazeni f v pevném bodeé x je linedrni zobrazeni
sméru v, reprezentované Jacobiho matici f/(x). Specialné je f_,(x) = —f(x). Zduraznéme, ze
nic takového obecné neplati, pokud zobrazeni f neni (totdlné) diferencovatelné:

Piiklad 8.16. Necht’ f: R™ — R je f(x) = [|x]| (tj. eukleidovska norma). Tato funkce v bodé
x = 0 neni (totalné) diferencovatelna (pro n = 1 je f(z) = |z|, nakreslete si graf funkce pro
n = 2). Spocitejme jeji smérové derivace v tomto bodé podle definice (8.19). Rez funkce f v
bodé x = 0 ve sméru v € R" je

pla) = fx+av) = flav) = [lav| = |a] - |Iv].

Funkce ¢ v bodé o = 0 nema oboustrannou derivaci, ale ma obé jednostranné derivace. Smérova
derivace funkce f v bodé x = 0 ve sméru v je f,(0) = ¢/ (0) = ||v||, protoze derivace funkce
la| v bodé av = 0 zprava je 1. Vsimnéte si, ze ||v|| neni linedrni funkei vektoru v. ¢

8.7 Gradient

Sloupcovy vektor parcidlnich derivaci funkce f: R™ — R se nazyva jeji gradient a znaci se
0f(x)
ox1
Vix)=| @ | ="
9f(x)

(V éteme ‘nabla’). Je to tedy transpozice Jacobiho matice f’(x), coz je fadkovy vektor®.
Zkoumejme smérovou derivaci fy(x) diferencovatelné funkce f v pevném bodé x pro ruzné
normalizované sméry v (tedy ||v| = 1). Dle Véty 8.5 je fi(x) = f'(x)v = Vf(x)Tv, coz je
skaldrni souc¢in gradientu v bodé x a vektoru v. Je jasné (ale promyslete!), ze:
e Smérova derivace je nejvétsi ve sméru v = Vf(x)/[|Vf(x)], tedy kdyz je v rovnobézny
s gradientem a stejné orientovany. Tedy smér gradientu je smér nejvétsiho ristu funkce.

8Zavedeni nového slova pro transpozici derivace se zdd zbyteéné — diivod je ale v tom, ze totalni diferencidl je
linedarni forma, kdezto gradient je vektor. Toto rozliSeni by bylo dulezité, kdybychom uvazovali derivaci funkce
f:V — Rkde V je obecny (normovany) linedrni prostor (tj. ne nutné R™). Ruzni autofi bohuzel nejsou jednotn{
v rozliSovani gradientu a (totdlni) derivace funkce f: R™ — R. Nékdo oboji ztotoznuje a znaci V f(x). To ale
vede mj. k nekonzistenci s reprezentaci totdlni derivace pomoci Jacobiho matice (8.9), nebot’ derivace funkce
R™ — R pak neni specidlnim piipadem derivace zobrazeni R” — R™ pro m = 1, coz je fadkovy vektor.
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e Velikost gradientu ||V f(x)]| je strmost funkce ve sméru nejvétsiho rustu.
e Smeérova derivace ve sméru kolmém na gradient je nulova.

Déle lze ukézat, ze za jistych podminek (viz §11.2.1) je gradient vzdy kolmy k vrstevnici.
Obrazek ukazuje tfi vrstevnice funkce f: R? — R a jeji gradienty v nékolika bodech:

Vi)

8.8 Parcialni derivace druhého radu

Zderivujeme-li funkci f: R® — R nejdiive podle proménné z; a pak podle proménné z;, dosta-
neme parcialni derivaci druhého fadu, kterou znacime

0 9f(x) _ Pf(x)
8l’j 8l’i n 6[[’j 81‘1"

Je-li © = j, piSeme zkracené
0 9f(x) _ 0*f(x)
or; Or;  Ox?

Véta 8.6. Necht’ f: R" — R ax € R". Jestlize druhé parcialni derivace

*f(x) 0*f(x)
&ri 81‘]' ’ ij 8x,

v bodé x existuji a jsou v tomto bodé spojité, pak jsou si rovny.

Priklad 8.17. Urceme vSechny druhé parcidlni derivace funkce f(x,y) = sin(z + y?) z P¥i-
kladu 8.4. Prvni derivace uz tam mame. Nyni druhé derivace:

Pflr,y) 0

—5F = %(COS(ZE +y%) = —sin(z +y°),
% _ %(cos(x +9?) = —2ysin(z + y?),
% _ %(Qy cos(z + 7)) = ~2ysin(z + y?),
%yy) - 3%(29 cos(z + %)) = 2cos(x +y°) — 4y”sin(z + 7).
Vidime, ze vskutku nezalezi na poradi derivovani podle z a podle y. ¢
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Pro funkci f: R™ — R budeme znacit matici vsech druhych parcialnich derivaci

9 f(x) 9 f(x)
0x1011 0x10%n
9*f(x) 9*f(x)
Oxn0x1 0Tn0xn

Dle Véty 8.6 je tato matice symetrickd. Casto se ji iikd Hessova matice.
Zde jsou druhé derivace nékterych funkei f: R — R:

Co by byla druhé derivace zobrazeni f: R" —

f(x) 7 (x) poznamka

alx+0b 0

xTx = ||x||? | 2T

xT Ax A+ AT

g(Ax+b) |AT¢"(Ax+b)A |A € R™" ¢g: R™ - R

R™? Nebyla by to jiz dvojrozmeérna tabulka (tedy

matice) velikosti n X n, nybrz tfirozmérna tabulka velikosti m x n x n.

8.9 Shrnuti znaceni derivaci

Ted’ je spravna chvile shrnout znaceni vsech derivaci, které jsme v této kapitole potkali:

symbol vyznam
f’(x), d{i(mm) eR (oboustranna) derivace funkce f: R — R v bodé z € R

fi(x), fl(x) € derivace funkce f: R — R v bodé = € R zprava/zleva
fai (%), Bii eR parcidlni derivace funkce f: R™ — R v bodé x € R" podle proménné z;
f,(x) € R™ | smérova derivace zobrazeni f: R" — R™ v bodé x € R” ve sméru v € R”
f'(x), dfi(::) € R™*™| (totdlni) derivace (Jacobiho matice) zobrazeni f: R — R™ v bodé x € R™
Vf(x) eR” gradient funkce f: R® — R v bodé x € R"
F'(z), dﬂff) € R™ ™| derivace zobrazeni F: R — R"™*" v bodé = € R
(X)), % € R™™| derivace zobrazeni f: R™*" — R v bodé X € R™*"
1" (x) € R™™ | druhd derivace (Hessova matice) funkce f: R — R v bodé x € R”

Podotknéme, ze znaceni derivaci nejsou zcela ustalena a jini lidé mohou pouzivat trosku jina
znaceni. Zvolili jsme znaceni, kterd jsou nejcastéji pouzivana a dohromady konzistentni.

8.10 Tayloruv polynom

Necht’ funkce f: R — R ma v bodé x derivace az do fadu k. Jeji Tayloriiv polynom stupné k
v bodé x je polynom T%: R — R takovy, Ze v bodé x ma vsechny derivace az do tadu k stejné
jako funkce f.V tomto smyslu je polynom 7% aproximaci funkce f v okoli bodu z.

Tayloruv polynom je timto pozadavkem definovén jednozna¢né a mé tvar (odvod’te!)

(8.22)



kde f@ oznacuje i-tou derivaci funkce f (kde nulté derivace je funkce sama, f(© = f) a kde
klademe 0! = 1. Tvary polynomu az do stupné dva:

T (y) = f (),
T (y) = f(@) + f(z) (y — @),
T3 (y) = f(x) + f'(x) (y — 2) + 3./"(2) (y — 2)*.
Tayloruv polynom nultého stupné T je hodné $patna aproximace, rovnd jednoduse konstantn{

funkci. Polynom prvniho stupné T} je vlastné afinni funkce g v (8.4). Polynom druhého stupné 72
je parabola, kterd ma s funkci f v bodé x spolecnou hodnotu a prvni dvé derivace. Viz obrazek:

T2 (y) Tl (y)
fy) < \V/ To(y)

X

Jak zobecnit Tayloruv polynom pro funkci vice proménnych f: R" — R? Definujme Tay-
lortiv polynom k-tého stupné (funkce f v okoli bodu x) jako polynom T*: R® — R, ktery ma
v bodé x vSechny parcialni derivace az do fadu k stejné jako funkce f. Nebudeme uvadét vzorec
pro polynom libovolného stupné, budou nam stacit jen polynomy do stupné dva:

T(y) = f(x), (8.23a)
Te(y) = f(x) + f'(x) (y — %), (8.23b)
T(y) = f(x) + f'(x) (y = %) + 5y = x)" f"(x) (¥ — x). (8.23¢)

Zde x,y € R", f'(x) € R™" je Jacobiho matice (fadkovy vektor) a f”(x) € R™" je Hessova
matice. Funkce (8.23b) je afinni a funkce (8.23c) je kvadraticka.

Tayloruv polynom lze zobecnit na zobrazeni f: R” — R™ tak, ze vezmeme Taylorovy poly-
nomy vsech slozek fi,..., f,. Polynom prvniho stupné tak vede na zobrazeni

T (y) = £(x) + /(%) (y — %), (8.24)

coz je vlastné afinni zobrazeni g v (8.7). Polynom druhého stupné vede na zobrazeni T2, jehoz
slozky jsou funkce (8.23c). To nejde napsat v maticové formé, protoze vsech m x n x n druhych
parcialnich derivaci se ‘nevejde’ do matice.

Priklad 8.18. Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = 27! +y~ ! + 2y
v bodé (xo,70) = (2,1). Mame

7
f<x07y0> ety +:cy} )=(21) — 3

"(20, o) U ”(x,y):(zg) - B 1] ’

L
900, ?/0 = |4 .
B 1 2
(z,y)=(2,1)
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Dle (8.23¢) je (pozor, nase proménné jsou oznacené jinak nez v (8.23c))

T
T(zzvo,yo)@vy) = f(xo0,90) + f'(z0, y0) {x - xo} * ; [x - xo] £ (o, y0) r - xo]

Y—Yo] 2[¥Y—Y Y=Y
T o fr=2]  L[z=2]" [ 1] [z -2
=3+ 1 {y—1}+§{y—1} [1 2| ly—1
=t +ay+y?—3r—3y+ 3. ¢

8.11 Cviceni

8.1. Naértnéte nékolik vrstevnic (pripiste k nim vysky) téchto funkei dvou proménych:

b) f(xy,29) =21 — 325+ 1

¢) flxy,xs) = af

d) f(x1,29) = af + 43

e) f(x1,29) = af — x5 = (21 + x2) (21 — 22)
f) f(w1,22) = 2129

8.2. Najdéte parametrizaci valce. Piesnéji, najdéte zobrazeni f: R? — R? tak, aby mnozina

£([0,27) x R) byla nekoneény vélec o poloméru r bez podstav.

8.3. Mdme funkci f: R? — R danou vzorcem f(x,y) = In(1+ zy). Mdme bod (xq,y0) = (1, 2).

8.4.

8.5.
8.6.

8.7.

8.8.

a) Je funkce f v bodé (xg, o) spojita?

b) Je funkce f v bodé (z¢, o) spojité diferencovatelnd?

c¢) Je funkce f v bodé (z,yo) diferencovatelna?

d) Najdi totélni derivaci (Jacobiho matici) f'(x,y) funkce f v bodeé (zo,yo).
e) Najdi gradient V f(x,y) funkce f v bodé (xg,yo)-

f) Najdi rez a smérovou derivaci funkce f v bodé (zg,yo) ve smeéru (1, —1).
g) Najdi Hessovu matici funkce f v bodé (zg, yo).

Funkce f: R*> — R je déna vzorcem f(z,y) = max{x,y}. Ve kterych bodech je tato
funkce spojité diferencovatelna? Odpovéd” oduvodnéte.
Najdi totalni derivaci (Jacobiho matici) zobrazeni 1 az 17 z Piikladu 8.3.
Necht’ f(z,y) je diferencovateld funkce dvou proménnych.
a) Spocitej derivaci f podle polarnich souradnic (¢, 7), kde © = rcos ¢, y = rsinp.
b) Bod (z,y) se v case t pohybuje po kiivce dané rovnici (z,y) = (t* + 2t,log(t* + 1)).
Najdéte derivaci f podle casu.
Necht’ f(x,y) je diferencovateld funkce dvou proménnych. Spocitej derivaci funkce g(u) =

f(aTu, ||ul|) podle vektoru u.

Odvod’ co nejjednodussi vzorec pro totalni derivaci (Jacobiho matici) téchto zobrazeni.
Kde je to mozné, odvod’ nejdrive pifimym vypoctem a pak fetizkovym pravidlem.
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8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

) f(x)
) f(x)
) f(x) =g(x ) h(x )(kde g,h: R" — R™ jsou déna)
) f( )ZHg(X)H

e) f(x,y) =xTy (kde tedy f: R*™ — R a derivujeme podle vektoru (x,y) € R??)

Odvod’ totalni derivaci kvadratické formy, misto postupu z Piikladu 8.11 ale pouzij vzorec
(g(x)"h(x))" = g(x)"h'(x) + h(x)"g'(x).
Nadmoiska vyska krajiny je déna vzorcem h(d, s) = 2s*+3sd —d*+5, kde d je zemépisnd
délka (zvétsuje se od zapadu k vychodu) a s je zemépisna sitka (zvétsuje se od jihu
k severu). V bodé (d,s) = (—1,1) urcete

a) smeér nejstrméjsiho stoupani terénu
b) strmost terénu v jihovychodnim smeéru.

V této tloze je logické uvazovat smér jako normalizovany vektor.

Dokazte, ze je-li funkce f: R"™ — R diferencovatelnd v bodé x € R" ve sméru v € R”,
pak pro kazdé o > 0 plati f,(x) = af(x). Jestlize funkce neni totalné diferencovatelna,
ukazte, ze toto nemusi platit pro o < 0.

Spocitejte druhou derivaci f”(x) (Hessovu matici) téchto funkei:

2 2

a) f(z,y)=e"""

b) f(x,y) = log(e® + e¥)

c) f(x)= xT Ax (matice A je ddna, nemusi byt symetrickd)
d) f(x) = g(x)Tg(x) (zobrazeni g: R" — R™ je dédno)

e) f(x)=|[x]

Je ddna funkce f(z,y) = 6xy? — 22° — 3y3. V bodé (zo,y0) = (1, —2) najdéte Taylortv
polynom nultého, prvniho a druhého stupné.
Cemu je roven Taylortiv polynom prvnfho stupné polynomu prvniho stupné (tj. afinni

funkce)? A ¢emu je roven Taylortuv polynom druhého stupné polynomu druhého stupné
(tj. kvadratické funkce)? Proc?

Metoda konecnijch diferenci poc¢ita derivaci funkce priblizné jako

play e LT 0 = (@)

«

kde « je malé ¢islo (dobrd volba je h = /g, kde ¢ je strojova presnost). Toto jde pouzit i
na parcialni derivace. Vymyslete si dvé zobrazeni f: R® — R™ a g: R™ — R! pro néjaké
navzajem ruzné dimenze n, m,[l > 1. Zvolte bod x € R™. Spocitejte priblizné totalni deri-
vace (Jacobiho matice) f'(x) a g'(f(x)) v Matlabu metodou koneénych diferenci. Potom
spocitejte derivaci slozeného zobrazeni (g o f)'(x) jednak metodou konecnych diferenci a
jednak vyndsobenim matic f'(x) a g'(f(x)). Porovnejte.

(%) Necht’ zobrazeni f: R" — R™ je definovano vyrazem f(x) obsahujicim vektor x, kon-
stantni matice a vektory, a operace soucet matic, maticovy soucin a transpozice (napf.
f(x) = Ax + xbTx). Zamyslete se nad tim, zda lze derivaci f'(x) vidy vyjddfit vyra-
zem obsahujicim vektor x, ty samé konstantni matice a vektory, a operace soucet matic,
maticovy soucin a transpozice?
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Napovéda a reseni
8.3.a) Ano, dle Véty 8.1.

8.3.b) Ano, protoze jeji parcidlni derivace 0f(z,y)/0z = y/(1 + zy) a 0f(z,y)/0y = /(1 + zy) jsou
(dle Veéty 8.1) spojité funkce.

8.3.c) Ano, dle Véty 8.3.

8.3.d) fl(z,y)=[y/(1+zy) z/(1+=zy)] € R>? tedy f'(zo,y0) = [2 1] /3.

83.) V(o) = [Pl = |20 T € R vty VG = 2. 1)/3= 3] /5
8.3.f) Rez je p(a) =In[l + (1 + a)(2 — a)]. Smérova derivace je fa,—1)(wo,90) = 1/3.

8.4. Je spoj. diferencovatelnd na mnoziné R?\ { (x,y) | z =y }.

8.6.a) fu(z,y) = —fa(z,y)rsing + fy(z,y)rcosp, fr(z,y) = fo(z,y) cos o+ fy(z,y)sinp

8.6.b) fi(x,y) = 2fulw,y)(t + 1)+ 2tf,(z,y)/(t* + 1)

8.8.¢) Nejjednodussi je elementarni postup. Vysledek bude fadkovy vektor, jehoz prvky budou parcidlni

derivace vyrazu x'y = x1y; + - + Ty, podle 21, ..., Tn, Yis - - -, Yn. Tedy f(x,y) = [yT XT].

Druhd moznost je uvédomit si, ze x’y = z/ Az kde z = (x,y) a A = % [(I) (I)] a tedy f'(x,y) =
fl(z)=2z"TA=2[xT yT]A=[y" xT].

8.9. Dosad’ g(x) = x a h(x) = Ax.

8.10.a) (5,1)/v/26

8.10.b) (5,1)T(1,-1)/v2 =22

8.11. pro a > 0 dokazte piimo z definice (8.19). Pro a < 0 viz Piiklad 8.16.

202 —1  2axy }

—x2 2
8.12.a) 2e [ 2wy P o1

Tty 1 —1
8.12.c) f"(x)= A+ AT
m
8.12.d) f"(x) = 2¢'(x)Tg'(x) + ZZgi(x)g;'(x) (vyraz nejde napsat ¢isté v maticové formeé, nutno
=1
pouzit sumu)
8.13. T(OL_Q) (z,y) = 46, T(117_2) (x,y) = 182 —60y—92, T(%,_Q) (z,y) = —622 —24xy— 182+ 241>+ 60y +46

8.14. V obou piipadech je roven puvodnimu polynomu. Ty piece urcité maji nulté a prvé (a piip.
druhé) derivace stejné jako puvodni polynom.
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Kapitola 9

Extrémy funkce na mnoziné

Extrémy funkce na mnoziné jsme uz zminili v §1.2, zde si o nich fekneme vice. Kapitola je
opakovanim nékterych zakladnich véci z matematické analyzy a néco navic.

9.1 Vnitrek a hranice mnoziny

Oznacme jako
B:(x) ={yeR"|[[x—yll<e} (9.1)

n-rozmérnou kouli bez hranice! se stiedem x € R" a polomérem £ > 0. Vsimnéte si, Ze pro

specidlni ptipad n = 1 je mnozina (9.1) interval B.(z) = (x — ¢,z + ¢).

Meéjme nyni mnozinu X C R”. Bod x € R" se nazyva jeji

e vnitini bod, jestlize existuje ¢ > 0 takové, ze B.(x) C X,

e hranic¢ni bod, jestlize pro kazdé ¢ > 0 je Bo(x) N X # (0 a Bo(x) N (R"\ X) # 0 .
Vsimnéte si, ze hrani¢ni bod mnoziny nemusi patrit do této mnoziny. Pokud lezi bod v mnoziné,
je bud’ vnitini nebo hrani¢ni, ale ne oboji najednou (dokazte!). Vnitiek [hranice] mnoziny je
mnozina vSech jejich vnitinich [hrani¢nich| bodu.

Mnozina se nazyva otevienad, jestlize vSechny jeji body jsou vnitini. Mnozina se nazyva
uzaviena, jestlize obsahuje kazdy svuj hraniéni bod. Lze dokazat, Zze mnozina X je uzaviend
[oteviend], prave kdyz jeji doplnék R™\ X je otevieny [uzavieny|. Otevienost a uzavienost se
nevylucéuji: mnoziny () a R jsou zdroven oteviené i uzaviené. Naopak, nékteré mnoziny nejsou
ani oteviené ani uzaviené, napf. interval (0, 1].

Mnozina X je omezen4, jestlize existuje r € R takové, ze ||[x—y|| < r pro vsechna x,y € X.
Jinymi slovy, mnozina se ‘vejde’ do koule koneéného pruméru.

Priklad 9.1. Mdme mnozinu { (z,y) € R? | 2> +y* <1, y > 0} U {(1,1)} na obréazku:

Mohli bychom pouzit i kouli s hranici {y € R" | ||x — y|| < ¢}. Podobné, norma v (9.1) miize byt
eukleidovskd, ale i libovolnd jind vektorové p-norma (viz §12.4.1). Vnitiek a hranice kazdé mnoziny by se tim
nezmeénila.
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Bod a je vnitini bod mnoziny, protoze existuje koule (s nenulovym polomérem!) se stfedem a,
ktera celé lezi v mnoziné. Bod b je hranicni, protoze kazda koule se sttedem b ma neprazdny
prunik s mnozinou i s jejim doplikem. V§imnéte si, ze b nepatii do mnoziny. Bod a neni hrani¢ni
a bod b neni vnitini. Bod ¢ neni vnitini, je hrani¢ni a patii do mnoziny. Bod (1, 1) (ktery patti
do mnoziny, viz jeji definice vyse) je hranicni.

Mnozina neni oteviend, protoze napt. bod ¢ neni vnitini. Neni ani uzaviend, protoze napft.
bod b je hranic¢ni ale nepatii do mnoziny. Mnozina je omezena. ¢

Piiklad 9.2. Bod 1/2 je vnitini bod intervalu (0,1] C R a body 0 a 1 jsou hrani¢ni. ¢

Priklad 9.3. Mnozina [0,1] x {1} = {(z,y) | 0 <z <1, y =1} C R? (tisecka v roviné) nem4
zadné vnitini body. Vsechny jeji body jsou hraniéni, je tedy sama svou vlastni hranici. Neni
oteviena, je uzaviend, je omezena. ¢

Priklad 9.4. Kruznice v roviné { (z,y) € R? | 22 +y? = 1 } nem4 zadné vnitin{ body, viechny
jeji body jsou hrani¢ni. Podobné pro n-rozmérnou sféru {x € R" | ||x|| =1}. ¢

Priklad 9.5. Mé&jme kruh bez hranice { (z,y) € R? | 22 + y* < 1}. Vsechny jeho body jsou
vnittn{. Jeho hranice je kruznice { (z,y) € R? | 2 + y*> = 1 }. Podobné pro n-rozmérnou kouli
bez hranice {x € R" | [|x]| < 1}. ¢

9.2 Existence globalnich extrémiu

Zopakujme (§1.2), ze funkce f: R” — R nabyvéa na mnoziné X C R" v bodé x € X svého
e minima, jestlize f(x) < f(x’) pro v8echna x’' € X,
e ostrého minima, jestlize f(x) < f(x') pro vSechna x’ € X \ {x}.

Pro odliseni od lokdlnich minim (viz dale) se tato ‘oby¢ejnd’ minima ¢asto nazyvaji globdlni
minima. Hodnota minima je pak ¢islo f(x) = miglf f(x'). Tedy hodnota minima je nejmensi
x'e

prvek mnoziny (promyslete!)
fX)={/x)[xe X} CR,

ktera je obrazem mnoziny X v zobrazeni f (viz §1.1.2). Funkce na mnoziné nemusi mit mini-
mum, nebot” mnozina f(X) nemusi mit nejmensi prvek.
Pro maxima jsou definice analogické, minima a maxima se dohromady nazyvaji extrémy.

Piiklad 9.6. Funkce f(z) = 2 nemd na mnoziné (0,1) € R (otevieny interval) minimum,
nebot’ mnozina f((0,1)) = (0,1) nemd nejmensi prvek. ¢
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Priklad 9.7. Funkce f(x,y) = x + y neméd na mnoziné X = {(z,y) € R* | 22 +¢*> < 1}
minimum, nebot’ mnozina f(X) = (—v/2,v/2) nema nejmensi prvek. ¢

Uvedeme nyni (bez dukazu) néasledujici zasadni skutecnost:

Véta 9.1. Spojité zobrazeni uzaviené omezené mnoziny je uzaviena omezena mnozina.

Tedy mame-li uzavienou a omezenou mnozinu X C R" a spojité zobrazeni f: R” — R™, pak
mnozina f(X) = {f(x) | x € X } C R™ bude také uzaviend a omezend?.

Mohlo by se zdat, ze spojité zobrazeni bude zachovavat uzavienost bez omezenosti nebo
omezenost bez uzavienosti. Je snadné najit protipiiklady.

Piiklad 9.8. Necht’ X je interval [1,4+00) C R. Tato mnozina je uzaviend a neni omezena.
Spojité zobrazeni f(x) = 1/x zobrazi tuto mnozinu na mnozinu f(X) = (0, 1], kterd neni
uzaviend a je omezena. ¢

Priklad 9.9. Uvazujme spojité zobrazeni f: R — R" s hodnotami

X

flx) = ——. 9.2

™) = 62)

Mnozina R™ je uzaviend, oteviend a neomezena. Mnozina f(R™) je oteviend a omezena: je to

jednotkova koule (bez hranice). Pro ilustraci je na obrazku mnozina f(X) pro X = (R x Z) U
(Z x R) C R? (tedy X je miizka v roving, rozmyslete!):
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Véta 9.1 ma dulezity dusledek pro optimalizaci, ktery je znam jako véta o extrémni hodnoté

nebo Weierstrassova véta.

Dusledek 9.2 (Weierstrassova véta). Spojita funkce f: R™ — R nabyvd na uzavriené
omezené mnoziné X C R™ svého minima.

Diikaz. Pro funkci f: R™ — R je obraz uzaviené omezené mnoziny X C R” uzaviend omezend
mnozina f(X) C R. To ale nemuze byt nic jiného nez uzavieny konecny interval nebo sjednoceni
takovych intervalu. Takovd mnozina jisté ma nejmensi prvek. [

Zduraznéme, ze Weierstrassova véta udava pouze postacujici (avsak ne nutné) podminky
pro existenci minima funkce na mnoziné. Napt. funkce f(z) = 2* m4 na mnoziné R minimum,
i kdyz mnozina R neni omezena.

2Mnozinam, které jsou zarovei uzaviené a omezené, se iikéd také kompakini.
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9.3 Lokalni extrémy

Funkce f: R™ — R nabyva na mnoziné X C R"™ v bodé x € X svého lokalniho minima,
jestlize existuje € > 0 tak, ze funkce f nabyva na mnoziné X NB.(x) svého (globalniho) minima
(tuto definici promyslete, je dulezitd!). Analogicky muzeme definovat ostra lokalni minima.
Maximum, lokalni maximum a jejich ostré verze se definuji obdobné. Kazdé minimum funkce f
je zéroven lokdlni minimum funkce f (pro¢?), naopak to ale obecné neplati.

(Muzeme prirozené mluvit i o lokdlnich minimech/maximem /optimech optimaliza¢ni tlohy
ve standardnim tvaru (1.10), coz jsou lokdlni minima/maxima ucelové funkce f tlohy na mno-
ziné (1.12) jejich ptipustnych fesent.)

Kazdy bod mnoziny X C R" je bud’ vnitini nebo hrani¢ni. Extrém x (globalni ¢i lokalni)
funkce f: R™ — R na mnoziné X se nazyva volny kdyz x je vnitini bod mnoziny X, a vazany
(mnozinou X) kdyz x je hrani¢ni bod mnoziny X.

Tvrzeni 9.3. Necht’ f: R" — R a necht’ x je vnitini bod mnoziny X C R".
Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

e x je lokdlni minimum [maximum]| funkce f na mnoziné X.

e x je lokdlni minimum [maximum]| funkce f na mnoziné R".

Dukaz. Necht’ x € X je lokdlni minimum f na R™, tedy (globalni{) minimum f na B.(x). Pak
ovSem je x také (globalni) minimum f na mnoziné X N B.(x), tedy lokalni minimum f na X.
Necht’ x je lokdlni minimum f na X, tedy (globalni) minimum f na mnoziné X N B.(x).
Protoze x je vnitini bod mnoziny X, muzeme ¢ zmensit tak, ze B.(x) C X. Pak x bude stéle
(globélni) minimum f na mnoziné X N B.(x) = B.(x) a tedy lokdln{ minimum f na R".
Dukaz zjevné zustane v platnosti, nahradime-li minima maximy. [

Tvrzeni 9.3 ukazuje, Ze neni velky rozdil mezi volnymi lokalnimi extrémy na mnoziné X a
lokalnfmi extrémy na R™. Rik4, ze bod je volny lokéln{ extrém f na X, prave kdyz je to lokdln{
extrém f na R™ a zaroven vnitini bod mnoziny X. Tedy abychom nasli volné lokalni extrémy f
na X, staci najit lokdlni extrémy f a zahodit ty, které nejsou vnitinimi body mnoziny X.

Muze nastat specidlni situace, kdy bod je lokdlni minimum |[maximum] f na R™ a zdro-
ven hraniéni bod mnoziny X. Pak, dle definice vysSe, povazujeme tento bod za vézané lokalni
minimum [maximum| f na X, i kdyz ho mnozina X vlastné nijak neomezuje.

Piiklad 9.10. Funkce jedné proménné na obrazku nabyva na uzavieném intervalu [a, f] C R
v bodé a globalniho (a tedy i lokdlniho) maxima, v bodech b, e globalniho (a tedy i lokélniho)
minima, v bodé ¢ lokalniho maxima a zaroven lokalniho minima, v bodé d lokalnitho maxima,
v bodé f lokdlniho maxima. Extrémy v bodech a,b,d, e, f jsou ostré. Extrémy v bodech a, f
jsou vazané, v bodech b, ¢, d, e jsou volné.
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Piiklad 9.11. Necht’ X C R? je kruznice a funkce f: R? — R m4 vrstevnice jako na obréazku:

V bodé x* nabyvé funkce f na mnoziné X globalniho (a tedy i lokdlnitho) minima, protoze
v zddném bodé na kruznici X nemd funkce mensi hodnotu nez f(x*) = 2. V bodé x nabyva
funkce f na mnoziné X lokalniho minima, protoze existuje € > 0 tak, ze funkce f nabyva na
¢asti kruznice B.(x)NX svého (globdlniho) minima. Oba extrémy jsou véazané, protoze body x*
a x jsou hrani¢ni body mnoziny X (mnozina X vnitini body nem4, viz Priklad 9.4). ¢

Piiklad 9.12. Funkce f(x) = x; na mnoziné {x € R" | ||x]| < 1} ma v bodé (—1,0,...,0)
vazané globalni (a tedy i lokdln{) minimum. ¢

Priklad 9.13. Libovolnd funkce f: R — R m& na mnoziné Z (mnozina celych ¢isel) v libovol-
ném bodé x € Z lokalni minimum i lokalni maximum. ¢

9.4 Cviceni

9.1. Mame mnoziny X = [—1,1] x {0} aY = [—1, 1] x [-1, 1]. Na¢rtnéte nasledujici mnoziny:

a) {x€R?|1>minyex ||x -yl }

b) {x e R? ’ 2 > maxyex [x —y| }

c¢) vrstevnice vysky 1 funkce f(x) = minyey ||x — ||
d) vrstevnice vysky /2 funkce f(x) = maxyey ||x — y|

9.2. Nacrtnéte nésledujici mnoziny (jednd se o podmnoziny R? nebo R?):

a) [=1,0] x {1}
b) Z X7

c) Rx2Z

d) (R x Z) U (Z x R)

) {(zy) €R? |22 132 =1} x R

f) {(z,y) eR* |2 >0,y>0, zy=1}
g) {(z,y) € R* | min{z,y} =1}

9.3. Co je vnittek a hranice téchto mnozin?

D

a) Mnozina redlnych ¢isel R

b) Uzavieny interval [a,b] ={z €R|a <z <b}
¢) Mnozina racionélnich ¢éisel Q

d) Mnozina (9.1)
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e) {
f) {
g) 1
h) {
i) {xeR"|aTx=10}, kde a € R", b € R (nadrovina)

1)
i) {xeR*|b<alx<c}, kdeac R" bce€R (panel)
k) {x € R" | Ax=b} (afinni podprostor R™)

x
x
r,y) ER? |zy <1, 2>0,y>0}
x € R" | max} ;x; <1}

9.4. Kazdé z nésledujicich mnozin je sjednocenim kone¢ného poctu (otevienych, uzavienych
¢i polouzavienych) intervali. Najdéte tyto intervaly. Piiklad: {z? | 2 € R} = [0, +00).
a) {1/z|x>1}
b) {1/z ]zl =1}
c) {e” |z eR}
d) {z+yla?+y? <1}
) {z+yla®+y* =1}
) {z—yla®+y*=1}
g) {lzl+yll2®+y* =1}
h) {1+ +z, | xeER", 23+ +22 =1}
DAz+yllzl =1, Jyl =1}

@

9.5. (x) Je-li f zobrazeni z Prikladu 9.9, fekli jsme, ze mnozina f(R") =
obrazu tohoto zobrazeni je oteviend jednotkova koule, kterou (dle (9
Bi1(0,,). Dokazte (viz §1.1.2), ze

{f(x) [ x € R}
1)) oznacme jako

1. Zobrazeni f: R" — B;(0,) s hodnotami danymi vzoreckem (9.2) je bijektivni.
2. Najdéte zobrazeni k nému inverzni.

9.6. Najdeéte vsechny (globalni i lokéln{) extrémy funkce f(z,y) = =+ y na mnoziné { (z,y) €
R?|y=22 y<1}.
9.7. Najdi (ivahou, bez pouziti derivaci) vsechny extrémy funkce

a) f(x)=alx (vektor a € R" je ddn)
b) f(x) =x"x

na mnoziné

a) R"

b) {xeR| x| =1}

o) {xeR | x| <1)

Q) {x e R"| x| <1}

e) dany linedrni podprostor prostoru R”
f) dany afinni podprostor prostoru R”
g) {xeR"| —1<1"x<1}

U kazdého extrému uréi, zda je lokdlni/globalni, ostry/neostry, volny/vazany.
9.8. Necht’ f: R" - R ax e X' C X CR" Uvazujme dva vyroky:
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9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

1. Funkce f ma v bodé x lokalni minimum na mnoziné X.
2. Funkce f mé v bodé x lokdlni minimum na mnoziné X’.
Vyplyvéa druhy vyrok z prvniho? Vyplyva prvni vyrok z druhého? Odpovédi dokazte.

Muze se stat, ze funkce méa na mnoziné lokdlni minimum ale neméa na ni globalni mini-
mum? Odpoveéd’ dokazte.

Muze nekonstantni linearni funkce nabyvat na mnoziné lokalniho extrému ve vnitfnim
bodé této mnoziny? Odpovéd’ dokazte.

Dokazte, ze pro libovolné funkce fi,..., f,: R — R plati
xl,..%gleR"[fl(Xl) +oot fm(Xm)] = )I(rel[lRI}L fl(X) +oet ){Iég}l fm(X)v (93)
tedy minimalizace funkce f(xi,...,X;,) = fi(x1)+ -+ fi(Xm) se rozpadne na m neza-

vislych minimalizaci.
(%) Plati tvrzeni i tehdy, kdyz nahradime souc¢et maximem nebo minimem? Obecnéji, pro

jaké funkce g: R™ — R plati

min _ g(fi(x1), ..., fm(Xm)) = g(min fi(x),..., min f,,(x))? (9.4)

X1,...,Xm ER™ x€R™ x€R™

Platilo by Tvrzeni 9.3, kdyby se v ném slovo ‘lokalni’ nahradilo slovem ‘globédlni’? Odpo-
véd’ dokazte.

Napovéda a reseni

9.3.c)
9.5.

9.6.

9.8.

Vnitrek je () a hranice je R.

Inverze k f je zobrazeni , tj. £~': B1(0,) — R™ s hodnotami f~!(y) = LT To dokézeme
L=-y'y

ovérenim, ze g(f(x)) = x pro x € R" a f(g(y)) = y proy € B1(0,), coz udélame dosazenim

vzorecku do sebe. Bijektivnost obou zobrazeni plyne z existence inverze.

(1,1) je glob. maximum, (—%, %) glob. minimum, (—1,1) lok. maximum. To je vidét z obrézku

(nakreslete!). Jiny postup je eliminovat proménnou y, ¢imz tilohu prevedeme na hledani extrému
funkce  + 22 na intervalu [—1, 1].

Druhy vyrok plyne z prvniho. Naopak to ale neplati, protipiiklad je X =R, X' = [0,1], f(z) = =.
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Kapitola 10

Volné lokalni extrémy

Zde se budeme vénovat podminkam a algoritmium na volné lokalni extrémy diferencovatelnych
funkci. Diky Tvrzeni 9.3 misto volnych lokalnich extrému funkei f: R” — R na mnoziné X C R"”
budeme uvazovat pouze lokalni extrémy funkce f na mnoziné R".

10.1 Analytické podminky

Je-li smérova derivace funkce f: R" — R v bodé x ve sméru v kladna, tj. fy(x) > 0, funkce
v bodé x ve sméru v stoupd. Podobné, je-li fy(x) < 0, funkce v bodé x ve sméru v klesa.
Upfesnéme, co to znamena:

Tvrzeni 10.1. Necht’ funkce f: R" — R je diferencovatelna v bodé x € R" ve sméruv € R".
e Jestlize f,(x) > 0, pak existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé a € (0,0] je f(x + av) > f(x).
e Jestlize f,(x) < 0, pak existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé a € (0,0] je f(x + av) < f(x).

Diikaz. Zokakujme definici smérové derivace (8.19):

fv(x) = lim g(a) = a, kde g(a)= f(x+av)— f(x).

a—0t (6%

Dle definice limity zprava (viz kazd& ucebnice analyzy) pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
pro kazdé o € (0,0] plati |g(a) — a|] < e. Jestlize a > 0, existuje tedy 0 > 0 tak, ze pro kazdé
a € (0,9] plati g(a) > 0, tedy f(x+ av) — f(x) > 0. Pfipad a < 0 se dokéze obdobné. |

Jestlize fy(x) > 0 [fy(x) < 0], smér v nazveme vzestupny [sestupny| smér (angl. ascent
[descent] direction) funkce f v bodé x. Dle Tvrzeni 10.1 muzeme v tom piipadé hodnotu funkce
zveét§it [zmensit] malym posunutim bodu x ve sméru v. Z toho ihned plyne nutnd podminka
na volné lokalni extrémy:

Véta 10.2. Necht” funkce f: R™ — R je diferencovatelna v bodé x € R™ ve sméru v € R™.

e Jestlize x je lokalni minimum funkce f, pak f,(x) > 0.

e Jestlize x je lokalni maximum funkce f, pak f,(x) <0.

Dukaz. Jestlize fy(x) < 0, pak dle Tvrzeni 10.1 pro kazdé ¢ > 0 existuje a > 0 tak, ze
X+ av € B.(x) a f(x+ av) < f(x), tedy x neni lokalni minimum funkce f. Obdobné pro
maximum. [ |
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Vétu 10.2 moc ¢asto nepouzijete, protoze malokdy potkate funkci, kterd by v bodé byla
diferencovatelnd v néjakém smeéru ale nebyla v ném (totalné) diferencovatelna. Je-li funkce
(totélneé) diferencovatelnd, podminka na volné lokélni extrémy se zjednodusi:

Véta 10.3. Necht’ funkce f: R" — R je v bodé x € R™ (totdlné) diferencovatelnd.
Jestlize x je lokdlnf extrém (tj. minimum ¢i maximum) funkce f, pak Vf(x) = f'(x)T = 0.

Dukaz. Protoze f je v bodé x diferencovatelnd, dle Veéty 8.5 je fy(x) = f/(x)v. Jestlize f'(x) #
0, pak existuje smér v € R" tak, ze fy(x) = f'(x)v>0a f_(x) = —f'(x)v < 0. Dle Véty 10.2
tedy x neni lokalni minimum ani maximum. [ |

Jestlize je funkce f v bodé x totdlné diferencovatelna a plati f/(x) = 0 (tj. vSechny parcialni
derivace funkce f v bodé x jsou nulové), bod x se nazyva stacionarni bod funkce f. Véta 10.3
tika, ze stacionarni body jsou body ‘podezrelé’ z volného lokélniho extrému. Véta ovsem svadi
k pouziti v situacich, kdy nejsou splnény jeji predpoklady. Uved'me piiklady téchto situaci:

Priklad 10.1. Funkce f(x) = ® mé& v bodé 0 staciondrni bod, ale nem4 tam lokéln{ extrém. 4

Priklad 10.2. V Piikladu 9.10 jsou predpoklady Véty 10.3 splnény pouze pro body b, ¢, které
jsou staciondrni a vnitini. Body a, f jsou hrani¢ni (tedy ne vnitini) body intervalu [a, f] a
v bodech d, e neni funkce diferencovatelna. ¢

Piiklad 10.3. Funkce f(x) = ||x|| ma na hyperkrychli X = {x € R"| =1 <x <1} vbodé0
volné lokalni minimum (nakreslete si mnozinu X a vrstevnice funkce f pron =1 a pron = 2).
Nemd tam ale stacionarni bod, protoze tam neni totalné diferencovatelna, a tedy nelze pouzit
Vétu 10.3 (Ize ovsem pouzit Tvrzeni 10.1, protoze f je v bodé 0 diferencovatelnd ve vsech
smérech). Ddle mé funkce na mnoziné X vazana lokalni maxima ve vsech jejich rozich (napf.
v bodé 1), coz jsou jeji hranicni body. Bod 1 ovSem neni stacionarni bod funkce f. ¢

Véta 10.3 udava podminku proniho rddu na volné lokalni extrémy, protoze obsahuje prvni
derivace. Nasledujici podminka druhého rddu pomuze zjistit, zda je stacionarni bod volnym
lokélnim extrémem, pripadné jakym:

Véta 10.4. Necht’ funkce f: R™ — R je v bodé x € R" dvakrat diferencovatelna.
e Jestlize x je lokdlni minimum [maximum] funkce f,
pak plati f'(x) = 0 a Hessova matice f"(x) je positivné [negativné] semidefinitni.

e Jestlize plati f'(x) = 0 a Hessova matice f”(x) je positivné [negativné| definitni,
pak x je ostré lokdlni minimum [maximum]| funkce f.

Vsimnéte si:
e 7 Véty 10.4 plyne, ze kdyz f”(x) je indefinitni (tedy neni ani positivné semidefinitni ani
negativné semidefinitni), pak x neni lokalni extrém. Bod x, ve kterém f’(x) = 0 a matice
f"(x) je indefinitni, se nazyva sedlovy bod funkce f.

e Je-li matice f”(x) (positivné ¢i negativné) semidefinitni, véta nefika nic o tom, zda funkce
v bodé x m4 nebo nem4 lokaln{ extrém. Piiklady jsou funkce 2 a z* v bodé 0.
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Vétu 10.4 nebudeme dokazovat, uvedeme jen duvod, diky kterému ji snad ochotnéji uvérite.
Misto funkce f vySetfujme v blizkosti bodu x jeji Tayloruv polynom druhého stupné (8.23c),

Tiy) = f(x)+ f'(X)(y —x) +3(y = x)7f"(x) (y — x).
0

Protoze f’(x) = 0, linedrni ¢len je nulovy a polynom je tedy kvadratickd forma posunuta do
bodu x. Zda funkce T2 ma ¢i nemé v bodé x extrém bychom tedy mohli urcit podle Véty 6.7
z definitnosti matice f”(x). Zde oviem vySetfujeme funkci f a ne jeji aproximaci T2, proto pro
lokélni extrém nestaci (positivni ¢ negativni) semidefinitnost f”(x).

Piiklad 10.4. Extrémy kvadratické funkce (6.15) umime hledat pomoci rozkladu na ¢tverec.
Ovsem je to také mozné pomoci derivaci. Podminka stacionarity je

d
d—(XTAX +b'x+c)=2x"A +b" =0.
x
Po transpozici dostaneme rovnici (6.17a). Druh extrému uréime podle druhé derivace (Hessi-
anu), ktery je roven 2A (predpokladdme symetrii A). To souhlasi s klasifikaci extrému kvadra-

tické formy z §6. ¢

Podotknéme, ze ovérovani podminek druhého fadu pro funkce mnoha proménnych muze
byt nepiijemné a ¢asto se snazime tomu vyhnout (uz nalézt Hessidn muze byt problém, natoz
ovérovat jeho definitnost). Misto toho se snazime vymyslet jiny (jednodussi) dukaz, ze dany
stacionarni bod je/neni lokalni minimum/maximum.

10.2 Iterac¢ni metody na volné lokalni extrémy

Déle se budeme vénovat numerickym iteraénim metoddam! na hledani volnych lokalnich extrému
(budeme uvazovat pouze minima) diferencovatelnych funkci f: R™ — R. Poéinaje poc¢atetnim
odhadem x, € R" feSeni, itera¢ni metoda postupné vytvaii posloupnost xi,Xs, ..., kterd za
priznivych okolnosti konverguje k feseni ilohy (tj. k lokdlnimu minimu).

Bod x4 zavisi na predchozim bodu x; a hodnoté icelové funkce f a piip. (pokud je funkce
diferencovatelnd) na jejich derivacich v tomto bodé, nékdy téz na hodnoté prip. derivacich v
nékolika minulych bodech x;_1,Xj_o, . ... Rddem metody se mysli nejvyssi fad pouzité deri-
vace: metody nultého Tddu (také zvané metody bez derivact, derivative-free methods) pouzivaji
jen funkéni hodnoty, metody pruniho rddu navic prvni derivace, a metody druhého rddu navic
druhé derivace. Metody vyssiho nez druhého tadu se uzivaji ziidka.

Zakladni otazka je, zda metoda konverguje k (néjakému) lokdlnimu minimu a kdyz ano, tak
jak rychle. Timto se zabyva konvergencéni analyza metody a prislusné matematické véty jsou
zaviseji na vlastnostech funkce f a na volbé pocatecniho odhadu xy. Metody vyssiho tadu
obvykle konverguji k lokdlnimu minimu pro mensi mnozinu funkci f a pocateénich odhadu xq,
ale kdyz konverguji, tak konverguji obvykle rychleji nez metody nizstho radu.

Zde se zaméfime na tiidu metod zvanych sestupné metody?, jejichz iterace ma tvar

Xk+1 = Xk + ALV, (101)

1Schvalné piseme metody a ne algoritmy, nebot’ algoritmus by mél skonéit po koneéném poctu operaci, kdezto
itera¢ni metoda typicky pouze konverguje v nekone¢ném poctu iteraci.
2Existujf i metody, ve kterych smér vy nenf vzdy sestupny (napt. subgradientni metody).
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kde v, € R"™ je sestupny smeér v bodé x; (tedy fy,(xx) < 0) zvany smér hledani a skaldr
ay > 0 je délka kroku v k-té iteraci. Metoda v kazdé iteraci zvoli smér hledani a délku kroku
a provede aktualizaci odhadu dle (10.1). Volba sméru hledéni je klicovy znak pro rozliseni
jednotlivych metod.

10.2.1 Volba délky kroku
Maéame-li smér hledani vy, zde jsou nejbéznéjsi zpusoby jak volit délku kroku ay:

o Optimalni délka kroku. Je-1i smér vy, sestupny, dle Tvrzeni 10.1 existuje délka kroku oy > 0
tak, ze f(xpi1) < f(xx). Nejlepsi délka kroku oy je minimum tezové funkce

o) = f(xi + avy) (10.2)

na intervalu (0,00). Tato tloha je v kontextu vicerozmérné optimalizace nazyvéana jedno-
rozmeérné hledani (angl. line search).

o Priblizné optimdlni délka kroku. Obvykle neni chytré hledat globdlni minimum (na intervalu
(,00)) funkce (10.2) (ledaze by jeji feseni slo hledat velmi levné), protoze se stejné v pristi
iteraci pohneme jinam. Proto se ¢asto fesi priblizné. Na néjaky algoritmus hledajici priblizné
minimum funkce jedné proménné byste snadno pfisli. Ovsem ne kazdy takovy algoritmus
garantuje dobré konvergencni vlastnosti iterac¢ni metody.

Oblibend metoda zajist'ujici dobré konvergencni vlastnosti je backtracking line search. Hle-
ddme « spliujici tzv. Armijo-Goldsteinovo pravidlo: pro néjakou konstantu ¢ € (0, 1) musi
byt

fxr+avy) = (o) < fxx) + caf'(xp)vi = @(0) + cag'(0). (10.3)
Vsimnéte si, ze vyraz ¢(0) 4+ ag’(0) je Tayloruv polynom prvniho stupné funkce ¢ v bodé 0
(tedy afinni funkce proménné ), tedy ¢(0) + cag’(0) je tato afinni funkce s mirnéjsim
smeérnici, viz obrazek:

©(0) o(a)

0 ©(0) + ¢'(0)ax 0(0) + c¢' (0)ar

Toto pravidlo samo nestaci, protoze kazda dostatecné mald hodnota o > 0 ho spliuje.
Proto se uziva v jednoduchém algoritmu: na zacatku zvolime néjakou maximalni hodnotu «
a parametry ¢,7 € (0,1) a pak zmensujeme « jeho ndsobenim ¢islem 7, dokud nezaéne
platit (10.3).

e Pevnd posloupnost délek kroku. V tomto ptipadé délky kroku ay > 0 zaviseji pouze na k.
Obvykle se vyzaduje, aby posloupnost (ay) spliovala

lim ay = 0, Zak = 00. (10.4)
k=1

k—o0
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Druhd podminka je nutnd, protoze vzdélenost ||xo — x*|| mezi poc¢atecnim odhadem a hle-
danym feSenim muze byt libovolné velka. VSimnéte si, ze i kdyz jsou sméry vj sestupné,
pevna posloupnost délek kroku nezajist'uje monoténni pokles funkce f (tedy pro néjakd k
muze byt f(xk41) > f(xx))-

o Konstantni délka kroku. Délka kroku je konstantni, oy, = o > 0 pro kazdé k.

10.3 Gradientni metoda
Tato nejjednodussi metoda voli smér sestupu jako zaporny gradient funkce f v bodé x:
vi = —f'(xp)" = =V f(xz). (10.5)

Tento smér je sestupny, coz je okamzité vidét dosazenim do (8.21).

Vyhodou gradientni metody je spolehlivost, dana tim, ze smér (10.5) je vzdy sestupny. Nevy-
hodou je ¢asto pomald konvergence. Lze dokazat, ze za jistych nepfilis omezujicich predpokladi
gradientni metoda v okoli lokdlntho minima konverguje tzv. linedrné (tj. vzdalenost od lokal-
ntho minima klesd geometrickou fadou). Ovsem linedrni konvergence muze byt nékdy pomala:
to tehdy, kdyz funkce v okoli lokalniho optima je v nékterych smérech mnohem protazenéjsi
nez v jinych (presnéji, kdyz vlastni ¢isla Hessianu f”(x) jsou velmi ruznd).

Priklad 10.5. Hledejme minimum kvadratické formy f(z,y) = (az® + 3?)/2 (kde a > 0)
gradientni metodou s pocatetnim bodem (zg,yo) = (1, a). Minimum se nabyvé v bodé (z,y) =
(0,0). Pti presném feseni problému (10.2) je k-t4 iterace rovna (odvod’te!)

a—1\" a—1\"
_ (- _ _ 10.6
n=(-251)  w=a(25) (10.6)

Vidime, ze konvergence je velmi pomala pro a < 1 nebo a > 1. ¢

10.3.1 Zavislost na linearni transformaci souradnic

Transformujme vektor proménnych x linearni transformaci y = Ax, kde A je regularni matice.
Je jasné, ze funkce f puvodnich proménnych x bude mit stejné extrémy jako funkce

9(y) = f(x) = f(A™Yy).
[terace gradientni metody v novych proménnych je
Vi1 = Ye — e g (yr)"- (10.7)
Zjistime, jaké iteraci to odpovida v puvodnich proménnych. Z fetizkového pravidla mame
J(y) = f(ATy)A™ = f(x)A7"
Dosazenim za y a ¢'(y) do (10.7) a upravou (proved’te!) dostaneme
Xp1 = Xp — ap (ATA) T (x) T (10.8)
To 1ze napsat ve tvaru (10.1) se smérem hledani

vi = —(ATA) 7/ (xp)". (10.9)
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Tento smér se lis{ od ptvodniho sméru (10.5) vyndsobenim matici (AT A)~!. Vidime, ze gradi-
entni metoda nent invariantni vaci linearni transformaci soufadnic.

Novy smér (10.9) je také sestupny, tj. —f(xx)(ATA) ™1 f/(x;)T < 0, nebot’ matice ATA a
tedy i jeji inverze je positivné definitni (viz Cviceni 6.20 a 6.19).

Na vzorec (10.9) se Ize divat jesté obecnéji. Je jasné, ze smér vy, = —C; ' f/(xx)7 je sestupny,
je-li matice Cy je positivné definitni. Opacné, kazdy sestupny smér lze napsat takto. Uvidime,
ze metody uvedené dale budou mit vzdy tento tvar sestupného sméru, ovsem matice Cy bude
jina v kazdém kroku.

10.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda (presnéji Newton-Raphsonova, také se ji tikd metoda tecen) je slavna
iteracni metoda na TeSeni soustav nelinedrnich rovnic. Lze ho pouzit i na minimalizaci funkce
tak, ze hledame jeji bod s nulovym gradientem. Oba zpusoby pouziti popiSeme.

10.4.1 Pouziti na soustavy nelinearnich rovnic

Necht’ g: R™ — R™ je diferencovatelné zobrazeni. Chceme fesit rovnici g(x) = 0, coz je soustava
n rovnic s n neznamymi. Myslenka Newtonovy metody je jednoducha: misto hledani nulového
bodu zobrazeni g (coz je obecné velmi obtizné) opakujeme iteraci, kterd najde nulovy bod afinni
aproximace zobrazeni g v okoli aktudlniho odhadu (coz je snadné).

Afinn{ aproximace zobrazeni g v okoli bodu xy, je zobrazeni (viz (8.7) nebo (8.24))

Ty, (%) = g(xi) + &' (%) (x — xp). (10.10)

Dalsi odhad x;41 najdeme feSenim nehomogenni linedrni soustavy T}ck (xx+1) = 0. Pokud je
Jacobiho matice g'(x;) reguldrni, fesenim je

X1 = X — g,(Xk)_lg(Xk)- (10.11)

Viz obrazek:

X" Xpp1 Xp

Hlavni vyhodou Newtonovy metody je, ze v blizkém okoli feseni obvykle konverguje velmi
rychle, tzv. superlinedrné, mnohem rychleji nez gradientni metoda). Nevyhodou je, ze je obvykle
nutno zacit s pomérné presnou aproximaci x, skute¢ného reseni, jinak metoda snadno diverguje.

Priiklad 10.6. Babylonskd metoda na vypocet druhé odmocniny ¢isla a > 0 opakuje iteraci

1 a
Th41 = —(SUk + —>
2 Ll

139



To nenf nic jiného nez Newtonova metoda pro rovnici 0 = g(x) = 22 — a. Opravdu,

glzx) —  xp—a 1( a):;(

Th1 = T — = Tk TR T\ T

a
g'(zx) 2xy, T,

Priklad 10.7. Hledejme prusecik (z,y) € R? dvou rovinnych kiivek danych rovnicemi
(z—1)*+y* =1,
4yt =1.
Méame
-1 +y2 -1 2 ) C[2(z-1) 2y
g(l',y)—|: .T4—|—y4—1 GRa g(l',y)— 41,3
[terace (10.11) je
~1
wep| _ o] 20z —1) 2y (zp —1)2+yi —1
Yk+1 Yk Az} 4y; rp+yp—1 '

Nacrtneme-li si obé kiivky, vidime, ze maji dva pruseciky, lisici se znaménkem druhé souradnice.
Zvolme pocatecéni odhad pro horni prusecik (zg, o) = (1,1). Prvni iterace bude

G060

Pro Sestou iteraci (z4,ys) = (0.671859751039018, 0.944629015546222 ) jsou rovnice splnény se
strojovou presnosti. ¢

Priklad 10.8. Funkce g(z) = 2? — 1 m4d dva nulové body x = +1. Pokud v néjaké iteraci bude
x, = 0, nastane déleni nulou. Pokud bude z;, velmi malé, déleni nulou nenastane, ale iterace
Zry1 se ocitne velmi daleko od kotene. ¢

Priklad 10.9. Pro funkci g(z) = 2* — 22 + 2 zvolme zy = 0. Dal§f iterace bude z; = 1 a dalsi
x9 = 0. Metoda bude oscilovat mezi hodnotami 0 a 1, tedy bude divergovat. ¢

10.4.2 Pouziti na minimalizaci funkce

Newtonovu metodu lze pouzit pro hledani lokalniho extrému dvakrat diferencovatelné funkce
f:R™ — R tak, Ze v metodé (10.11) polozime g(x) = f'(x)?. Tim dostaneme iteraci

Xk+1 = X — f”(Xk)_lf/(Xk)T, (1012)

kde f”(xy) je Hessova matice funkce f v bodé x. Neplet'te si tato dvé ruzna pouziti Newtonovy
metody (tj. na hledéni kofenu a na hledani lokalnich extrému)!

Iterace (10.11) se odvodila tak, ze se zobrazeni g v okoli bodu x; aproximovalo afinnim
zobrazenim T)l(k a pak se nasel nulovy bod tohoto zobrazeni. Lze ukazat (viz Cviceni 10.11), ze
iterace (10.12) lze odvodit také tak, ze se funkce f aproximuje Taylorovym polynomem druhého
stupneé Tﬁk (tedy kvadratickou funkei) a pak se najde minimum této kvadratické funkce.
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(% = xp) T (3) (x — )

X* Xg41 Xk

Iteraci (10.12) lze napsat v obecnéjsim tvaru (10.1), kde
v = —f"(x) 7 ()T (10.13)

Vyhodou tohoto zobecnéni je moznost zvolit optimélni (ne nutné jednotkovou) délku kroku ay,
pomoci jednorozmérné minimalizace (10.2). Metodé (10.12) s jednotkovou délkou kroku (tj.
ar = 1 pro kazdé k) se pak 11kd ¢ista Newtonova metoda.

Vektoru (10.13) fikame Newtonuv smér. Vidime, ze se od gradientniho sméru (10.5) 1is
nasobenim Hessovou matici f”(xy). Aby to byl sestupny smeér, musi byt

F(xn) vie = =/ (xp) £/ (xx) " f (x1)" < 0.

Toto plati, kdyz f'(xx) # 0 (tj. Xj neni stacionarni bod) a matice f”(xy) je positivné definitni
(nebot’ pak bude positivné definitni i jeji inverze, viz Cviceni 6.19).

V porovnani s gradientni metodou mé Newtonova metoda (pouzitd na minimalizaci funkce)
nevyhodu v tom, ze musime pocitat Hessian f”(x;) a fesit soustavu f”(xz) vy = —f(xx)?, coz
pro velky pocet proménnych je pomalé ¢ nemozné. Vsimnéte si ale, ze na rozdil od §10.4.1 je
zde matice g'(xy) = f”(xx) symetrickd, coz muze Feseni soustavy ulehcit.

10.5 Nelinearni metoda nejmensich ¢tvercu

Méjme soustavu rovnic g(x) = 0, kde g: R” — R™ (tedy je to soustava m rovnic s n nezna-
mymi). Soustavu nazveme preurcenou, jestlize nema zadné teseni. Chceme takovou preuréenou
soustavu tesit priblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Tedy chceme minimalizovat funkei

f(x) = llgx)|* = g(x)"g(x) = Zgi(x)z, (10.14)

kde g; jsou slozky zobrazeni g. Specialnim piipadem je ptiblizné feseni linedrni nehomogenni
soustavy Ax = b, kde g(x) =b — Ax (viz §5.1).

Zatimco v §10.3 a §10.4.2 bylo cilem minimalizovat obecnou funkci, zde chceme minimali-
zovat funkei ve specidlnim tvaru (10.14). Nyni mame dvé moznosti. Bud’ muzeme nasadit na
funkei (10.14) jednu z metod pro minimalizaci obecné funkce, k ¢emuz se vratime v §10.5.2.
Nebo muzeme byt chytiejsi a vyuzit specidlntho tvaru funkce (10.14), coz popiseme v §10.5.1.

10.5.1 Gauss-Newtonova metoda

Aproximujme opét zobrazeni g v okoli bodu x;, afinnim zobrazenim T} dle (10.10). Uloha (10.14)
pak vyzaduje minimalizovat | Ty (x)[|*. To je tloha linedrnich nejmensich c¢tverci, kterou jiz
zname z §5.1. Normdlni rovnice (5.3) mé tvar

g/<Xk)Tg/<Xk)<X —Xp) = _g/<Xk)Tg<Xk)- (10.15)
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Jeji feSeni napiSme pomoci pseudoinverze:
X1 = X, — & (xk) g (x). (10.16)

Metoda (10.16) je znama jako (Cistd) Gauss-Newtonova metoda. Muzeme ji opét napsat
obecnéji ve tvaru (10.1) se smérem hledani (Gauss-Newtonuv smer)

g(xy). (10.17)

Vsmnéte si, ze pokud m = n a Jakobiho matice g'(x;) je reguldrni, je g'(xz)™ = g'(xx) 7,

tedy Gauss-Newtonova metoda (10.16) se redukuje na Newtonovu metodu (10.11).
Pokud méa Jacobiho matice g'(xy) linedrné nezavislé sloupce (viz §5.1), vyraz (10.17) mu-
zeme napsat jako

Vi = _g/(Xk)+

vi = —(g'(x1) "8 (xx)) '8 (xi) '8 (k) = —5(8 (%) "8 (3x0)) 1 (xi) (10.18)
kde ve vyrazu na pravé strané jsme dosadili derivaci
f'(x) = 2g(x)"g'(x) (10.19)

ucelové funkce (10.14) (odvod'te dle §8.5.2!). Vidime, ze Gauss-Newtonuv smér (10.18) se lis
od gradientniho sméru (10.5) pouze ndsobenim matici 3(g'(xx)”g’(xx)) "' Aby byl tento smér
sestupny, musi byt

F(xk) vie = =5 f' (x)(& (xi) "8/ (%))~ f/ (x)" < 0.

To plati, kdyz f'(xx) # 0 a matice g'(x;)7g/(xx) je positivné definitni (viz Cviceni 6.19).
Matice g'(xx)Tg'(xx) je positivné definitni, pravé kdyz g'(x;) mé linedrné nezdvislé sloupce
(viz Cviceni 6.20), coz ovsem jiz predpokladdame kvuli existenci inverze. Tedy vidime, ze za
prirozenych podminek je Gauss-Newtontuv smér vzdy sestupny.

Cistd Gauss-Newtonova metoda (tj. s jednotkovou délkou kroku) muze divergovat, a to
i kdyz je pocéateéni odhad xq libovolné blizko lokdlnimu minimu funkce (10.14). Protoze ale
Gauss-Newtonuv smér je vzdy sestupny, vhodnou volbou délky kroku «y lze vzdy zajistit
konvergenci.

Priiklad 10.10. Hleddme pfiblizné feSeni soustavy tii rovnic o dvou neznamych
(x =12 +y* =1,
Ayt =1
4 (y—1)2=1/2.

Oba pruseciky kiivek danych prvnimi dvéma rovnicemi jiz zndame z Piikladu 10.7. Ani jeden
z téchto pruseciki nelezi na tieti kiivee (i kdyz je ji blizko), tedy soustava je preurcend. Nezbyva
nam tedy, nez ji fesit piiblizné. Hleddme bod (x,y) € R?, ktery minimalizuje ¢islo

flay) =gz, y)g@y)=(z—1)7+y" =1+ @ +y' = 1)’ + (@ + (y — 1)* — 1/2)

kde

(z—1)2+y*—1 2z —1) 2y
g('x’ y) = 'ZA + y4 —1 € R3, g/<x7 y) = 4373 4y3 c R3X2.
2+ (y—1)? = 1/2 2% 2y —1)



Rozumny pocétecni odhad je (zo,y0) = (1,1). Prvni Gauss-Newtonova iterace (10.16) je

Jr
o] [ YA | 0.75

=14 4 L=
4 2 0| [1/2

Po osmé iteraci (xg, ys) = (0.691002152515578, 0.940548357857245 ) se jiz hodnota f(xs,ys) =

0.0008674592922855055 v ramci strojové presnosti nemeéni. ¢
Priiklad 10.11. V systému GPS mame m satelitu se zndmymi souradnicemi ag, ..., a,, € R"
a chceme spocitat souradnice pozorovatele x € R™ z namétenych vzddlenosti y; = |la; — x||

pozorovatele od sateliti. Méfeni jsou zatizena chybou, proto obecné tato soustava rovnic nebude
mit zadné feseni. Resme tuto preurcenou nelinearni soustavu ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy
minimalizujme funkci

£ =37 (Ix = aill =)’

Méme? tedy g = (g1,-..,9m): R* — R™, kde g;(x) = ||x — a;|| — y;. Derivace slozek g je
(pomize vam §8.5.2 ale udélejte sami!) gi(x) = (x — a;)T /||x — a;||. Tedy

(x —an)"/[x —au
g'(x) = : e R™ ™.

(x = a,)7 /I — an|

Pak dosadime do vzorecku (10.16). ¢

10.5.2 Rozdil oproti Newtonové metodé

Predpokladejme, ze bychom optimalizovali nasi ucelovou funkeci (10.14) piimo Newtonovou
metodou z §10.4.2. Spocitejme (viz Cviceni 8.12.d) Hessian funkce (10.14):

(%) = 2¢/(x)"g/(x) + 2 Z 9i(x)g; (x). (10.20)

Hessian je souctem clenu obsahujicitho derivace prvniho radu a ¢lenu obsahujictho derivace
druhého tadu. Vidime, ze Gauss-Newtonuv smér (10.18) se lisi od Newtonova sméru (10.13)
zanedbanim clenu druhého radu v Hessianu (10.20). Jinymi slovy, Gauss-Newtonovu metodu je
mozno vnimat jako aproximaci Newtonovy metody na minimalizaci funkce (10.14) spocivajici
v tom, Ze zanedbame ¢leny druhého tadu, tedy skuteény Hessidan (10.20) aproximujeme vyrazem
2¢'(x)"g'(x).

To se projevuje tim, ze Gauss-Newtonova metoda obvykle konverguje pomaleji nez plna
Newtonova metoda pouzitd na funkci (10.14). OvSem vyhnuli jsme se poc¢itani druhych derivaci
funkce g, coz je hlavni vyhoda Gauss-Newtonovy metody.

37de ignorujeme, 7e funkce f neni vsude diferencovatelna. Pesné, neni diferencovatelnd v bodech ay, ..., a,,
(promyslete!), coz budeme ignorovat.
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10.5.3 Levenberg-Marquardtova metoda

Levenberg-Marquardtova metoda je Siroce pouzivané vylepseni Gauss-Newtonovy metody;,
které jeji iteraci
T/

g'(xr) g’

g’ (x) g (x) (10.21)

Xp1 = X — (g (xx)
nahrazuje iteraci
X1 = X — (8'(xk) 8 (xi) + D) '8 (x1) "8 (%) (10.22)
kde g > 0. Pridani ¢lenu ugl je vlastné (Tichonovova) regularizace (viz (5.18)). Potom:
e Pro malé yy se iterace (10.22) blizi Gauss-Newtonove iteraci.
e Pro velké py je (g'(xx)7g’ (xx) + D) ™! ~ i 'I, tedy (10.22) se (po dosazeni (10.19)) bliz
iteraci xy11 = x5, — S5 f'(xx)” gradientnf metody s délkou kroku ;.
Tim jsou spojeny vyhody Gauss-Newtonovy metody (typicky rychld konvergence v okoli op-
tima) a gradientni metody (spolehlivost i daleko od optima). Volbou parametru gy spojité
prechazime mezi obéma metodami.
Parametr p; ménime se zvétsujicicm se k pomoci jednoduché heuristiky. Zacneme s néjakym
velkym pg a pak v kazdé iteraci:

e Pokud iterace snizila tcelovou funkci, iteraci pfijmeme a p; zmensime.
e Pokud iterace nesnizila ucelovou funkei, iteraci odmitneme a py zvétsime.

Zvétsovani a zmensovani p, délame nasobenim a délenim konstantou, tfeba 2 nebo 10. VSimnéte
si, toto nahrazuje optimalizaci délky kroku ay (line search).

Motivaci pro pridéni regularizace do Gauss-Newtonovy iterace (10.21) lze vidét i jinak.
Matice g'(xx)Tg'(x1) muze byt singuldrni (to kdyz sloupce g'(x;) budou linedrné z4vislé) nebo
blizka singularni. Pak jeji inverze neexistuje nebo je velmi citlivd na malé zmény matice, coz
muze neblaze ovlivnit konvergenci metody. Matice (10.22) je ale vzdy positivné definitni (viz
Cviceni 6.17), a tedy regularni.

10.6 Cviceni

10.1. Funkce f: R® — R ma stacionarni bod (2, 1,5). Co se d4 o tomto staciondrnim bodé fici,
kdyz Hessova matice f”(2,1,5) v ném ma vlastni ¢isla

a) {2,3,—1}
b) {2,3,0}
C) {2,1,1}

10.2. Pro nésledujici funkce najdéte stacionarni body. Pro kazdy stacionarni bod urcete, zda je
to lokalni minimum, lokalni maximum, ¢ ani jedno. Pokud to urcit neumite, oduvodnéte.

a) f(z,y) = (1 - 32° — )

b) fla,y) =1/z+1/y +xy

¢) flw,y) = e(y* —2?)

d) f(x,y) =3z — 23 —3xy2

e) f(z,y) = 6xy” — 22° - 3y*

f) f(x,y)—:p4/3+y4/2 dry? + 227 + 2y* + 3
g) flz,y,2) =2+ 4>+ 2zyz+ 2
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10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

Najdéte lokéln{ extrémy funkce f: R" — R dané vzorcem f(x) = a’x — Y "  ;logz;,

kde a je znamy vektor.

Vysettete extrémy funkce f: R™ — R definované vzorcem f(x) = a’x + 1/(b”x), kde
a a b # 0 jsou znamé vektory. Tj. zjistéte, jaké podminky musi spliovat vektory a a b
aby funkce méla aspon jeden extrém a za tohoto prepokladu najdéte vsechny (lokalni i
globélni) extrémy funkce f.

Najdéte viechna fegeni rovnice sinz = 1z (sinus je v radidnech) na kalkulacce s nejvétsi

2
presnosti, jakou dokazete.

Najdéte lokdln{ extrém funkce f(x,y) = x* —y-+sin(y* —2z) ¢istou Newtonovou metodou.
Pocatecni odhad zvolte (xg,y0) = (1, 1). Muzete pouzit pocitac.

Mame m bodu v roviné o soutradnicich (x;,y;), ¢ = 1,...,m. Tyto body chceme pro-
lozit kruznici ve smyslu nejmensich ¢tvercu — tj. hleddme kruznici se stredem (u,v) a
polomérem r takovou, aby soucet ¢tvercu kolmych vzdalenosti bodu ke kruznici byl mini-
méalni. Zformulujte ptislusnou optimalizacni lohu. Napiste iteraci (a) Gauss-Newtonovy,
(b) Levenberg-Marquardtovy metody.

Soustavu dvou rovnic o jedné neznamé

2+r=1

Z—r=1

chceme tesit priblizné ve smyslu nejmensich étvercu. Napiste iteraci (a) cisté Gauss-
Newtonovy metody, (b) ¢isté Newtonovy metody. Vysledné vzorce zjednoduste.

Méame soustavu rovnic
r+y—2xy= 1
- +y+ zy= -3
r—y+ axy= 1

Je soustava linearni? Kolik ma feSeni a pro¢? Chceme soustavu fesit priblizné ve smyslu
nejmensich ¢tverc, tj. minimalizovat funkei f(z,y) ve tvaru (10.14). Napiste iteraci (a)
gradientni, (b) Newtonovy, (¢) Gauss-Newtonovy, (d) Levenberg-Marquardtovy metody.

Chceme najit vzdalenost mnoziny { (z,y) € R? | 22 = y} od kruznice s polomérem 1
a stfedem v bodé (2,0). Tvrdime, ze tuto ulohu lze fesit tak, ze vyfesime preur¢enou
soustavu {22 = y, (v —2)% + y? = 1} piiblizné ve smyslu nejmensich étverci, tedy
minimalizujeme funkei f(z,y) = (2* — y)? + ((x — 2)? + y* — 1)%. Je to pravda, bude
minimélni hodnota této funkce rovna (¢tverci) vzdéalenosti mezi mnozinami? Pokud ne,
jak bychom tuto vzdalenost spocitali?

Cista Newtonova metoda (10.12) na minimalizaci funkce f: R® — R je Newtonova
metoda (10.11) na feseni soustavy f’(x)T = 0. Takto jsme ji odvodili. Ukaite, Ze ite-
raci (10.12) lze odvodit také tak, ze funkeci f aproximujeme okolo bodu x; Taylorovym
polynomem druhého fadu a najdeme x;,; jako minimum tohoto polynomu.

(x) V §10.3.1 jsme ukézali, ze iterace gradientni metody neni invariantni vuci linearni
transformaci souradnic y = Ax (pro regularni A). Ukazte, ze iterace Newtonovy me-
tody (10.12) je invariantni vuéi této transformaci.

Pevny bod Newtonovy metody (10.11) je takovy bod xy, ktery vsechny dalsi iterace jiz
nemeénti, tj. X511 = X, (z ¢ehoz plyne, ze x; = x;, pro vSechna [ > k). Muze mit Newtonova
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10.14.

metoda pevny bod, kdyz soustava g(x) = 0 nemd feseni (mame na mysli redlné fesent,
komplexni mit muze)?

(x) Gauss-Newtonuv smeér (10.17) se ziskd fesenim norméalni rovnice (10.15). Ukézali
jsme, ze kdyz Jacobiho matice g’(x;) ma linedrné nezavislé sloupce, je Gauss-Newtonuv
smeér sestupny. Ma-li g’(xy) linedarné zavislé sloupce, rovnice (10.15) ma nekoneéné mnoho
feSeni, tj. sméru hledani je nekoneéné mnoho. Dokazte, ze kazdy takovy smeér je sestupny.

Napovéda a reseni

10.1.a) funkce nemd v tomto bodé lokalni extrém

10.1.b

) nemuzeme rozhodnout, zda mé funkce ma v tomto bodé lokalni extrém

10.1.c) funkce ma v tomto bodé lokélni minimum

10.2.d

) Staciondrni body jsou 4.

10.2.e) Staciondrni body jsou 3.
10.2.f) Stacionarnich bodu je 5.
10.2.g) Stacionarni body jsou (0,0,0) a (3/2,3/2,—-9/4).

10.3.

10.4.

10.5.

Funkce je souc¢tem funkei jedné promeénné, f(x) = >, gi(x;) kde g;(z) = a;x — xlogz. Tedy
hledéni extrému funkce f se da prevést na nezavislé hledani extrému funkci g;, viz Cviceni 9.11.
Presnéji, f bude mit lokélni/globdlni maximum/minimum v bodé x = (x1,...,x,), pravé kdyz
kazdd g; bude mit lokdlni/globdlni maximum /minimum v bodé ;. Je g/(z) = a; —logz —1 =10,
tedy x = %1, Neni tézké ovéiit, ze jde o globalni maximum. Shrnuto: f m4 jediny lokalni a
zéroven globalni extrém, a to maximum v bodé x = (e~ ... en~1)

Stacionarni podminka je f'(x)” = a — b/(b”x)? = 0. Tuto rovnici musime vyfesit, tj. urcit, pro
jaka a, b m4é teSeni a jakd je v tom piipadé jeji mnozina feSeni. Nemuze byt a = b = 0, protoze
b = 0 je zakdzéno v zadani (jinak by f nebyla definovéna). Jisté musi byt b”x # 0, protoze
jinak by také f(x) nebylo definovano. Pro kazdé o > 0 existuje x takové, ze (b7x)? = a (proc?).
Proto ma rovnice feseni pravé tehdy, kdyz b # 0 a existuje skaldr o« > 0 takovy, ze a = b/a.
Neboli vektory a, b jsou nenulové, rovnobézné a maji stejny smér. (Tento vysledek je intuitivné
prijatelny, predstavime-li n = 2. Pro a = (1,0) a b = (0,1) (tj. nejsou rovnobézné) dostaneme
funkei f(z,y) = x+ 1/y, kterd je ocividné neomezend. Pro a = (1,0) a b = —a (jsou rovnobézné
ale maji opacny smér) dostaneme f(z,y) = x — 1/z, a ta také neomezend (nacrtnéte si graf).)

Za této podminky miizeme nasi funkci napsat jako f(x) = b’x/a+1/(b’x), kdeb € R" a a > 0
jsou znamé. Tato funkce zavisi jen na soucinu b”x (mtzeme se totiz pohybovat jen po pifmce dané
spole¢nym smérem vektortl a, b). Oznacime-li b”x = y, je f(x) = g(b”x) kde g(y) = y/a +1/y.
Nynf staci najit extrémy funkce g. Stacionarni podminka je ¢’(y) = 1/a — 1/y? = 0. Tato rovnice
mé dveé feseni y = ta. Pomoci jednoduchych tivah (na¢rtnuti grafu, druhd derivace) zjistime, ze
kladny koren je globalni minimum a zaporny je globalni maximum.

Odpovéd’ na otazku v zadani: funkce f ma aspon jeden lokdlni extrém pravé tehdy, kdyz b # 0
a existuje skaldr a > 0 takovy, ze a = b/a. Za této podminky mé funkce f lokélni a zaroven
globalni minimum v bodech x spliiujicich b’x = a a lokdln{ a ziroveni globalni maximum v
bodech x splhujicich bTx = —a.

Jeden koren je x = 0 a pak dva dalsi lisici se znaménkem. Jeden z nich ziskdme Newtonovou meto-
dow: 241 = zp— (2sinzy — 1) /(2 cos ¢, — 1). Nacrtneme si grafy funkei sin z a 1/over2z a z toho
zvolime pocatecni odhad, napi. x¢g = 2. Po nékolika iteracich mame x; = 1.89549426703398]1.
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2 —
10.8. (a) Minimalizujeme g(z)"g(z) kde g(z) = [iQ i_ i B ﬂ Méme g'(z) = Bi i_ H Iterace je
2 o 2 2 1
z— z—(g'(x) g (x) g (2) g(z) = 2—(82242) 7! 2z +1 2z —1] [iQ i_i B H = %

(b) Minimalizujeme f(z) = g(z)Tg(z)) = (22 + v —1)* 4+ (2% — 2z — 1)? = 2(z* — 2% + 1). Mdme
f'(x) = 823 — 4z, f"(z) = 242 — 4. Tterace je x + x — f'(x)/f"(x) = (423)/(62% — 1). Vidime,

VVVVVV

Gauss-Newtonova iterace — obvykle je to ale naopak.

10.9. Soustava je nelinearni. Nemd feSeni, protoze po zavedeni proménné zry = z dostaneme linedrni
soustavu s fesenim (x,y, z) = (0.5, —1.5, —1), coz je spor.

10.10. Nebude, vzdalenost by se musela pocitat jako minimalizace (x—u)%+(y—v)? za podminek z2 = y
a (u—2)%?+v? = 1. Protoze se kiivky neprotinaji, tato formulace jde zjednodusit: vzdalenost bodu
od kruznice je rovna vzdalenost bodu od stiedu kruznice, tedy sta¢i minimalizovat (z — 2)? + y?
za podminky 22 = y, coz se zjednodusi na minimalizaci funkce jedné proménné (z — 2)% + z*.

10.11. Po pfejmenovani proménnych xi,x;41 na x,y mame ukdazat, ze stacionarni bod y Taylorova
polynomu (8.23c) je pravé bod spliujici g(x) +g’'(x)(y —x) = 0 kde g(x) = f'(x)”. To se snadno
dokéze vypoctem derivace polynomu (s uzitim Cviceni 8.12).

10.13. Aby x341 = X3, musi byt g'(xz) "'g(xx) = 0. Matice g'(x;) je regularni (protoze predpoklddéme,
7e m4 inverzi) a tedy i matice g’(x;) ! je regularni. Ale nemtize byt g(x;) = 0, protoze soustava
nemad TeSeni. Tedy pevny bod neexistuje.

10.14. Pi$me normélni rovnici (10.15) jako ATAv = ATb kde A = g'(x1), b = —g(xx) a v = Xp 11— X3,
je smeér hledani. Je-li v feSeni normélni rovnice, pak Av = Pb je projekce vektoru b na podprostor
g A. Je f/(xz) = —ATb, tedy podminka na sestupnost sméru v zni b Av = b’ Pb > 0. Ale P
je positivné semidefinitni (viz Cviceni 6.26), tedy b” Pb > 0. Zde oviem rovnost nastane jen kdyz
b = 0 nebo ATb = 0. Tedy Vv je sestupny, za piirozenych predpokladii g(x;) # 0 a f/(x) # 0.
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Kapitola 11

Lokalni extrémy vazané rovnostmi

Hledejme lokalni extrémy funkce f: R™ — R na mnoziné
X={xeR"|gx)=0}, (11.1)

kde g = (g1,.-.,9m): R™ — R™ je zobrazeni se slozkami g, ..., gn,. To odpovida tloze (1.10)
(nebo jeji maximalizaéni verzi) s omezenimi typu rovnosti:

min/max  f(xy,...,x,)

za podminek g;(zq,...,2,) =0, i=1,...,m. (11.2)

Mluvime o extrémech funkce f vdzaném rovnostmi g(x) = 0.

Mnozina X je mnozina feSeni soustavy m rovnic (obecné nelinedrnich) o n nezndmych.
Tato mnozina obvykle nemé zadné vnitini body, proto nelze pouzit podminky na volné lokalni
extrémy ze §10.1 (viz Tvrzeni 9.3). Nékdy ovsem lze vyjadiit vSechna feSeni soustavy g(x) = 0
parametricky (neboli parametrizovat mnozinu X) a tulohu tak prevést na ulohu bez omezeni.
To jsme pouzili v Prikladu 1.2, zde je dalsi priklad:

Piiklad 11.1. Resme tlohu

max I+ Xo

za podminky 2?7 + 22 =1 (11.3)

tedy mdme m = 1 a n = 2 a maximalizujme ucelovou funkei f(xy,25) = 1 + 22 na kruznici
X ={(z1,22) € R? | g(x1,72) = 22 + 23 — 1 = 0 }. Mnozinu X lze parametrizovat jako

X ={(cosa,sina) |« € R}, (11.4)

coz prevede tlohu na maximalizaci funkce () = f(cos a, sin a) = cos a + sin o na mnoziné R.
Je-li o lokalni extrém funkce ¢, pak dle Véty 10.3 je ¢'(a) = —sin a+ cosa = 0, coz mé TeSeni
a = § +km. To odpovida bodium (z1,22) = :i:?(l, 1). To jsou tedy body podezielé z lokalniho
extrému. ¢

Neékdy ovsem mnozinu (11.1) parametrizovat nelze, nebo je to slozité nebo nevyhodné.

Piiklad 11.2. Zobecnéme ilohu (11.3): pro dané a € R feSme

max aTX

za podminky x7x =1

(11.5)
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Maximalizujeme linedrn{ funkci f(x) = a’x na mnozing X = {x € R" | g(x) =x"x—1=0},
coz je n-rozmérné sféra. Zde uz neni vubec jasné, jak bychom mohli parametrizovat mnozinu X
podobneé jako v (11.4). Pfitom feSeni dlohy (11.5) po kratkém zamysleni uhodnete (nakreslete
si obrazky pro n = 1,2, 3): maximum se nabyva pro x = a/||a]|.

Asi vés napadne vyjadiit jednu proménnou (napi. z,,) z podminky x'x = 22 + .-+ 22 =1
a dosadit ji do ucelové funkce a’x = ayz1 + - -+ + a,x,, imz dostaneme tilohu bez omezeni.

Musime ale uvazovat zvlast’ dva pripady x, = j:\/ 1—a2?—---—a2 |. Tento zpusob Feseni je
slozity a nehezky, uz proto ze nas donutil pracovat se slozkami vektoru a, x (témér vzdy je lépe
chovat se k vektorim a maticim jako k nedélitelnym objektum). ¢

Déle uvedeme jiné podminky na lokalni extrémy vazané rovnostmi, vyjadiené s pomoci
jistych pomocnych proménnych, tzv. Lagrangeovijch multiplikdtori.
11.1 Linearni omezeni

Uvazujme nejprve dulezity specidlni piipad, kdy zobrazeni g je afinni, tj. g(x) = Ax — b kde
A € R™". Dle Véty 3.18 je tedy mnozina X afinni podprostor R". Ulohu muzeme psét jako

min/max { f(x) | x € R", Ax=b}, (11.6)

tj. minimalizujeme nebo maximalizujeme funkci f za podminek linearnich rovnosti. Vétu 10.2
snadno zobecnime pro tento piipad:

Véta 11.1. Necht’ funkce f: R™ — R je diferencovatelna v bodé x € R™ ve sméruv € null A.

e Jestlize x je lokalni minimum funkce f vdzané podminkou Ax = b, pak f,(x) > 0.

e Jestlize x je lokalni maximum funkce f vdzané podminkou Ax = b, pak f,(x) < 0.

Diikaz. Necht! Ax = b a v € null A (tj. Av = 0). Pak pro kazdé a € R je A(x + av) = b,
tedy x +av € X. Jestlize f,(x) < 0, pak tedy dle Tvrzeni 10.1 pro kazdé e > 0 existuje o« > 0
tak, ze x +av € X N B.(x) a f(x+ av) < f(x). Tedy x neni lokdlni minimum funkce f na
mnoziné X (viz definice lokdlniho minima v §9.3). Obdobné pro maximum. |

Dukaz mé& jasny geometricky vyznam: jestlize v néjakém bodé je smér v € null A sestupny

[vzestupny] pro f, pak hodnotu f muzeme zmensit [zvétsit] malym posunutim bodu ve sméru v,

¢imz neopustime afinni podprostor X. Proto bod nemuze byt lokdlni minimum [maximum].
Pro (totalne) diferencovatelnou funkei f zobecnime Vétu 10.3:

Véta 11.2. Necht’ funkce f: R™ — R je (totdlné) diferencovatelnd v bodé x € R".
Jestlize x je lokalni extrém funkce f vdzany podminkou Ax = b, pak V f(x) L null A.

Diikaz. Dle Véty 8.5 je fy(x) = f'(x)v. Protoze null A je podprostor, v € null A plati préave

kdyz —v € null A. Jestlize x je lokalni minimum f vazané podminkou Ax = b, pak dle
Véty 11.1 pro kazdé v € null A plati fi(x) = f/(x)v > 0 a f(x) = —f'(x)v > 0, tedy
f'(x)v = 0. To znamen4, ze vektor Vf(x) = f'(x)T je kolmy na podprostor null A. |

Uvedeme jesté jiny dukaz Veéty 11.2 (ktery ndm umozni dokazat podminky druhého radu):

149



Diikaz. Mnozinu feSeni soustavy Ax = b parametrizujme jako x = By + x¢, kde xy a B jsou
libovolné splnujici Axy = b a rng B = null A. Nase tloha je tedy ekvivalentni hledani lokédlnich
extrému funkce

p(y) = f(By +xqo) (11.7)

bez omezeni. Dle Véty 10.3 lokalni extrémy y splnuji
¢'(y) = f'(By +x0)B = f'(x)B =0, (11.8)
kde jsme uzili fetizkové pravidlo (jako v Piikladé 8.13). To Fikd, ze gradient V f(x) = f'(x)T je
kolmy na podprostor rng B = null A. [

Podminka V f(x) L null A ve Vété 11.2 znamend, ze gradient V f(x) je kolmy na afinni pod-
prostor X. Lze ji podrobnéji napsat jako (viz Véta 4.8)

Vf(x) € (null A)* = rng(AT). (11.9)

To ik, ze vektor V f(x) = f/(x)7 je linedrni kombinaci fadki matice A, neboli f'(x) = ATA
pro néjaké A € R™. Tedy pro lokdlni extrém plati

f'(x) = ATA, (11.10a)
Ax =b. (11.10b)

Tato soustava ma m + n rovnic a m + n neznamych. Pozdéji fekneme, ze prvky vektoru A se
nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory.

Priklad 11.3. Vrat'me se k tloze (5.19), tedy k hledani feseni nehomogenni linedrni soustavy

s nejmens{ normou. Misto funkce f(x) = x”x budeme minimalizovat funkei f(x) = 3x'x, coz
tilohu nezméni a staciondrni{ podminky nam vyjdou hezéi. Je f/(x) = x7, tedy rovnost (11.10a)

je x = ATX. Soustava (11.10) je tedy soustava (5.21), kterou jsme v §5.2 odvodili tivahou. ¢

Piiklad 11.4. Obecnéji, feSme tlohu

min [[Ax — b|?

za podminek Cx =d (11.11)

Tedy fesime tilohu nejmensich ¢tvercu (5.2) s linedrnimi omezenimi (angl. linearly constrained
least squares). Tato tiloha mé& hodné aplikaci.
Mame (opét po pridani % pro pohodli)
f(x) = 3llAx = blf* =
f(x) =x"ATA -b"A

(Ax — b)T(Ax — b),

1
2

(derivaci spoctéte sami!). Tedy podminka stacionarity (11.10) je

ATAx +CT'X = A", (11.12a)
Cx =d, (11.12b)
neboli
ATA CT| [x] [ATb
C o (Al | d|°
Tuto linedrni soustavu vytesime jednou ze zndamych metod (k tomu viz Cviceni 11.24). ¢
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Véta 11.2 udava nutnou podminku prvniho fadu na lokdlni extrém vazany linearnimi
rovnostmi. Uvedeme nyni podminky druhého tadu. K tomu potfebujeme novy pojem: ma-
tice C € R™ " je positivné semidefinitni na podprostoru Y C R, jestlize xT Cx > 0 pro kazdé
x € Y. Jak tuto podminku ovéiime? Najdeme matici B tak, ze Y = rng B (napf. sloupce B tvori
bézi podprostoru ). Pak x € Y prave kdyz x = By pro néjaké y. Protoze x’ Cx = y’ BT CBy,
prevedli jsme problém na ovéfovani positivni semidefinitnosti matice BT CB. Podobné definu-
jeme positivni a negativni (semi)definitnost a indefinitnost matice na podprostoru.

Véta 11.3. Necht’ funkce f: R™ — R je dvakrat diferencovatelna v bodé x € R™.

e Jestlize x je lokdlni minimum [maximum]| funkce f vdzané podminkou Ax = b,
pak existuje A tak ze (x,A) spliuji soustavu (11.10)
a Hessova matice f”(x) je positivné [negativné] semidefinitni na podprostoru null A.
e Jestlize existuje X tak ze (x, A) splnuji soustavu (11.10)
a Hessova matice f”(x) je positivné [negativné] definitni na podprostoru null A,
pak x je ostré lokalni minimum [maximum]| funkce f vdzané podminkou Ax = b.

Diikaz. V druhém dukazu Véty 11.2 jsme ukazali, ze x = By + xq je lokalni extrém funkce f
vazany podminkou Ax = b, pravé kdyz y je lokéln{ extrém funkce ¢ bez omezeni. Je (viz §8.8)

4,0”()’) — BTf//(By + X0>B — BTf”(X)B.
Zbytek plyne z podminek druhého fadu ve Vété 10.4, pouzité na funkci ¢. [

V Prikladech 11.3 a 11.4 byl Hessidn f”(x) positivné semidefinitni, tedy byl positivné semi-
definitni i na kazdém podprostoru. Zde je piiklad, kdy tomu tak neni:

Piiklad 11.5. Resme tlohu

max x1To + Toks + T1T3

za podminky x; + zy + 23 = 3. (11.13)

Reseni podminek prvniho fadu (11.10) je 21 = 5 = 3 = 1, A = 2. Hessidn

f//(xla T, .T3) =

— O
[
e SR

je indefinitn{ (na R?). Zjistime jeho definitnost na podprostoru null A. Mame

1 0 I
A=[111], B=|-1 1|, B'f’(z1,25,23)B=
0 1 1 -2

kde sloupce matice B jsou (libovolnd) baze podprostoru null A. Posledni matice je negativné
definitni, tedy f”(x1, 22, x3) je negativné definitni na podprostoru null A, tedy (z1,xs,x3) =
(1,1,1) je (ostré) lokalni maximum tlohy. ¢

11.2 Nelinearni omezeni

Ptrejdéme nyni k obecnému piipadu, kdy g je libovolné (ne nutné afinni) diferencovatelné zob-
razeni. Podminka prvniho fadu na lokalni extrémy pro tato omezeni bude podobna jako pro
linedrni omezeni, ale na rozdil od Véty 11.2 ji nedokazeme, protoze diikaz by byl piilis dlouhy.
Pouze vysvétlime geometricky vyznam této podminky a uvedeme priklady.
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11.2.1 Tecny prostor

Je-li zobrazeni g v néjakém bodé x diferencovatelné, muzeme ho v okoli bodu x aproximovat
jeho Taylorovym polynomem prvniho stupné (8.24)

g(y) = Ti(y) = g(x) + &'(x)(y —x) = g'(x)(y — %), (11.14)
kde g(x) = 0 nebot’ x € X. Mnozina X se tim zméni na
{(yeR"|gx)(y—-x)=0} = {x+Y' [y eR", g®)y =0} = x+nullg'(x), (11.15)

kde jsme udélali substituci y’ = y —x. Mnozina (11.15) je afinni podprostor, je to (linedrni) pod-
prostor null g’(x) posunuty! do bodu x (viz §3.3). Protoze z definice totdlni derivace (viz §8.5)
se zobrazeni g v okoli bodu x podob4 afinnimu zobrazeni (11.14), mohli bychom doufat, ze mno-
zina X se v okoli bodu x bude podobat afinnimu podprostoru (11.15). Tak tomu ale prekvapivée
byt nemusi (jak uvidime na prikladech), je k tomu tfeba nasledujici dodateénd podminka.

Bod x € R" nazveme regularni bod zobrazeni g: R* — R™, jestlize zobrazeni g je v bodé x
spojité diferencovatelné a Jacobiho matice g'(x) mé linedrné nezavislé radky (tj. hodnost m).
Pripomenme (viz §8.5), ze fadky matice g'(x) jsou transponované gradienty Vg, (x), ..., Vgn(x)
slozek zobrazeni g v bodé x.

Pozorovani 11.4. Je-li x € X regularni bod zobrazeni g, pak mnozina X je v okoli bodu x
podobna afinnimu podprostoru
x + null g'(x) (11.16)

dimenze n — m. Tento podprostor je tecny k mnoziné X v bodé x.

Tento fakt uvddime jen jako neformalni pozorovani?, pro jeho formalizaci bychom pfedtim
museli definovat pojmy ‘podobnd’ a ‘tecny’. Jeho vyznam intuitivné pochopite na piikladech.
Obvykle se za teény prostor k mnoziné X v bodé x povazuje primo prostor nullg'(x) a
posunuti x se neuvadi (protoze kazdému je jasné, ze te¢ny prostor prochdzi bodem x).

Priklad 11.6. Necht’

T

g:R" = R, g(x) =x"x—1. (11.17)

Mnozina X je jednotkovd n-rozmérna sféra. Pro kazdé x € X je ¢'(x)T = Vg(x) = 2x # 0,
tedy kazdy bod na sféie je reguldrni bod?® funkce g. Teény prostor k mnoziné X v bodé x € X
je nadrovina null(x”) = {y € R" | xTy = 0}. Posuneme-li ho do bodu x, je to nadrovina
x +null(x?’) = {y e R" | x'y =1} (odvod’te dle (11.15)!).

Pro n = 1 mnozina X = {—1, 1} obsahuje jen dva body a tec¢ny prostor v kterémkoliv z
téchto bodii je tento bod sdm. Pro n = 2 je mnozina X kruznice v R? a teény prostor v bodé
x = (z1,72) € X je tecna k této kruznici. Pro n = 3 je mnozina X obycejnd sféra v R? a tecny
prostor v bodé x = (1, 9, 23) € X je tetnd rovina ke sfére v tomto bodeé. ¢

1Zde by vam mélo byt jasné, Ze ‘+’ ve vyrazu x + null g’(x) oznacuje operaci definovanou v (3.33).

2To, ze mnozina X je v okoli bodu x € X ‘podobnd’ afinnfmu podprostoru, intuitivné znamen4, ze malinky
mravenec lezouc{ po mnoziné X v blizkosti bodu x by nerozlisil, zda leze po (‘zakiivené’) mnoziné X nebo po
‘plochém’ afinnim podprostoru (11.16). Jsou-li pro néjaké e > 0 vSechny body mnoziny X N B.(x) reguldrni, tato
mnozina je ‘hladky povrch’ v R™ dimenze n —m. Studiem ‘hladkych povrchu’ se zabyva diferencidlni geometrie.

3Uveédomte si, Ze linedrn{ nezdvislost fadki matice g’(x) € R1*™ znamend, 7e jeji jediny Fadek je nenulovy.
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Priklad 11.7. Necht’
g:R* >R gloy,o,23) = (af+ a5 +25— 1, (11 — 1)+ a3 + 23— 1).

Mnozina X je prunik dvou jednotkovych sfér v R3 se stiedy (0,0,0) a (1,0,0). Tento prinik
je kruznice v R3. Z geometrie je vidét (algebraicky to nebudeme dokazovat), Ze pro kazdy bod
(1,9, 23) € X jsou vektory Vgi(xy, o, x3) = 2(x1, 9, x3) a Vgo(x1, o, x3) = 2(x1 — 1, 29, x3)
linearné nezavislé, tedy vsechny body na X jsou regularni body zobrazeni g. Tecny prostor k
mnoziné X v bodé (z1,zs, x3) € X je primka

ull chi o 2] — span{(0, &3, —2)}
tecnd ke kruznici. Posunuta do bodu (xy, z9, x3) je tato pfimka afinni podprostor

(21,2, x3) + span{ (0, z3, —x2)} = { (1, 22 + ax3, 23 — axs) |a € R }.
Tato piimka je prunik teénych rovin k obéma sférdm v bodé (z1, xq, x3). ¢
Ukazme nyni priklady, kdy bod x € X neni regularni bod zobrazeni g.
Priklad 11.8. Necht’

g: R? = R? gz, m0) = (v + 1) +25 -1, (1, —1)* + 25 - 1). (11.18)

Mnozina X je prunik dvou jednotkovych kruznic se stiedy (—1,0) a (1,0). Ty se protinaji v
jediném bodé (z1,x2) = (0,0). V tomto bodé jsou vektory Vg;(z1,z2) = 2(z1 + 1,22) = (2,0)
a Vgo(ry,my) = 2(x1 — 1, 29) = (—2,0) linedrné zavislé, tedy to neni regularni bod zobrazeni g.
Mnozina X obsahuje jediny bod, tedy je to afinni podprostor dimenze n —m = 0. Pfesto
podprostor null g'(x1, x2) = span{(0, 1)} neni te¢ny k mnoziné X (tecna k bodu je bod sdm).4

Priklad 11.9. Necht’
g: R? 5 R, g(x1,0) = T129. (11.19)

Mnozina X je sjednoceni svislé a vodorovné osy. Bod (21, x2) = (0, 0) neni regularni pro funkci g,
nebot’ Vg(z1,25) = (x2,21) = (0,0). Mnozina X se v okoli tohoto bodu nepodobd zadnému
afinnimu podprostoru. Prostor null [O O} = R? zjevné nenf te¢ny k mnoziné X v bodé (0,0).4

Muze se také stat, ze mnozina X je v okoli néjakého bodu x € X podobna afinnimu podprostoru
dimenze n — m, ale pfesto tento bod neni reguldrni a tedy prostor (11.16) v tom bodé neni
tecny k X.

Piiklad 11.10. Necht’ g: R? — R je funkce
g(z,y) = (27 + 25 — 1)%. (11.20)
Protoze pro kazdé éfslo z € R plati z =0 < 22 =0, je
X = {(z22) | (el + 23 - 1) =0} = {(21,22) [2] + 25 -1=0}.

Tedy mnozina X je kruznice (jako v Piikladé 11.6 pro n = 2). Vsimnéte si dulezité véci:
ruznd zobrazeni g mohou definovat stejnou mnozinu X (proto jsme regularitu bodu definovali
vzhledem k zobrazen{ g a ne vzhledem k mnoziné X ). Mdme Vg(xy, 25) = 4(x3+ 23 —1)(z1, 72).
Pro kazdy bod (z,y) € X je Vg(z1,22) = (0,0), tedy bod (x;, z2) neni regularni pro funkei g.

Prostor null [O O] = R? zjevné nend tecény ke kruznici. ¢
Priiklad 11.11. Specidlné, pro m = 1 je mnozina X vrstevnice funkce g nulové vysky a
g (x)T = Vg(x). Dostali jsme tedy tvrzeni z §8.7, ze gradient je kolmy k vrstevnici. ¢
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11.2.2 Podminka prvniho fadu

S intuici osvojenou v §11.2.1 by vas nyni nemélo prekvapit, ze Vétu 11.2 lze zobecnit na (ne
nutné afinni) diferencovatelnd zobrazeni g tak, ze podprostor null A nahradime te¢nym pod-
prostorem null g’(x) k mnoziné X v bodé lokdlntho extrému x. Vétu uvadime bez diukazu:

Véta 11.5. Necht’ funkce f: R™ — R je (totdlné) diferencovatelnd v bodé x € R™.
Necht’ x je regularni bod zobrazeni g: R™ — R™.
Jestlize x je lokalni extrém funkce f vdzany podminkou g(x) = 0, pak V f(x) L null g'(x).

Podminka V f(x) L null g’(x) fikd, ze gradient V f(x) je kolmy k te¢nému prostoru k mnoziné X
(tedy vlastné k mnoziné X') v bodé x. Lze ji podrobnéji napsat jako (viz Véta 4.8)

V(%) € (nullg(x))" = mg(g'(x)") = span{ Vg (x)... ., Vgn()}, (11.21)

tedy gradient Vf(x) = f'(x) je linedrni kombinaci fadki matice g'(x). Lokalni extrémy f
vazany podminkou g(x) = 0 tedy spliuji (za podminek Véty 11.5)

F(x) +ATg (%)
g(x) =

0, (11.22a)
0 (11.22D)

pro néjakd ¢isla (A, ..., A) = A € R™ (tzv. Lagrangeovy multiplikdtory). Soustava (11.22)
ma m + n rovnic a stejny pocet neznamych.
Soustava (11.22) se ¢asto zapisuje pomoci Lagrangeovy funkce L: R"*™ — R s hodnotami

L(x,A) = f(x) + ATg(x) = f(X) + Ag1(X) + - - + Angm(X). (11.23)

Rovnici (11.22a) pak lze psét jako Ly(x, X) = 0 a* rovnici (11.22b) jako Ly(x,A) = g(x)” = 0.
Tedy teseni (x, A) soustavy (11.22) jsou stacionarni bod Lagrangeovy funkee, tj. soustavu (11.22)
lze psét jako L'(x,A) = 0.

Piiklad 11.12. Resme znovu Pifklad 11.1. Lagrangeova funkce je

Jeji staciondrni body (x,y, A) jsou feSenimi soustavy tfi rovnic o trech neznamych

Ly(z,y,\)=1—=2\z =0,
Ly(x,y,\)=1-2\y =0,
L)\(ff,y,A): 1—[L‘2—y2:0.

Kvili podmince 22 + y*> = 1 nemuzou byt = ani y nulové, tedy (z prvnich dvou rovnic) ani A
ne. Prvni dvé rovnice daji z =y = 1/(2)). Dosazenim do tret{ mdme 2/(2))* = 1, coz d4 dva
kofeny A = +1/+/2. Stacionarni body funkce L jsou dva, (z,y, \) = £(1,1,1)/y/2. Tedy mame
dva kandiddty na lokalni extrémy, (z,y) = +(1,1)/v/2. ¢

4Vyraz Lyx(x,A) oznacuje faddkovy vektor parcidlnich derivaci funkce L podle w1, ..., x,. Podobné Lx(x, \).
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Piiklad 11.13. Resme Piiklad 11.1, kde ale omezeni zménime na g(z,y) = (1 — 2> —42)? = 0.
Podle Prikladu 11.10 mame ¢'(z,y) = (0,0) pro kazdé (z,y) € X, ¢ekdme tedy potiz.
Stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y,\) =z +y + A(1 — 2% — y*)? mus{ spliovat
Lo(z,y,A) = 1 —4)z(1 — 2° —y*) =0,
Ly<x7y7 )\) =1- 4)\3/(1 - x2 - y2) = 07
L)\<$7y7 )\) = (1—1’2—y2>2 =0.
Tyto rovnice si odporuji: jelikoz 1 — 22 — y? = 0, tak napf. prvni rovnice ifkd 1 — 4z - 0 = 0,
coz neplati pro zadné (x, \). Zaver je, ze lokdln{ extrémy (z,7y) = £(1,1)/v/2 jsme nenagli. ¢

Priklad 11.14. Ziskejme podminky stacionarity (11.10) pro tlohu (11.6) s linearnimi omeze-
nimi pomoci formalismu s Lagrangeovou funkei. Mame

L(x,A) = f(x) + AT(b — Ax)
tedy

Ly(x,A) = f'(x) = ATA =0,
Lx(x,A\) =b—Ax =0. ¢

Piiklad 11.15. Vrat'me se k tloze (11.5). Mame
L(x,\) =alx + $A(1 —xTx),

kde jsme pro pohodli napsali %)\ misto A (pro¢ to mizeme?). Je Ly(x, \) = al —\xT, stacionarn{
body funkce L tedy spliuji soustavu

a=)x, x'x=1.

Rozlisime dva pripady:
e Je-li A # 0, z prvni rovnice madme x = a/\, coz dosazeno do druhé déd a’a/A\? = 1, tedy
A = =£||a||, tedy kandidéti na lokdlni extrémy jsou x = +a/||a]|.

e )\ = 0 muze nastat jen kdyz a = 0, tedy ucelova funkce je konstantni. Pak jsou kandidati
na lokdlni extrémy vsechna x spliujici x’x = 1, tedy celd sféra X. ¢

Priklad 11.16. Vrat'me se k tloze (7.1), kde minimalizujeme kvadratickou formu x” Ax na
sféfe xTx = 1. Piedpokladdme, Ze A je symetrickd. Mdme

L(x,\) = xTAx + \(1 — x"x).

Rovnice Ly(x,A) = 0 da (po transpozici) Ax = Ax. Tedy (x,\) je stacionarni bod funkce L,
pravé kdyz ) je vlastn{ &fslo matice A a x je normalizovany (kvili podmince x”x = 1) vlastni
vektor prislusny A.

Pouze z podminek prvniho fadu nelze rozhodnout, které stacionarni body funkce L odpovi-
daji minimu tlohy (7.1), které maximu a které ani jednomu. Muzeme to ale udélat ivahou: kdyz
(A, x) je staciondrn{ bod L, médme x” Ax = xT (Ax) = \. Tedy nejmensi [nejveétsi] vlastni ¢islo
odpovidd minimu [maximu| a ostatni vlastni ¢isla neodpovidaji (globdlnim) extrémum tlohy.4

Predchozi priklady a také Piiklady 11.4 a 11.3 vyzaduji od studenta nejen znalost metody
Lagrangeovych multiplikatoru, ale i jistou zruénost v manipulaci s maticovymi vyrazy. Cvicte
tuto zrucnost ve Cvicenich 11.16-11.18!
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11.2.3 Podminky druhého radu

Véta 11.5 udava podminky prvniho fadu na extrémy vazané rovnostmi. Rikd, ze pokud (x, A) je
stacionarni bod Lagrangeovy funkce, pak bod x je ‘podeztely’ z lokalniho extrému funkce f na
mnoziné X . Uved'me nyni bez ditkazu podminky druhého radu®. Hlavni rozdil oproti Vété 11.3
je v tom, ze misto druhych derivaci funkce f v bodé x v nich vystupuji druhé derivace funkce L
podle x v bodé (x,A), tj.

O*L(x,\)

eamie MCIR z; A g (x). (11.24)

Véta 11.6. Necht’ f: R" — R a g: R" — R™ jsou dvakrat diferencovatelné v bodé x € R".
Necht’ x je regularni bod zobrazeni g.
e Jestlize x je lokdlni minimum [maximum]| funkce f vdzané podminkou g(x) = 0,
pak existuje A tak ze L'(x,A\) =0
a Hessova matice (11.24) je positivné [negativné] semidefinitni na podprostoru null g'(x).
o Jestlize existuje A tak ze L'(x,A) =0
a Hessova matice (11.24) je positivné [negativné| definitni na podprostoru null g’(x),
pak x je ostré lokdlni minimum [maximum]| funkce f vdzané podminkou g(x) = 0.

Priklad 11.17. Hledejme strany kvadru s jednotkovym objemem a minimélnim povrchem.
Tedy minimalizujeme xy + xz + yz za podminky xyz = 1. Lagrangeova funkce je

L(z,y,z,\) = zy + 2z + yz + A\(1 — zyz).
Polozenim derivaci L rovnym nule mame soustavu
Ly(x,y,z,\)=y+2z —Ayz =0
Ly
L

( )

(x,y,z,\)=x+2z —Axz=0
z(xvyaza/\):x+y_>‘xy =0

( )

Ly(x,y,z,\) =xyz — 1 =0.

Soustava je zjevné splnéna pro (z,y,z,A) = (1,1,1,2). Mame ukézat, ze tento bod odpovida
lokalnimu minimu. Mame

0 1-Xz 1-2\ 0 -1 -1
2L /\ Yy
%: =X 0 l1-xz|l=1|-1 o0 -1/, (11.25)
(z,9,2) 1—Xy 1—X\x 0 -1 -1 0

Mame ukéazat, ze tato matice je positivné definitni na nulovém prostoru Jacobiho matice
g (x,y,2)=[-yz —xz —ay]=[-1 -1 —1]. ¢

Déle pokracujeme podobné jako v Prikladu 11.5.

5Zdiraznéme, ze druh lokdlnfho extrému nelze zjistit podle definitnosti Hessovy matice L”(x, ), tedy je
chybou pouzit Vétu 10.4 na funkei L (z Véty 11.6 nic takového neplyne).
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11.3 Cviceni

Nasledujici ulohy vyfteste nejdiive prevodem na hleddani volnych extrému dle Prikladu 11.1
(proved’'te jen je-li to mozné; nékdy je k tomu tieba jednoduchd uvaha) a potom metodou
Lagrangeovych multiplikatoru. V druhém pripadé nemusite ovérovat podminky druhého radu,

staci jen najit stacionarni body Lagrangeovy funkce (lze-li ale usoudit na druh extrému néjakou
snadnou tdvahou, udélejte to).

11.1. Na kruznici 22 + y? = 1 najdéte lokaln{ extrémy funkce

a) f(z,y) =22~y
b) f(z,y)=z(y—1)
¢) flz,y) =" +2y°
d) f(x,y) = 2%y

e) flz,y) ="+
£) f(z,y) = sin(zy)
g) f(x,y) =e™

11.2. Na sféte 22 + 4% + 22 = 1 najdéte lokalni extrémy funkce

a) f(z,y,2) = (z+y)(y + 2)

b) f(x,y,2) =a/x+b/y+c/z, kde a,b,c > 0 jsou dany
c) flz,y,2) =23+ 9>+ 2

d) f(z,y,2) =23 +y> + 23 + 2ay2

e) (%) f(z,y,2) =2 +y>+ 2° — 3zyz

£) (x) flz,y,2) = 2* + 20yz — 23
11.3. Najdéte lokalni extrémy funkce

a) f(r,y,2) = x + yz za podminek 2> + y? + 22 = 1 a 2% = 2% + /*
b) f(z,y,z2) = xyz za podminek 2> +y* + 22 =lazy +yz+ 22 =1
11.4. Najdéte bod nejblize pocatku na ktivce
a) x+y=1
b) z+2y=5
c) 2ly=1
d) 2 +2y* =1
11.5. Spocitejte rozmery télesa tak, aby meélo pfi daném objemu nejmensi povrch:
a) kvadr
b) kvadr bez vika (m4 jednu dolni sténu a ctyfi bocni, horni sténa chybi)
c) vélec
d)
e) (%) kelimek (komoly kuzel bez vika). Objem komolého kuzele je V' = Zh(R*+ Rr+1?)
a povrch plasté (bez podstav) je S = w(R + r)+/(R — r)? + h%. Pouzijte vhodnou

numerickou metodu na feseni vzniklé soustavy rovnic.

pullitr (valec bez vika)
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11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

Rozlozte dané kladné realné cislo na soucin n kladnych realnych ¢isel tak, aby jejich soucet
byl co nejmensi.

Najdéte vzdalenost mnoziny { (z,y) € R? | y = 2 } od kruznice s polomérem 1 a stfedem
v bodé (2,0).

Dokazte, ze funkce f(x,y) = x nabyva za podminky 2% = y? minimum pouze v pocatku.
Ukazte, ze metoda Lagrangeovych multiplikatoru toto minimum nenajde.

Necht’” x* je bod nejblize poc¢atku na nadplose h(x) = 0. Ukazte metodou Lagrangeovych
multiplikatoru, ze vektor x* je kolmy k te¢né nadroviné plochy v bodé x*.

Do elipsy o danych délkach os vepiste obdélnik s maximalnim obsahem. Predpokladejte
pritom, ze strany obdélniku jsou rovnobézné s osami elipsy.

Fermativ princip v paprskové optice tikd, ze cesta mezi libovolnymi dvéma body na
paprsku ma takovy tvar, aby ji svétlo probéhlo za cas kratsi nez ji blizké drahy. Pozdéji
se zjistilo, ze spravnym kritériem neni nejkratsi ale extrémni cas. Tedy skutecnd draha
paprsku musi mit ¢as vétsi nebo mensi nez ji blizké drahy. Z tohoto principu odvod’te:

a) Zakon odrazu od zrcadla: ihel dopadu se rovna thlu odrazu.
b) Snelluv zdkon lomu: na rozhrani dvou prostiedi se svétlo lomi tak, ze

cp  sinag

¢y sinas’
kde «; je thel paprsku od normély rozhrani a ¢; je rychlost svétla v prostiedi 7.
Odvozeni udélejte:

(i) Pro rovinné zrcadlo a rovinné rozhrani (coz vede na minimalizaci bez omezeni).
(ii) Pro zrcadlo a rozhrani tvaru obecné plochy s rovnici g(x) = 0. Dokazete najit situaci,
kdy skutecna draha paprsku ma ¢as vetsi nez ji blizké drahy?

Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné proménné je funkce p: {1,...,n} — R,
(tj. soubor nezépornych ¢isel p(1),...,p(n)) splijici > "_, p(x) = 1.

a) Entropie ndhodné promeénné s rozdélenim p je rovna — Y " p(z)logp(z), kde log
je prirozeny logaritmus. Najdéte rozdéleni s maximalni entropii.
b) Dokazte Gibbsovu nerovnost (téz zvanou informacni nerovnost): pro kazdé dvé roz-

déleni p, g plati
> p(x)logg(x <Zp ) log p(x
=1

pricemz rovnost nastava jen tehdy, kdyz p = q.

(x) Mame trojihelnik se stranami délek a, b, c. Uvazujme bod, ktery ma takovou polohu,
ze soucet ¢tvercu jeho vzdélenosti od stran trojihelniku je nejmensi mozny. Jaké budou
vzdalenosti x, y, z tohoto bodu od stran trojuhelniku?

(x) Mame krychli s délkou hrany 2. Do stény krychle je vepsana kruznice (kterd ma tedy
polomér 1) a okolo sousedni stény je opsdna kruznice (ktera mé tedy polomér v/2). Najdéte
nejmensi a nejvetsi vzdalenost mezi body na kruznicich.
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11.15.

11.16.
11.17.
11.18.

11.19.

11.20.

11.21.

11.22.
11.23.

11.24.

11.25.

11.26.

(x) Najdéte extrémy funkce

f<x7y7z7uuv7w):<1+.T+U)71+(1+y—|—’0)71—|—<1—|—z+w)71

3

za podminek zyz = a®, vow = % a .y, z,u, v, w > 0.

Minimalizujte x’x za podminky a’x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?
Minimalizujte x* Ax za podminky b’x = 1, kde A je symetrickd positivné definitni.

Minimalizujte x” Cx za podminky Ax = b, kde A m4 linedrné nezavislé fadky a C je
symetricka positivné definitni. Najdéte vzorec pro optimalni x.

Reste Cviceni 11.18, kde ale matice C a A mohou byt libovolné. Nemusite najit vzorec pro
optimalni x, ale napiste linedrni soustavu, jejimz feSenim je stacionarni bod Lagrangeovy
funkce (jako v Prikladu 11.4).

(x) Minimalizujte x” Ax za podminky x’Bx = 1, kde A a B jsou positivné definitni.
(x) Minimalizujte x” Ax za podminek Bx = 0 a x'x = 1, kde A je positivné definitni.
(*) Minimalizujte a’ (x — b) za podminky x”Cx = 1, kde C je positivné definitni.

(%) Pro jaké matice A a vektory b plati max{ ||Ax| | b’x =0} = 0?

( ATA CT

*
o . . PR y . A s
*) Dokazte, ze matice je regularni prave tehdy, kdyz matice ma line-

C 0 C

arné nezavislé sloupce a matice C ma linedrné nezavislé radky (viz Piiklad 11.4).

Necht” g: R — R je vsude diferencovatelnd a vSude ma nenulovy gradient. Necht’ 0 #
a € R" a b € R. Hleddme vzdalenost kiivého povrchu g(x) = 0 od nadroviny a’x = b.
Dokazte, ze tecny prostor k nadpovrchu v bodé nejblize nadroviné bude rovnobézny s
nadrovinou.

Necht’ funkce f: R®™ — R je diferencovatelna v bodé x* € R". Ukazte, ze graf Taylorova
polynomu 7L (x) = f(x*)+ f'(x*)(x—x*) prvniho stupné (tj. afinn{ aproximace) funkce f
v bodé x* je te¢ny podprostor ke grafu funkce f (zopakujte definici grafu funkce ze zac. §8!)
v bodé x*, pticemz podminky regularity jsou splnény.

Napovéda a reseni

11.1.d) Muzeme pouzit stejnou parametrizaci kruznice jako v Piikladé 11.1 a najit (s trochou Stésti)

¢tyti lokalni extrémy funkce cos?

2

asin a. Muzeme ale uzit i jiny zpusob. Do tcelové funkce do-
= 1 — y? a hleddme lokélni extrémy funkce (1 — 32)y. Ale pozor: hleddme je ne na
mnoziné R, ale na intervalu [—1, 1]. Na tomto intervalu ma funkce dva lokalni extrémy y = i%
uvnitt intervalu a dva extrémy 41 v krajnich bodech intervalu. To dava celkem Sest lokalnich

extrému (z,y) puvodni dlohy.

sadime x

11.1.g) Neékdy je mozné ticelovou funkci zjednodusit. Napi. extrémy funkce €™ se nabyvaji ve stejnych

bodech jako extrémy funkce xy, protoze funkce e’ je rostouci.

11.4.c) Jsou dva body nejblize pocatku: x = +21/6 4 = 2-1/3,

11.6.

11.7.

Formulace: Minimalizujeme x1 + - - - + x,, za podminek z1---x, =a a z1,...,x, > 0, kde a > 0

je dané c¢islo.

Ukéazeme jen feseni pomoci pfevodu na volné extrémy: po eliminaci proménné y minimalizujeme
(2, 2%) - (2,0)|2 = (z—2)% +2*. Staciondrni podminka je 223 +z —2 = 0. To je kubicka rovnice.
Pokud nezname vzorce na feseni kubickych rovnic (tzv. Cardanovy vzorce), pomuze Newtonova
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2:624—:@—2 B 4:6%4—2
627 +1 622 +1
Po pér iteracich je x =~ 0.835122348481367, tedy d ~ 1.357699386102247.

11.11.a) Udeéldme jen pro obecny piipad (ii). Médme dva body a,b a hleddme bod x spliujici g(x) = 0
pro ktery je celkovéd drdha ||[x — a|| + ||x — b|| extremélni. Staciondrni body Lagrangeovy funkce
splityji (x — a)? + (x — b)? = AVg(x), kde y° = y/||y||. Ale to ik, ze vektor Vg(x) lezl v jedné
roviné s jednotkovymi vektory (x —a)® a (x — b)? a pilf thel mezi nimi (nakreslete si).

metoda: jeji iterace je (odvod’te!) xgyq1 + x) —

, pocatecni odhad zg = 1.

11.12.b) Maximalizujte levou stranu pres ¢ za podminky »©_¢(z) = 1. (Podminka ¢(x) > 0 je implicitné
zajisténa tim, ze kdyz se néktera slozka ¢ blizi shora nule, i¢elova funkce se zhorsuje nade vSechny
meze.)

11.17. x = A~'b/(bTA~'b)

11.18. x = C'AT(AC1AT)"1b.

11.25. Minimalizujeme ||x — y||? za podminek g(x) = 0 a a’y = b. Dokazované tvrzeni vyplyvé z
podminek prvniho fddu (pomoci Lagrangeovych multiplikatoru).

11.26. Toto cviceni se tyka §11.2.1. Graf funkce f je mnozina X = {(x,y) € R"" | g(x,y) = 0}, kde
g: R" — R je g(x,y) = f(x) — y. Jacobiho matice ¢'(x,y) = [f/(x) —1] je vzdy nenulovy
fadkovy vektor, tedy kazdy bod (x, f(x)) € X je regularni bod funkce g.

Graf funkce TL. je afinni podprostor { (x,y) € R*"*! | f(x*) + f'(x*)(x — x*) = y }. Posuneme-
li ho do po¢atku, stane se z néj (linearni) podprostor {(x,y) € R | f/(x*)x = y}. Méte

ukdzat, ze tento podprostor je roven tetnému podprostoru (bez posunuti) k mnoziné X v bodé

(x*, f(x*)) € X, tedy null [f'(x*) —1].
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Cast III

Linearni programovani
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Kapitola 12

Linearni programovani

Uloha linedrniho programovani'! (LP, také zvané linearni optimalizace) je minimalizace nebo
maximalizace linedrni funkce za omezujicich podminek ve tvaru linearnich rovnic a nerovnic.
Zde linearni rovnici rozumime relaci

171+ -+ apTy :b7
neboli kratce a’x = b. Linedrni nerovnici rozumime jednu z relaci
GmTy A+ F Ay < b, @+ an®, 20,

neboli a’x < b ¢ alx > b. Linedrni program je tedy tloha (1.10) ve které je funkce f linedrni
(tj. tvaru (3.11)) a funkce g;, h; jsou afinni (tj. tvaru (3.37)).
Linearni programy s jednou nebo dvéma proménnymi lze tesit graficky.

Priklad 12.1. Prikladem linearniho programu je optimaliza¢ni 1iloha

max x + vy

za podminek x + 2y < 14 (12.1)
3r — y> 0
r— y< 2

Mnozina X = {(z,y) € R* | v +2y < 14, 3z —y > 0, z —y < 2} pifpustnych Fesen{ této
ulohy je prunik tii polorovin:

3r—y=0 (1,2
(1,1)

6 61

4 44
D% F r+2y=14 X r+2y=14

2 21
0 ‘ r+y=10 0 | z+2y =10

/2 4 6 /2 4 6
. r+2y==6
/, r+y=238 /
r+y==6

LSlovo programovdni zde m4 trochu jiny vyznam nez zndte: misto tvoieni sekvenéniho poéitacového kédu,
ktery tesi dany problém, to znamend hledani vhodné 1icelové funkce a omezujicich podminek tak, aby optimalni
reSeni bylo fesenim daného problému. Optimalizaci obecné se také nékdy rika matematické programovdand.
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Ucelové funkce & + 1, neboli ¢7x pro x = (z,y) a ¢ = (1,1), méd vrstevnice kolmé k vektoru ¢
a roste ve sméru c. Proto (viz obrdzek vlevo) ucelova funkce na mnoziné X nabyva maxima
v bodé (z,y) = (6,4). Uloha ma tedy jediné optimalni reseni.

Pokud bychom tcelovou funkci tlohy zménili na z + 2y, mnozina optimalnich feseni tlohy
by byla tsecka spojujici body (2,6) a (6,4) (viz obrazek vpravo), iloha by tedy méla neko-
necné mnoho optimalnich feseni. Pokud by tcelova funkce byla nulova (tj. Ox + Oy), mnozina
optimalnich feseni ulohy by byla cely trojuhelnik X. ¢

Z nasich dvah je patrno (presné ukézeme pozdéji), ze pro tlohu linedrniho programovani
mohou nastat tii pripady:

e tloha m4 (alespon jedno) optimdlni resent,
e tloha je nepripustnd (mnozina piipustnych feseni je prazdnd, omezeni si odporuji),
e tloha je neomezend (tc¢elovou funkei lze bez poruseni omezeni libovolné zlepsovat).

Jestlize uloha ma optimélni feseni, pak mnozina optimalnich feSeni je bud’ vrchol mnohotihel-
niku nebo jeho hrana nebo cely mnohothelnik.

12.1 Transformace uloh LP

Casto je uziteéné formulovat linedrni program v néjakém specidlnim tvaru, kdy jsou dovoleny
jen urcité typy omezeni. To obvykle vyzaduji napt. algoritmy na feseni LP.

Jeden specidlni tvar je tvar, kdy minimalizujeme (ne tedy maximalizujeme) a dovolime pouze
omezeni typu > (vétsi nebo rovno):

min ¢y +---+ ey,

za podminek anw; +- -+ @i, > by, i=1,...,m (12.2a)

To se pohodInéji napise v maticovém tvaru
min{c’x | x € R", Ax > b}, (12.2Db)

kde A € R™"™ b € R™, ¢c € R". Zapis Ax > b znaci, ze pro kazdé ¢ = 1, ..., m neni i-ta slozka
vektoru Ax mensi nez i-ta slozka vektoru b. Jakykoliv linearni program snadno pirevedeme na
tvar (12.2) témito upravami:

e Maximalizaci funkce ¢’x nahradime minimalizaci funkce —c”x.
e Nerovnost a’x < b nahradime nerovnosti —a’x > —b.
e Rovnost a’x = b nahradime dvéma nerovnostmi a’x > b, —a’x > —b.
Jiny ¢asto uzivany specidlni tvar je rovnicovy tvar?, ve kterém vSechna omezeni jsou
rovnosti a vSechny proménné jsou nezaporné, tedy
min ¢y +--+ cxy,
za podminek ajxq +---+ apmx, = b, 1=1,...,m (12.3a)
r; >0, 7=1,...,n
neboli
min{c’x | x €R", Ax=b, x>0} (12.3b)

Tvar (12.2) lze prevést na tvar (12.3) dvéma upravami, ve kterych zavedeme nové promeénné:

2Tomuto tvaru se nékdy i1kd standardni. Nazvoslovi bohuzel neni jednotné, nizvy jako ‘standardni tvar’,
‘zdkladni tvar’ ¢i ‘kanonicky tvar’ tedy mohou znamenat v riznych knihach ruzné véci.
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e Nerovnost a’x > b nahradime dvéma omezenimi a’x —u = b, u > 0. Pomocné proménné u
se iik4 slackova proménna®. Podobné bychom prevedli nerovnost a’x < b na rovnost.

e Neomezenou proménnou z € R rozdélime na dvé nezdporné proménné z= > 0, x= > 0
piiddnim podminky z = T — 2~.

Uloha ziskana z puvodni ilohy pomoci téchto uprav je ekvivalentni puvodni iloze v tom smyslu,

7e hodnota jejich optima je stejnd a argument optima puvodni tlohy lze ‘snadno a rychle’ ziskat

z argumentu optima nové tlohy.

Priklad 12.2. Ulohu (12.1) pfeved’'me na tvar, ve kterém minimalizujeme (misto maximalizu-
jeme) a omezeni jsou rovnosti, pricemz nékteré proménné mohou byt nezdporné. To udélame

zavedenim slackovych proménnych. Nova tloha je

min —zr — y
za podminek = 4+ 2y + v =14
d3r— y—v= 0
rT— y+w= 2
u,v,w > 0

Zde proménné x,y mohou mit libovolné znaménko. Pieved’'me tlohu na tvar (12.3), kde
vsechny proménné jsou nezaporné. Dosadime r =2, —x_ay =y, —y_,kdezy,x_,y,,y_ > 0.
Vysledna loha je

min —zy + - — Yy + y-
za podminek x, — x_ + 2y, —2y_ + u=14
3Ty —3r- — Yy + Y- — v
Ty — To— Yp + y-tw= 2
Ty, T, Y4, Y-, U, U, W Z 0 ‘

I
o

12.1.1 Po castech afinni funkce

Méjme funkei f: R® — R danou vzorcem

F(x) = mivx(clx + dy), (12.4)
kde ci,...,c. € R™ a dy,...,dr € R jsou dany. Tato funkce neni linedrni ani afinni, je po

castech afinni. Na obrédzku jsou piiklady (vlevo pron =1 a k =3, vpravo pron =2 a k = 4):

£

w
“

7

&

7
7

7
(X!

R

{
f
47

{
I
o,
9
W
%

1 5 —

—4 —2
f(.%') :max{—x—Q, 07 %(1’—1)} f(x7y) = %max{x—i—y—l, —x—i—y, r—y, _m_y_l}

3Slack znamens anglicky napi. mezeru mezi zdi a skifni, kterd neni zcela pfirazens ke zdi. Termin slack
variable nema ustileny cesky ekvivalent, nékdy se preklada jako skluzovd proménnd.
4Pfesnéji v linedrnim case, ve smyslu teorie algoritm.
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Minimalizujme funkei (12.4) za podminek Ax > b. To neni iloha LP, nebot’ jeji tcelova
funkce neni linedrni. OvsSem lze ji pfevést na LP zavedenim pomocné proménné.
Obecné, pro kazdou mnozinu X a funkci f: X — R plati (pokud minimum existuje)

min{ f(z) |z € X } =min{y | (z,y) € X xR, f(z) <y} (12.5)

To proto, ze kazdé optimélni feseni (x,y) pravé ulohy spliuje f(z) = y. Kdyby totiz bylo
f(z) <y, pak by teseni (z,y) bylo piipustné ale ne optimélni, protoze bychom mohli y zmensit
bez porusSeni omezeni a zlepsit tak uc¢elovou funkei.

Ted” uz nasi ulohu snadno prevedeme na LP:

min{ f(x) | x € R", Ax > b} =min{y | (x,y) € R"" f(x) <y, Ax>b} (12.6a)
=min{y | (x,9) € R"™ max(c/x+d;) <y, Ax >b} (12.6b)
=min{y | (x,9) € R"™ (Vi)(c]x+d; <y), Ax >b} (12.6c)

kde (12.6¢) je jiz uloha LP. Rovnost (12.6¢) plati proto, ze pro libovolna ¢isla a;, b ziejmé je

Piiklad 12.3. Uloha
min max{3x +4y+ 1, 2z — 3y }
za podm. x4+ 2y < 14
3r — y >0
r— y<2

neni LP, protoze ucelova funkce f(x,y) = max{ 3z + 4y + 1, 2z — 3y } neni linedrni ani afinni
(nacrtnéte si na papir nékolik jejich vrstevnic!). Ulohu lze ale prevést na LP

min 2z
za podm. 3z + 4y —z < -1
20 — 3y — 2z < 0
T+ 2y < 14
3r — y > 0
T =y < 2 ¢

Tento prevod lze uzit i pro funkce obsahujici absolutni hodnoty, nebot’ |x| = max{—=z, z}, a
na ruzné jiné pripady (trénujte to ve Cviceni 12.4!). Bud'te ale opatrni: neplati nic takového jako
(min; a; < b) < (Vi)(a; < b), tedy mame-li Spatnou kombinaci minim/maxim a nerovnosti,
prevod na LP neni mozny.

12.2 Jednoduché tulohy LP

Neéekteré ulohy LP lze tesit uvahou. Je dobré se v tom pocvicit, protoze vam to da intuici
potiebnou i pro obecnéjsi optimalizacni ilohy. Vice viz Cviceni 12.3.
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Piiklad 12.4. Pro dand ¢isla ¢ = (¢q,...,¢,) € R" fesime tlohu

max cj1xy+ -+ cTy,
za podminek x4+ -+ 2z, =1
T1ye-- Ty =0

neboli
max{c'x|17x=1,x>0}.

Piipustna reSeni je mozno vidét jako rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny
s n stavy. Neni tézké uhodnout (zamyslete se!), ze optimum tlohy se nabyva prave tehdy, kdyz

x; = 0 pro vSechna i ¢ argmax;c; (a zbyvajici proménné jsou libovolné piipusté). Jestlize
mnozina argmax; ¢; ma pouze jeden prvek ¢*, pak x; = 0 pro vsechna i # i* a x; = 1. V obou
pripadech je optimalni hodnota rovna ¢islu ¢, = max; ¢;, tj. nejvétsimu z cisel cq, ..., c,.

Jak dokazeme, ze uhodnuté teseni je skutecné optimalni? Tak, ze ukazeme, ze kazdé jiné
pripustné feseni bychom mohli pozménit tak, ze by zustalo pripustné a ucelova funkce by se
zlepsila. Kdyby napft. bylo 1 > 0 a ¢; < cpax, pak bychom mohli x; o kousek zmensit a tento
kousek pridat k x; pro néjaké i splitujici ¢; = cpax, coz by zlepsilo (zvysilo) ucelovou funkei.

Uvedeme jesté jiny dukaz, ze optimalni hodnota lohy je ¢y.,. Hodnota kritéria v libovolném
pripustném feseni je dolni mez na optimalni hodnotu tlohy. Pro nase uhodnuté pripustné reseni
mame tedy dolni mez cy.. Ale pro kazdé pripustné feseni xq,...,x, je

Ty + -+ ey < Cmax®1 T+ + CmaxTn = Cmax(xl +- xn) = Cmax; (128)

tedy cmax je zaroven horni mez na optimalni hodnotu ulohy. Protoze obé meze splyvaji, opti-
malni hodnota musi byt c¢pax. ¢

Priklad 12.5. Pozménme predchazejici ulohu: jsou dany ¢ € R" a k € {1,...,n} a fesime
max{c'x|1Tx =k 0<x<1}.

Bez ztraty obecnosti predpokladejme, Ze ¢isla ¢; jsou sestupné setazena, ¢; > --- > ¢,.

Opét neni tézké uhodnout, ze optimum tlohy se nabyva pravé tehdy, kdyz x; = 0 pro
vSechna i spliujici ¢; < ¢ (a ostatni proménné jsou libovolné pripustné). Tomu odpovida
optimalni hodnota c¢; + - - - + ¢, tedy soucet k nejvétsich cisel ¢;. Specialné, kdyby cpi1 < ¢,
pak by optimum nastalo pravé proz; =---=x,=1lazp,, =---=x, =0.

Optimalitu tohoto feseni dokazeme podobnym argumentem jako minule: kdyby pro nejaké ¢
bylo z; > 0 a ¢; < ¢, pak by nutné (kvili podmince zy + - - -+ x, = k) bylo z;+ < 1 pro néjaké
1* splnujici ¢;« > ¢ a mohli bychom tedy x; o kousek zmensit a x;« o stejny kousek zvétsit, coz
by zvysilo hodnotu kritéria.

I kdyz dukaz z predchoziho odstavce dostacuje, odvodime i horni mez analogicky k (12.8):
pro kazdé pripustné x plati (promyslete, pro¢ kazdd rovnost a nerovnost plati!)

k

k k
chxz < Zcle + Ckz T, = ch-:cl- + ckZ(l —x;) = Z(cm + (1 — :cl

i=k+1 i=1 =1 =1 <Cz ‘

IIM?r
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12.3 Typické aplikace LP

Ve zbytku této kapitoly uvedeme néktera z mnoha pouziti linearniho programovani.

12.3.1 Optimalni vyrobni program

Z m druhu surovin vyrabime n druhu vyrobku.
e a;; = mnozstvi suroviny druhu ¢ potfebné na vyrobu vyrobku druhu j
e b; = mnozstvi suroviny druhu ¢, které mame k dispozici
e ¢; = zisk z vyrobeni jednoho vyrobku druhu j
e 1, = pocet vyrobenych vyrobku druhu j

Chceme zjistit, kolik jakych vyrobku mame vyrobit, aby zisk byl nejvétsi. Tuto tlohu lze for-
malizovat linedrnim programem

max Z i, (12.9a)
j=1

za podm. Z a;jr; < b, 1=1,....,m (12.9Db)
j=1

x; >0, ji=1,...,n (12.9¢)

coz jde kratceji napsat v maticové formé jako max{c’x|x € R", Ax<b, x>0}.
Piikladem tlohy na optimdlni vyrobni program je Pfiklad 1.10 z Kapitoly 1 (podivejte se
na néj!).

12.3.2 SmésSovaci (vyzivova) tloha
Z n druhu surovin, z nichz kazdd je smési m druhu latek, mame namichat koneény produkt
o pozadovaném slozeni tak, aby cena surovin byla minimalni.

e a;; = mnozstvi latky druhu 7 obsazené v jednotkovém mnozstvi suroviny druhu j

e b; = nejmensi pozadované mnozstvi latky druhu ¢ v koneéném produktu

e ¢; = jednotkovd cena suroviny druhu j

e 1; = mnozstvi suroviny druhu j

Tuto tlohu lze formalizovat linearnim programem

min chxj (12.10a)
j=1

za podm. Z a;;r; > b, 1=1,....,m (12.10b)
j=1

2, >0,  j=1,..n (12.10¢)

neboli min{c’x|x €R", Ax >b, x>0}

Priklad 12.6. Jste kuchatka v menze a chcete uvarit pro studenty co nejlevnéjsi obeéd, ve
kterém ovsem kvuli predpisum musi byt dané minimalni mnozstvi zivin (cukru, bilkovin a
vitaminu). Obéd varite ze t¥{ surovin: brambor, masa a zeleniny. Jsou ddny hodnoty v tabulce:
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na jednotku | na jednotku | na jednotku | min. pozadavek
brambor masa zeleniny na jeden obéd
obsah cukru 2 1 1 8
obsah bilkovin 2 6 1 16
obsah vitaminu 1 3 6 8
cena 25 20 80
Kolik je treba kazdé suroviny na jeden obéd?
Resfme LP
min 250 + 50m + 80z
za podminek 2b+ m+ 2z > 8
2b+ 6m+ z2>16
b+ 3m+ 62> 8
b,m,z > 0
Optimalni feseni je b = 3.2, m = 1.6, z = 0 s hodnotou 160. ¢

12.3.3 Dopravni tuloha
Méame m skladu a n spotiebitelu.
e ¢, = mnozstvi ve skladé i
e b; = mnozstvi zbozi pozadované spotiebitelem j
e ¢;; = cena dopravy jednotky zbozi ze skladu 7 ke spottebiteli j

e 1;; = mnozstvi zbozi vezené ze skladu 7 ke spotiebiteli j

Chceme co nejlevnéji rozvézt zbozi ze skladu ke spotiebitelum. Resenim je linearni program

min zm:zn:cijxij (12.11a)

i=1 j=1
za podm. szj = ay, i=1,....,m (12.11Db)
j=1
dwy=b, j=1...n (12.11c)
i=1
2 >0, i=1,....m, j=1,....n (12.11d)

Ten jde také napsat jako (rozmyslete!)
min{ (C,X) | X e R™" X1 =a, X’1=b, X >0}, (12.12)

kde a = (ay,...,ay), b = (b1,...,b,), C = [¢;;], (C,X) znadi skaldrni sou¢in matic (2.7) a
optimalizujeme pfes matice X = [x;;].

Zadéni musi spliovat » " a; = Z?Zl b; (nabidka je rovna poptavce), jinak je 1loha ne-
pripustna. To snadno vidime: soucet levych stran rovnic (12.11b) je roven souctu levych stran
rovnic (12.11c). Uloha jde modifikovat tak, ze dovolime Sorap > Z?Zl b;, tedy zbozi na
skladech muze byt vice nez zddaji spotiebitelé. Pak by se omezeni (12.11b) muselo zménit na
> -1 Tij < a; (promyslete!).
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12.3.4 Distribuéni tloha

Méame m stroju a n druhu vyrobku.
e a; = pocet hodin, ktery je k dispozici na stroji ¢
e b; = pozadované mnozstvi vyrobku druhu j
e ¢;; = cena jedné hodiny préce stroje ¢ na vyrobku typu j
e k;; = hodinovy vykon stroje ¢ pii vyrobé vyrobku druhu j
e 1;; = pocet hodin, po ktery bude stroj ¢ vyrdbét vyrobek druhu j

Pro kazdy ze stroji mame urcit, kolik vyrobki se na ném bude vyrabét. Resen:

mln{ ZZCUI‘” Zx” < a, Z kijxi; = bj, x5 > 0} (12.13)

i=1 j=1

12.4 Preurcené linearni soustavy

12.4.1 Vektorové normy

Norma formalizuje pojem ‘délky’ vektoru x. Zname jiz eukleidovskou normu, ale existuji i jiné
normy. Obecné pojem norma definujeme takto: funkce || - ||: R — R se nazyva vektorova
norma®, jestlize splituje tyto axiomy:
1. Jestlize ||x|| = 0 pak x = 0.
2. |lax]|| = |a ||x]| pro kazdé o € R a x € R" (norma je kladné homogenni).
3. [[x+yl <%/l + [|¥]| pro kazdé x,y € R™ (trojihelnikova nerovnost).
7 axiomu plynou tyto dalsi vlastnosti normy:
e ||0|| =0, coz plyne z homogenity pro a = 0
e [|x|| > 0 pro kazdé x € R™. To jde odvodit tak, ze v trojihelnikové nerovnosti polozime
y = —x a tedy
0 = (0]} = [lx = x|[ < x| + [|=xI[ = 2],
kde na pravé strané jsme pouzili homogenitu.

Jednotkova sféra normy je mnozina { x € R" | ||x|| = 1}, tedy vrstevnice normy vysky 1.
Diky homogenité je jednotkova sféra stredové symetricka a jeji tvar zcela urc¢uje normu.
Uved’'me priklady norem. Dulezitou skupinou norem jsou p-normy

Ixllp = (P + -+ | |?) 7.

Musi byt p > 1, jinak neplati trojihelnikova nerovnost. Nejcastéji narazite na:

o ||x||1 = |z1|+: - -+]|z,|. Nekdy se ji tika manhattanskd norma, protoze v systému pravoihlych
ulic je vzdalenost mezi body x a y rovna ||x — y||;.

o [|x|2 = \/:cl + 22 = VxTx. Je to eukleidovskd norma.

o ||| = lim, o ||X||p = max{|z1|,...,|z,|} (spoctéte limitu ve Cviceni 12.13!). Nekdy se ji
iika Cebysevova norma nebo maz-norma.

®Symbolem || - || jsme dosud znagéili eukleidovskou normu. Od ted’ az do konce skript jim ale budeme znaéit
obecnou vektorovou normu a eukleidovskou normu budeme znaéit symbolem || - ||2.
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Jednotkové sféry téchto norem v R? vypadaji takto:

Se G ]
NI

[l =1 x[l2 =1 [%[loo =1

Vsimnéte si, ze pro n = 1 se p-norma pro libovolné p > 1 redukuje na absolutni hodnotu |z|.
Existuji ovSsem i normy, které nejsou p-normy, napf.

o |x|| = 2|z1| + /2% + 22 + max{|z4], |v5|} je norma na R5.

e Je-li ||x|| norma a A matice s linedrné nezdvislymi sloupci, je také ||Ax|| norma.

12.4.2 Priblizné reSeni linearnich soustav v 1-normé a oco-normé

Méjme preurcenou linearni soustavu Ax = b, kde A € R™*™ a 0 # b € R™. Nalezeni jejiho
priblizného teseni formulujme jako tlohu

min ||Ax — bl[,. (12.14)

x€R™
Uvazujme tii pripady:
e Pro p = oo hleddme takové x, které minimalizuje vyraz
|Ax — bl :m’”?élx|afx—bi\, (12.15)
1=
tedy minimalizuje maximalni residuum. Toto feSeni je znamé pod nézvem minimaxni nebo
Cebysevovo. Podle §12.1.1 je tato tloha ekvivalentni linearnimu programu

min z
zapodm. —z<alx—b; <z, i=1,....m

coz lze napsat kratceji v maticové formeé
min{z |x€eR", zeR, —21 <Ax—-b<z1}. (12.16)

e Pro p = 2 dostaneme teseni ve smyslu nejmensich ctvercu, které jsme odvodili v §5.1.

e Pro p =1 hledame takové x, které minimalizuje vyraz

|Ax — bl =) " a/x — b, (12.17)
i=1
kde aT. ... a7 jsou Fadky matice A. Uloha je ekvivalentn{ linedrnimu programu

min 2z +---+ 2,

zapodm. —z <alx —0; <z, i=1,....,m

neboli
min{ 1’z |x €R", z€ R™, —z< Ax—-b <z} (12.18)
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12.4.3 Linearni regrese

Vrat'me se k linedrni regresi z §5.1.3 (znovu prectéte!). Funkéni zavislost priblizné popsanou
namérenymi dvojicemi (z;,v;), ¢ = 1,...,m, jsme aproximovali regresni funkei

f(2,0) = 01p1(2) + -+ + Oppu(a) = p(2)"0,
kde parametry @ jsou takové, aby y; ~ f(x;,0) pro vSechna i. Pfiblizné rovnosti ~ jsme chépali
ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy hledali jsme takové 8 které minimalizovalo funkci

m

S (i — f(2:,0))2 = |y — A8, (12.19)

i=1

kde y = (1, - ..,Ym) a prvky matice A jsou a;; = ¢;(z;). Tedy fesime tlohu (12.14) pro p = 2.
Muzeme ale pouzit i jiné normy nez eukleidovskou. Pro p = 1 minimalizujeme

Z|yi_f(xi70)| =[ly — Al (12.20)
i=1
a pro p = oo minimalizujeme
max |y; — f(2i,0)| = |y — Al (12.21)

Déle ukazeme, k ¢emu to muze byt dobré.
Regrese ve smyslu oo-normy je vhodna napf. pii aproximaci funkei.

Priklad 12.7. Na pocitaci bez matematického koprocesoru potiebujeme mnohokrat vyhodno-
covat funkci sinus na intervalu [0, 7]. Protoze vypocet hodnot této funkce by trval piili§ dlouho,
chceme ji aproximovat polynomem tietiho stupné 0; + Osx + 0522 + 6,23, jehoz hodnoty se spo-
¢itaji rychleji. Spoéitejme hodnoty y; = sin z; funkce v dostatecném poctu bodu x; = % pro
i =1,...,m. Koeficienty polynomu hleddme minimalizaci CebySevova kritéria (12.21), nebot’
to ndm da zaruku, ze chyba aproximace nikde neptesdhne hodnotu, ktera je nejmensi mozna
pro dany stupen polynomu. ¢

Regrese ve smyslu 1-normy je uzitecna tehdy, kdyz je mald ¢ast hodnot y; namérena tuplné
chybné (napt. se nékdo pii zapisovani vysledku méteni spletl v desetinné ¢érce). Takovym hod-
notam se fikda vychylené hodnoty (outliers). Disciplina zabyvajici se modelovanim funkénich
zavislosti za pritomnosti vychylenych hodnot se nazyvéa robustni regrese. V tomto piipadé
feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu neni vhodné (neni robustni’), protoze i jediny vychyleny
bod velmi ovlivni feSeni. Regrese ve smyslu 1-normy je vuéi vychylenym bodum odolnéjsi.

Ukazeme to na velmi jednoduchém ptipadu regrese: odhadu hodnoty jediného cisla ze sou-
boru jeho nepfesnych méreni. To je vlastné polynomidalni regrese polynomem nultého stupné
f(z,0) = 0, tj. konstantni funkci (viz Piiklad 5.4). Pro dana ¢isla y = (y1,...,ym) € R™
hledame 6 € R minimalizujici vyraz

by = 161l = (g = s g — O (12.22)

e Pro p = oo minimalizujeme max’ | |y; — 6|. Redenim je § = 2(min”, y; + maxi”, y;), tedy
bod v poloviné mezi krajnimi body.
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e Pro p = 2 minimalizujeme /> (y; — 0)2. Refenim je aritmeticky priumér, § = LS i
(viz Priklad 5.4).

e Pro p = 1 minimalizujeme ) ", |y; — 0. Resenim je medidn z ¢isel yy, ..., Ym, viz Pii-

klad 1.13.

Predpokladejme nyni, Ze jedno z ¢isel, napt. y;, se zvétsuje. V tom piipadé se feseni 6
pro ruznd p budou chovat ruzné. Napfr. aritmeticky prumér se bude zvétsovat, a to tak, ze
zvétsovanim hodnoty y; dosdhneme [libovolné velké hodnoty 6. Pro median to ovSem neplati
— zvétsovanim jediného bodu y; ovlivnime € jen natolik, nakolik to zméni poradi bodu. Jeho
libovolnym zvétsovanim nedosahneme libovolné velké hodnoty 6.

Piiklad 12.8. Suplérou zméifme prumér ocelové kulicky v nékolika mistech, dostaneme hod-
noty y; = 1.02, yo = 1.04, y3 = 0.99, y, = 2.03 (cm). Pfi poslednim méfeni jsme se na stupnici
prehlédli, proto je posledni hodnota iplné spatné. Z téchto méreni chceme odhadnout skuteény
prumér. Mame

m

1, m m 1 « m
5( D y; + rgl;alxyi) = 1.51, - Zlyz =1.27, mggianyi = 1.03.

1=

Je zjevné, ze median je neovlivnén vychylenym bodem, zatimco ostatni odhady ano. ¢

bustnost reseni ve smyslu 1-normy takto jednoduse formélné ukézat a analyza je obtiznéjsi.
Vysledek ale bude podobny: feSeni ve smyslu 1-normy je méné citlivé na vychylené body nez
feseni ve smyslu 2-normy.

12.5 Celociselné linearni programovani, LP relaxace

Celociselné linearni programovani (angl. integer linear programming, ILP) se 1isi od line-
arniho programovani dodate¢nym omezenim, ze proménné musi nabyvat pouze celociselnych
hodnot. Nejcastéji pouzivané jsou bindarni proménné, které mohou nabyvat jen dvou hodnot 0
a 1. ILP s binarnimi proménnymi je tedy tuloha

min{c’x | x € {0,1}"*, Ax>b}. (12.23)

Mnozina piipustnych feseni této ilohy obsahuje konecny (avsak obvykle obrovsky) pocet izolo-
vanych bodu, jedna se o typickou tlohu kombinatorické optimalizace (viz §1.3). Zatimco vytesit
oby¢ejny linearni program je relativné snadné (LP je resitelné v polynomidlnim ¢ase), vytesit
ulohu ILP je obecné velmi obtizné (ILP je tzv. NP-tézké).

Mohli bychom zkusit tlohu (12.23) jednoduse nahradit linearnim programem

min{ ¢’x | x € [0,1]", Ax >b}. (12.24)

To je opravdu linedrni program, protoze omezeni x € [0,1]" lze napsat jako 0 < z; < 1
(i =1,...,n), coz jsou linedrni nerovnosti. Uloze (12.24) se iké LP relaxace (angl. relazation
znamend uvolnéni, mysleno jako ‘uvolnéni’ omezeni) tlohy (12.23). LP relaxace je tedy nahra-
zeni (tézké) dlohy ILP (snadnou) ulohou LP, ve které jsme vypustili omezeni na celo¢iselnost
proménnych.
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Mohli bychom si myslet, ze kdyz optimélni feseni x € [0,1]" LP relaxace (12.24) néjak
sikovné zaokrouhlime na celociselny vektor x’ € {0,1}", dostaneme feSeni (nebo aspoi pri-
blizné feseni) tlohy (12.23). To ale bohuzel obecné neplati. Zaokrouhleni totiz muze znicit
pripustnost, tedy zaokrouhlené proménné x’ nemusi spliovat podminky Ax’ > b. I to nejsi-
kovnéjsi zaokrouhleni ndm nepomuze, nebot’ uz jen odpovédét na otazku, zda tloha (12.23)
je pripustnd (tedy zda existuje alespon jedno x € {0,1}" spliujici Ax > b), je tzv. NP-ipiny
problém (zhruba feceno, je to stejné tézké jako najit optimdlni feseni tlohy (12.23)). I kdy-
bychom méli §tésti a zaokrouhleny vektor x’ byl pifpustny, hodnota ¢”x’ icelové funkce muze
byt obecné libovolné daleko od optimélni hodnoty tlohy (12.23).

Obecné, jediny uzitecny vztah mezi optimalnim tesenim puvodni a relaxované tlohy je, ze
optimalni hodnota relaxované tlohy neni vétsi nez optimalni hodnota puvodni 1ilohy:

min{ c¢’x [x € [0,1]", Ax>b} < min{c’x|x€{0,1}", Ax>b}. (12.25)
To proto, ze v relaxované tloze minimalizujeme pres véts7 mnozinu nez v puvodni tloze:
{xe€[0,1]]"|Ax>b} DO {x€{0,1}" | Ax>Db}.

Presnéji to lze uvidét takto: Necht’ x* je optimalni feseni nerelaxované tlohy (12.23) a necht’
x je optimdlni Feseni relaxované ulohy (12.24). Protoze x* je piipustné (i kdyz ne nutné op-
timaln{) pro relaxovanou tlohu, musi byt ¢’x < ¢x*. Rozdilu mezi pravou a levou stranou
nerovnosti (12.25) se tikd integrality gap (tedy mezera celociselnosti).

Pro nékteré konkrétni kombinatorické problémy vsak je situace ptiznivéjsi, napi. LP relaxace
fesi puvodni dlohu vzdy presné (tedy nerovnost (12.25) plati s rovnosti), nebo dovoluje sestrojit
jeji priblizné feseni se zarukou presnosti (déle uvedeme priklady). I kdyz toto Stésti neméame,
dolni mez je casto uzitecnda pti hledani presného nebo priblizného feseni 1lohy néjakym jinym
zpusobem (napf. metodou vétvi a mezi nebo metodou sec¢nych nadrovin).

12.5.1 Nejlepsi prirazeni

V prifazovaci dloze (assignment problem, téz znam jako bipartitni pdrovdns) jsou dana ¢isla ¢;;
pro i,5 € {1,...,n} a cilem je najit bijektivni zobrazeni =: {1,...,n} — {1,...,n} (tedy
permutaci mnoziny {1,...,n}), kterd minimalizuje soucet ", ¢; (i)

Kazdé dvojici i,7 € {1,...,n} pfifad'me bindrni{ proménnou z;; € {0,1}. Tyto proménné
reprezentuji permutaci 7 tak, ze z;; = 1 prave kdyz m(i) = j. Protoze 7 piitazuje kazdému ¢
pravé jedno j, musi byt mezi proménnymi z;, ..., z;, pravé jedna rovna 1. To zapiSeme jako
Z?Zl z;; = 1. Protoze 7 je bijekce, kazdy obraz m mé prave jeden vzor, tedy >, x;; = 1. Nyni
ulohu muzeme psat jako ILP

min i i CijTij (12.26a)

i=1 j=1
za podm. inj =1, i=1,...,n (12.26b)
j=1
» wy=1, ji=1,...,n (12.26¢)
=1
zi;€{0,1}, i,j=1,....n (12.26d)



LP relaxaci ulohy (12.26) ziskame nahrazenim omezeni z;; € {0,1} omezenimi 0 < z;; < 1.
Vlastneé staci jen z;; > 0, nebot’ (12.26b) a x;; > 0 implikuje z;; < 1. Takze LP relaxace je
specidlni pripad dopravniho problému (12.11).

Pro tuto tlohu mame stésti, protoze plati toto (dukaz neuvadime, neni kratky):

Véta 12.1. Uloha (12.26) ma stejnou optimalni hodnotu jako jeji LP relaxace a mezi opti-
malnimi fesenimi LP relaxace je asporn jedno celociselné.

Vyslovme tuto vétu trochu jinak. ZapisSme vsechny proménné x;; do matice X velikosti
n x n. Utelova funkce (12.26a) je linedrni funkce matice X (jde psat jako (C,X), viz §2.1.7).
Pripustna feSeni tlohy (12.26) jsou vSechny matice, které maji v kazdém radku a kazdém
sloupci pravé jednu jednicku. To jsou permutacni matice (viz Priklad 4.3). Pripustna reseni LP
relaxace jsou matice s nezapornymi prvky, ve kterych soucet prvku v kazdém radku a v kazdém
sloupci je roven 1. Takové matice se nazyvaji dvojité stochastické matice. Kazda permutacni
matice je dvojité stochasticka, ale naopak to neplati. Véta 12.1 tikd, ze minimum linedrni funkce
na mnoziné permutacnich matic je rovno minimu té samé linedrni funkce na mnoziné dvojité
stochastickych matic. To je klasicky vysledek Birkhoffa a von Neumanna.

12.5.2 Nejmensi vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti neorientovaného grafu (V, E) je podmnozina X C V vrcholu takovd, ze
kazda hrana ma alespon jeden vrchol v X. V tiloze na nejmensi vcholové pokryti hledame pro
dany graf vrcholové pokryti s nejmensim poc¢tem vrcholu. Je to jedna z klasickych NP-tézkych
uloh kombinatorické optimalizace.

Kazdému vrcholu ¢ € V' prifad’'me proménnou z; € {0,1} s timto vyznamem: z; = 1 kdyz
i€ X ax =0kdyzi¢ X. Ulohu mizeme formulovat jako ILP

min Zx, (12.27a)

za podm. x; +z; > 1, {i,j} € E (12.27b)
r; €{0,1}, i€V (12.27¢)

Oznacime-li incidencéni matici grafu (V, E) jako A € {0,1}"*™ kde n = |V je pocet vrcholu a
m = |E| je pocet hran, tlohu (12.27) muzeme zapsat také jako

min{ 17x | x € {0,1}", ATx >1}. (12.28)

LP relaxace ilohy (12.27) se ziska tak, ze omezeni z; € {0, 1} se nahradi omezenimi 0 < z; < 1.
Necht’ z; (i € V) je optimalni feSeni relaxované tlohy. Zaokrouhleme toto reseni:

_ { 1J 0 kdyz z; < 3,
xTr; = .’L‘i—|—— =
2 1 kdyz z; > 5.

Zaokrouhlené feseni je piipustné pro ulohu (12.27): protoze z; + x; > 1, musi byt z; > %
nebo z; > %, tedy 2; = 1 nebo z; = 1, tedy z; + z; > 1. Oznacme optimdlni hodnotu
nerelaxované tlohy (12.27) jako y*, optimdlni hodnotu relaxované tlohy jako y = > .., z; a

hodnotu zaokrouhleného feseni relaxace jako i = > ..y, ;.
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Veéta 12.2. Pro kazdy problém minimalniho vrcholového pokryti je y < 2y*.

Dukaz. Mame

G=3 B <2y m=2<2y af=2y"

ieV ieV iev
Prvni nerovnost plyne z toho, ze pro kazdé ¢islo z > 0 je [z + %J < 2z, tedy z; < 2z;. Druhé
nerovnost plyne z (12.25). |
Celkové tedy mame tyto nerovnosti (rozmyslete):

0<y<y <y<2y.

Z toho plyne %y* < y < y*, tedy optimalni hodnota LP relaxace nemuze byt libovolné-krat
mensi nez optimalni hodnota nerelaxované ulohy (mezera celociselnosti nemuze byt libovolnd).

Priklad 12.9. Necht' V' = {1,2,3} a E' = {{1,2},{1,3},{2,3}}, tedy (V; E) je tiplny graf se
tfemi vrcholy. Uloha (12.27) m4 tii optimélni feseni x = (1,1,0), x = (1,0,1) a x = (0,1, 1),
odpovidajici minimalnim pokrytim X = {1,2}, X = {1,3} a X = {2,3}. Optimélni hodnota

ulohy je 2. LP relaxace ma jediné optimalni feseni x = (%, 1 %) s optimalni hodnotou %, coz je
ve shodé s nerovnosti (12.25). Zaokrouhlené feseni je x = (1,1,1) s optimélni hodnotou 3, coz
je ve shodé s Vétou 12.2. ¢

12.5.3 Nejvétsi nezavisla mnozina

Podmnozina vrcholi X C V neorientovaného grafu (V, E) se nazyva nezavisla, kdyz zadné
dva vrcholy z X nejsou spojeny hranou. V tloze na nejvétsi nezavislou mnozinu hledame
pro dany graf nezavislou mnozinu s nejvétsim poctem vrchola.

Formulace této ulohy pomoci ILP je velmi podobné (12.27):

max Z T (12.29a)

za podm. z; +z; <1, {i,j} € E (12.29b)
r; €{0,1}, i€V (12.29¢)

V LP relaxaci opét nahradime podminky z; € {0, 1} nerovnostmi 0 < z; < 1.

Na rozdil od tlohy na vrcholové pokryti tato LP relaxace neni prili§ uzitecna. LP relaxace ma
vzdy pripustné fesenf z; = 3 (i € V). Tomu odpovidd hodnota tcelové funkee >, z; = $|V|.
Tedy optimalni hodnota LP relaxace tilohy nemuze byt mensi nez %|V| Bohuzel, optimalni
hodnota y* nerelaxované tlohy (12.29) muze libovolné-krat mensi nez %|V| Napt. pro kazdy
uplny graf je y* = 1 (protoze kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou).

Mohli bychom doufat, ze napt. zaokrouhlenim optimalniho feseni relaxované tlohy ziskame
analogii Véty 12.2. Tyto snahy jsou ale beznadéjné: bylo dokdzéno, ze tlohu (12.29) nelze
aproximovat s jakoukoliv konstantni (tj. nezavislou na velikosti grafu) zarukou. Pfesnéji, pro
kazdé cislo € > 0 je nalezeni pifpustného feseni z; € {0,1} (i € V) spliwjictho ) .., z; > y*/¢
stejné tezké, jako nalezeni optimalniho feseni (uloha je tzv. APX-tézkd).

175



12.6 Cviceni

12.1. Najdéte graficky mnozinu optimélnich feseni tlohy

min ci1xy + coy + C3x3

za podm. z; + x9 >1
T1 + 229 < 3
T+ x2 <10
T1, X2, x3 > 0

pro nasledujici piipady: (a) ¢ = (—1,0,1), (b) ¢ = (0,1,0), (c) ¢ = (0,0, —1).

12.2. Nésledujici ilohy nejprve preved’'te na rovnicovy tvar (tj. tvar s nezdpornymi proménnymi
a omezenimi typu linedrni rovnice, viz §12.1). Potom je preved’te do maticové formy
min{r’u | Pu=q, u> 0} (vysledkem tedy budou u, P, q,r).

a) min 2, —3r3 + x4
za podminek  x1 — xy — a3 >0
—x1 4 2z9 — 323 <5
200 — 19 — T3+ 214 =06

1, T, 23,24 > 0
b) linearni program (12.11)
¢) linedrni program (12.16)
d) linearni program (12.18)
12.3. Vyfteste uvahou tyto jednoduché linedrni programy a napiste (jednoduchy) vyraz pro
optimélni hodnotu. Odpovédi dokazte. Vektor ¢ € R™ a ¢islo k € {1,...,n} jsou dany.

a) max{c'x |xeR", 0<x<1}

) max{c’x |xeR", -1 <x<1}

) max{cix |xeR", x>0, 1"x <1}

) max{c'x |xeR", -1 <17x <1}

) max{c’x |xeR", x>0, 1"Tx=k}

f) max{c’x|xeR", 0<x<1, 1"x <k}

) max{c’x |[xeR", 0< 2, <ap<---<12,<1}

) (%) max{cTx |x,y e R" -y <x<y, 1Ty=Fk y<1}

) min{1Tu+1"v|uv>0,u-v=c}

j) (%) min{a’u +b?v |u,v >0, u—v = c}, kde piedpokladdme a > b

12.4. Pokuste se tlohy transformovat na LP. Pokud to nedokézete, vysvétlete proc.

a) min{ |xy| + |z2] | 1,20 ER, 20y — 29 > 1, —x1 + 229 > 1}
max{ |z1 — 1|+ -+ |zp — | | 21, 20 ER, aqzy + -+ apx, >0}
max{c’x |x € R", Ax=b, [dx| <1, x>0}

)

) L

d) ){rel]g} Dol maxgy (egx + di)
)

e mIiR{n S falfx —b;), kde funkee f je definovéna obrdzkem
XER™
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12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

\
8

o 1 1 3

f) min{c’x |x € R", |[Ax — bl <1}

g) min{ x| | x € R", Ax=Db}

h) m]'%n(HAx —Db|l; + ||x]|e) (coz se d& napsat také jako min{ ||[Ax —b||; + ||x]|« | X €
xcR™
R™})

i) (x) min{c’x|xeR", [Ax—Db|; <1}

Mame algoritmus (¢ernou skifinku) na feseni LP, kterou muzeme zavolat i vicekrat. S po-
moci tohoto algoritmu vyfeste tlohu max{ |[¢’x| | Ax =b, x > 0}.

Dokazte nebo vyvrat'te nasledujici rovnosti. Zde ¢ € R" a A € R™*™ jsou dény, || - || je
libovolnd norma, a optimalizuje se pres proménné x € R".

a) max{c’x | x € R", ||x||=1} =max{c’x |x e R", ||x|| <1}
b) min{c’x |x € R", ||x||=1} =min{c’x|x e R", ||x|| <1}
¢) max{ [[Ax[| [x € R", [x|]| =1} = max{[|Ax[| [x € R", x| <1}

Dokazte, ze
a) mn{17(u+v)|u-veX, uv>0}= mi}r(l x|,
Xe

b) min{1Tu|u-ve X, u,v>0}= mi)1(1 x; kde znacime x; = Y " max{0, z;},
pS

kde X C R" a predpoklddame, Ze vSechny zminéné tlohy maji optimdlni reSeni.

Uvazujme Priiklad 1.10 takto pozménény: pan méa pomocnika, kterému plati 10 Ké za
kazdy kg vyrobeného zbozi (je jedno, zda to jsou lupinky nebo hranolky). Ovsem pokud
se toho vyrobi hodné, chce pomocnik vétsi plat, protoze musi zustat prescas. Tak za kazdy
kg nad 20 kg vyrobeného zbozi si necha priplatit dalsich 10 K¢, a za kazdy kg nad 30 kg
vyrobeného zbozi si nechd priplatit dalsich 20 Ké (tedy za kazdy kg nad 30 kg vyrobeného
zbozi dostane 10 + 10 + 20 = 40 K¢). Kolik mé pan vyrobit lupinku a hranolku, aby mél
co nejvetsi dennf zisk (tj. trzbu z prodeje minus plat pomocnikovi)? Zformulujte jako LP.

Armada ma ve dvou skladech uskladnéno 6 a 5 tun steliva. Stfelivo je nutno ptrepravit
ke tfem stfelnicim s pozadavky 3, 2 a 2 tuny stfeliva. Kvuli minimalizaci rizika je nutné
minimalizovat maximalni mnozstvi stieliva, které se veze po kterékoliv cesté od skladu ke
stfelnici. Formulujte jako linearni program.
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12.10.

12.11.

12.12.

Mame kladku s provazem, jehoz oba konce
konci hakem. Na levém héku visi n zavazi na
provazcich, ptricemz i-té zavazi ma tthu m; a
jeho vyska nad zemi je d;, pro i = 1,...,n.
Na pravém haku visi n’ zavazi na provézcich,
pricemz i-té zavazi ma tthu m! a jeho vyska
nad zemi je d, proi =1,...,n'. Vysky d; a d;
se méri v poloze, kdy jsou oba haky ve stejné
vysce nad zemi. Kladka se pohybuje bez tieni,
provazky a haky maji nulovou hmotnost. Ob-
razek ukazuje piiklad pron =3, n’ = 2.

Soustava ma jediny stupen volnosti dany ota-
¢enim kladky. Oznacme jako x vysku levého

haku nad bodem, kdy jsou oba haky ve stejné
my

vysce — tedy pro x = 0 jsou oba héky ve stejné
vysce a pro z > 0 bude levy hak o 2x vyse nez - m}
pravy hék. V zavislosti na x kazdé zavazi bud’

visi nad zemi (pak je jeho potencidlni energie &
rovna m; krat vyska nad zemi) nebo lez na g me ds 4,
zemi (pak je jeho potencidlni energie nulova).
Soustava bude v rovnovaze pti minimalni cel-
kové potencialni energii.

a) Napiste vzorec pro celkovou potencidlni energii soustavy jako funkei z.
b) Formulujte hleddni minima potencidlni energie soustavy jako linedrni program.

Veverka pred zimou potiebuje prerovnat zasoby orisku. Stavajici zasoby ma v m jamkéach,
pficem? i-t4 jamka m4 soufadnice p; € R? a je v ni a; offski. Potfebuje je pienosit do
n novych pripravenych jamek, pricemz j-td4 jamka mé soufadnice q; € R? a na konci
v ni bude y; ofisku. Veverka unese najednou jen jeden ofiSek. Necht’ x;; oznacuje celkovy
pocet orisku prenesenych ze staré jamky ¢ do nové jamky j. Uvazujte dvé tlohy:

a) Cisla y; jsou dana. Hledaji se takova cisla x;;, aby veverka vykonala co nejméné
préce, kde préce na preneseni jednoho ofisku je primo imérna vzdélenosti (vzdusnou
carou). Béh bez orfisku se za praci nepovazuje.

b) Hledaji se ¢isla x;; a y; tak, aby veverka vykonala co nejméné préace a navic byly
v novych jamkach ofisky rozlozeny co nejrovnomérnéji, ¢imz minimalizuje skodu
zpusobenou piipadnou kradezi. Ptresnéji, aby rozdil mezi nejvétsim a nejmensim
z ¢isel y; byl mensi nez dané cislo ¢ .

Formulujte obé ulohy jako LP. Predpokladejte, ze pocty ofisku jsou nezédporna realna
¢isla, ac ve skutecnosti mohou byt pouze nezaporna cela ¢isla.

Firma na vyrobu kanof ma 120 zaméstnanct, z nichz kazdy pracuje maximalné 30 hodin
tydné. Polovina zaméstnancu pracuje v truhlarské dilné, 20 zaméstnancu pracuje v dilné
na zpracovani plastu a zbytek v kompletacni dilné. Firma vyrabi dva typy kéanoi: stan-
dardni kanoe s ¢istym ziskem 7 EUR za kus a luxusni kanoe s ¢istym ziskem 10 EUR
za kus. Na vyrobu jedné standardni kanoe je tieba 4.5 hodiny prace v truhlaiské dilné a
dvé hodiny v kazdé ze zbylych dvou dilen. Jedna luxusni kdanoe vyzaduje 5 hodin prace v
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12.13.
12.14.

12.15.

12.16.
12.17.

12.18.

12.19.

truhlarné, hodinu v dilné na plasty a 4 hodiny kompletace. Prizkum trhu odhalil, Zze ne
méné jez 1/3 a ne vice nez 2/3 vyrobenych kanoi by mély byt luxusni. Kolik kterych kanot
ma firma tydné vyrobit, aby byl jeji ¢isty zisk maximalni? Formalizujte jako optimaliza¢ni
ulohu, kterou uz ale neteste.
Spoctéte limitu lim, o0 ||X||, = limy soo(|z1 [P + - -+ + |2, [P) /.
Méme dvé koneéné mnoziny {ai,...,a,} a {by,...,b,} bodi z R% Hleddme

a) nadrovinu prochézejici pocatkem (tj. linearni podprostor dimenze d — 1),

b) nadrovinu (tj. afinni podprostor dimenze d — 1),
kterd mnoziny oddéluje (tedy vsechny body z prvni mnoziny jsou na jedné strané nadro-
viny a vSechny body z druhé mnoziny jsou na druhé strané). Napiste jako linearni program.

Rozhodnéte (a odpoved’ dokazte), pro jaka n je nasledujici funkce f: R™ — R norma:

a) f(x) = |max{zy,...,zn}|

b) f(x) =[xl + Il

c) f(x,y) = x|l + ||y|l2 (argument této funkce je vektor (x,y) € R", kde x € R* a

y € R*7F)

d) f(x)=max!, z; — min]", z;
Dokazte, ze p-norma spliiuje axiomy vektorové normy.
Méme m nadrovin v R", kde i-t4 nadrovina je mnozina H; = {x € R" | alx = b; } kde
a; # 0. Oznacme d(H;,x) = mll? ||x —¥]|2 vzdalenost bodu x € R™ od i-té nadroviny. Hle-

YEH;

ddme bod x, ktery minimalizuje ¢islo (a) ", d(H;,x), (b) max", d(H;,x). Formulujte
jako linearni program.
Hleddame x, které minimalizuje vyraz f(Ax — b), kde (a) f(r) = ||rl|cc = max; |r;|, (b)
f(r)=|rlli =2, |l (¢) f(r) =), max{f —r;,0,0 + r;} kde 6 > 0 je dana konstanta.
Formulujte jako linearni programy. Kdyz bychom tyto tlohy interpetovali jako prokladéni
bodu regresni funkei (jako v §12.4.3), jaky je geometricky vyznam téchto tloh?

(x) Najdéte co nejjednodussi algoritmus, ktery spocte minimum funkce a”’ Xb na mnoziné
dvojité stochastickych matic X, kde a, b jsou dané vektory.

Napovéda a reseni

12.2.b

) Uloha uz je v rovnicovém tvaru, takze v prvnim kroku nemusime délat nic. Uloha jde napsat
v maticovém tvaru (12.12), to ale neni pozadovany tvar, protoze proménné jsou soustiedéné do
matice X a nikoliv do vektoru. Prevod do pozadovaného tvaru je jasny z Ptikladu .c.

12.3.a) Postupujeme podobné jako v Ptikladu 12.4: nejdiiv uhodneme optimalni feseni a pak dokdzeme

12.3.b

jeho optimalitu tak, ze ukézeme, ze kazdé jiné feseni jde zmeénit (bez poruseni piipustnosti) tak,
ze kritérium se zlepsi. Zde tedy uhodneme, ze v optimu je x; = 0 kdykoliv ¢; < 0 a z; = 1 kdykoliv
¢; > 0. Kdyby totiz napt. bylo 1 > 0 a ¢; < 0, tak bychom mohli kritérium zlepsit polozenim
x1 = 0. Optimalni hodnota odpovidajici uhodnutému optimalnimu feSeni je ), max{c;,0}.

) Postupujeme obdobné. Optimélni hodnota je 1", |¢;].

12.3.c) max!"; max{0,¢;} = max{0, max}", ¢; }

12.3.d
12.3.g

)
)

Kdyz ¢1 = ¢ = - -+ = ¢, = a, tak optimdlni hodnota je |a|. Jinak je tloha neomezena.

Pteved’te na jinou dlohu substituci y; = x; — x;_1 a pak postupujte jako v predeslych tlohéach.
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12.3.i) Dokazte nejprve, ze v optimu je bud’ u = 0 nebo v = 0.

12.4.a) min{ z; + 29 | x1,29,21,220 € R, 229 — 29 > 1, —x1 + 229 > 1, 21 < 21, 29 < 29, —x1 <
21, —x2 < 22}

12.4.b) Nejde.

12.4.c) max{c'x | Ax=b, d'x <1, -dTx <1, x>0}

12.4.d) min{17z | ¢fx + diy < 7 (Vk,1), x € R", z € R} (analogické §12.1.1)

12.4.f) min{c’x|x€eR?, -1 <Ax—-b<1}

12.4h) min{1Ty +2 | x€R", y e R™ 2 €R, -y < Ax-b<y, —21<x<z1}

12.4.4) min{c’x |x € R", z € R™, —z < Ax —b <z, 17z < 1}. Spravnost tohoto pievodu bychom
museli dokézat podobné jako v Piikladu 12.4 — proved’'te! Vsimnéte si také, ze —z < Ax —b < z
implikuje z > 0, tedy bychom mohli pifidat podminku z > 0 a tloha by se nezménila.

12.5. Postupem uvedenym v §12.1 nedokdzeme pievést na jedinou tdlohu LP. Ale lze vyftesit vypoctenim
dvou tloh LP: optimélni hodnota je max{A4, —B}, kde A = max{c’x | Ax = b, x >0} a
B=min{c'x|Ax=b, x>0}.

12.6. Inspirujte se tvahou v §12.1.1.

12.7.a) Dokazte nejprve, ze v optimu je bud’ u = 0 nebo v = 0. Pak napf. uvazujte tivahu v §12.1.1 a
pouzijte vhodnou substituci.

12.8. Stejné tloha jako v Piikladu 1.10, jen tucelova funkce se zméni na 1200 + 76h — f(I 4+ h) kde
f(t) = max{ 10¢, 200 + 20(t — 20), 400 + 40(¢ — 30) }. To pievedeme na LP dle §12.1.1.

12.9. Necht’ z;; oznacuje mnozstvi stieliva vezeného od skladu ¢ do stfelnice j. Minimalizujeme funkci
max{xi1, ¥12, 13, T21, T22, T23} za podminek x11 +x12+213 < 6, 291 +T22+x23 < 5, 11 +T21 = 3,
T1o + Tog = 2, T13 + To3 = 2, & T11,T12, T13, T21, L22, Loz > 0. To prevedeme na LP dle §12.1.1.

12.10.a) E(z) =), m;max(d; + x,0) + Z;il m); max(d;, — x,0)

12.10.b) min{ 3" miz + S mizl | 2,2, 2 €R, i > di 4z, 2 > d—x, 2 >0, 2, >0}

12.12. max 7s + 100 z.p. 4.55 + 51 < 6030, 25 +1 < 20-30, 25 + 41 < 40-30, (s +1)/3 <1 < 2(s +1)/3,
s,0 >0 a navic s,l € Z.

12.13. Stacf spocitat limy, oo (@) +- - + 2P pro x1,. .., z, > 0. Oznacte @ = max{z1,...,x,} a piste
limy, oo (28 + - 4+ 20) VP = alimy o0 ((v1/a)? + - - - 4 (z,/a)P)/P. Zbytek je snad jasny.

12.14.a) Podminku oddéleni napiste jako soustavu linedrnich nerovnic, coz je vlastné LP s konstantn{
(nulovou) ucelovou funkei. Viz Piiklad 17.12.

12.15.a) Je to norma pro n = 1, protoze pak f(x) = |z|. Pro n > 2 to norma neni, protoze z f(x) =0
neplyne x = 0 (prvn{ axiom), napi. pro x = (—1,0,0,...).

12.19. Dle Véty 12.1 se optimélni hodnota tlohy nezméni, kdyz budeme minimalizovat pfes permutacni
matice. Tedy hleddme minimum funkce ), a;br(;) pres vSechny permutace 7.
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Kapitola 13

Konvexni mnoziny a mnohostény

Zde si fekneme vice o geometrii linedrniho programovani. Ke konvexnim mnozinam, zasadnimu
to pojmu v optimalizaci, se navic vratime v pozdéjsich kapitolach.

13.1 Konvexni mnoziny
Mnozina X C R" se nazyva konvexni, jestlize
xeX,yeX, 0<a<l = (l—-a)x+ayelX. (13.1)

Mnozina { (1 —a)x+ay | 0 < a < 1} je usecka spojujici body x a 'y (viz Piiklad 3.6). Definice
tedy tika, ze mnozina je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i tsecku, ktera je
spojuje. Obrazek ukazuje pifklad konvexni a nekonvexni mnoziny v R?:

Yy

)s///o

Konvexni kombinace bodu x, ...,x; € R" je jejich linearni kombinace a1x; + - - - + ap Xy
takova, ze ay +---+ar = laay,...,a, > 0. Lze dokazat, ze mnozina je konvexni praveé tehdy,
kdyz je uzaviena na konvexni kombinace (neboli kazda konvexni kombinace bodu z mnoziny
lezi v mnoziné). Vsimneéte si, ze (1 —a)x +ay pro 0 < a < 1 je konvexni kombinaci dvou bodu
x,y, nebot’ (1 —a)+a=1,1—a >0, a > 0.

Konvexni obal bodu X1, ...,x; je mnozina vSech jejich konvexnich kombinaci, znacime

conv{xy,..., xgt={ax;+- - +axp |lag+- -+ =1, aq,...,00 >0}, (13.2)

Jak ale definovat konvexni obal mnoziny s nekoneéngm poctem prvki (napf. na pravém ob-
razku vyse)? Nelze pouzit definice (13.2), nebot’ nenf jasné, co znamend soucet a;xy +- - -+ Xy
pro nekoneény pocet bodu. Konvexni obal mnoziny X C R" (koneéné ¢ nekonecné) definu-
jeme jako prunik vsech konvexnich mnozin, které mnozinu X obsahuji. Zna¢ime jej conv X.

Obrazek ukazuje konvexni obal koneéné (vlevo) a nekonecné (vpravo) mnoziny pro n = 2:
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Véta 13.1. Prunik (konecné ¢i nekonecné mnoha) konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Diikaz. Staci dokazat pro dvé mnoziny, pro vice mnozin véta plyne z asociativity operace prunik.
Necht” X, Y C R” jsou konvexni. Necht’ x,y € X NY, tedy x,y € X a x,y € Y. Proto pro
0<a<ljebod (I —a)x+aytaké v XiY, tedyjev XNY. [

Sjednoceni konvexnich mnozin ale nemusi byt konvexni mnozina.

13.2 Ctyfi kombinace, ¢tyii obaly

Konvexni kombinace je linedrni kombinace, jejiz koeficienty splnuji omezeni oy + - -+ + ai = 1
aai,...,a > 0. Vsimnéte si, ze kdyz vynechame druhé omezeni, dostaneme afinni kombinaci
(viz §3.3). Podle toho, které ze dvou omezeni vyzadujeme, dostaneme ¢tyfi druhy kombinaci.
Udélejme si v nich nyni potradek.

Vézeny soucet a;x; + - - - + apXy, vektoru! xq,...,x; € R” se nazyva jejich
linearni kombinace, jestlize «q,...,a, € R.
afinni kombinace, jestlize aq,...,ap €R, a;+---+ap=1.
nezaporna kombinace, jestlize «q,...,ap € R, ag,...,a > 0.
konvexni kombinace, jestlize ay,...,ap €R, a1+ ---+ar=1, aq,...,a; > 0.

Mnozina, kterd je uzaviena na

linedrni kombinace, se nazyva linearni podprostor.
afinni kombinace, se nazyva afinni podprostor.
nezaporné kombinace, se nazyva konvexni kuzel.
konvexné kombinace, se nazyva konvexni mnozina.

K tomu, co jiz znate, ptibyl pojem nezaporné kombinace a konvexniho kuzelu.

Linedrni [afinni, nezdporny, konvexni] obal vektoru x,...,X; je mnozina vsech jejich li-
nearnich [afinnich, nezdpornych, konvexnich| kombinaci. Obecnéji, linedrni [afinni, nezdporny,
konvexni] obal (kone¢né ¢i nekoneéné) mnoziny X C R" je prunik vSech linedrnich podprostoru
[afinnich podprostoru, konvexnich kuzelu, konvexnich mnozin| obsahujici mnozinu X.

Piiklad 13.1. Méjme tii body v R3, které nelezi v jedné roviné s pocdtkem. Jejich linedrni
obal je celé R3. Jejich afinni obal je rovina jimi prochézejici. Jejich nezdporny obal je nekonecny
trojboky hranol, jehoz vrchol je v poc¢atku a jehoz hrany jsou tii polopiimky urcené pocatkem
a danymi body. Jejich konvexni obal je trojuhelnik jimi urceny. ¢

Ve svétle pozndmky v §3.3 tyto vektory také nazyvame body, vystupujé-li v afinni nebo konvexni kombinaci.
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13.3 Konvexni mnohostény
Zopakujme (viz §3.3), ze nadrovina v R™ je afinni podprostor dimenze n—1. Je to tedy mnozina
{xeR"|a'x =10}, (13.3)

kde a € R" a b € R. Pozadujeme a # 0, jinak by afinni podprostor (13.3) nemeél dimenzi n — 1
(a nebyl by tedy nadrovinou). Vektor a je normaéla nadroviny a |b|/||a|| je vzdélenost nadroviny
od pocatku (viz §4.6.2). Poloprostor (piesnéji uzavieny poloprostor?) je mnozina

{xeR"|a"x>1b}. (13.4)

Hranice (viz §9.1) poloprostoru je nadrovina (13.3). Obrazek ilustruje tyto pojmy pro n = 2:

Konvexni mnohostén (kratce jen mnohostén, angl. polyhedron) je prunik koneéné mnoha
uzavienych poloprostoru. Je to tedy mnozina

X={xeR"|a/x>b Vi=1,....m}={xeR"| Ax>b}, (13.5)

kde al’,... al € R" jsou ifddky matice A € R™ "™ a by, ..., b, € R jsou slozky vektoru b € R™.
Obrazek ukazuje piiklad pron = 2 a m = 7 (vS8imnéte si, ze poloprostory 6 a 7 jsou nadbytecné,
jejich vynechdnim se mnohostén nezmeéni):

ag

Poloprostor je ocividné konvexni mnozina, proto dle Véty 13.1 je konvexni mnohostén kon-
vexni mnozina. Vsimnéte si, ze konvexni mnohostén nemusi byt omezeny.

Dimenze mnohosténu je dimenze jeho afinniho obalu, dim X = dimaff X (afinni obal
viz §13.2, dimenze afinniho podprostoru viz §3.3). Jinymi slovy, je to nejvétsi pocet afinné
nezavislych bodu, které lze do mnohosténu umistit, minus jedna.

2QOtevieny poloprostor je mnozina {x € R" | alx > b}.
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Priklad 13.2. Mnozina X z Piikladu 12.1 je konvexni mnohostén. ¢

Priklad 13.3. Priklady ‘jednoduchych’ konvexnich mnohosténu v R™:
e prazdnd mnozina ()
e cely prostor R”
e intervaly typu (—o0, al, [a, c0) (tj. poloprostory v R) a jejich pruniky [a, b]
e kazdy afinni podprostor (napf. bod, piimka, rovina, nadrovina)
e polopiimka {x+av|a >0}
e poloprostor
e mnozina R’} (kde R, znaci mnozinu nezdpornych realnych cisel)
e panel {x € R" | b; < a’x < by} (prinik dvou poloprostorti s opaénymi normélami)
e hyperkrychle [-1,1]" ={xeR" | —1<x;<1Vi=1,...,n} ={xeR" | ||x]|oc <1}
e hyperkvadr (‘box’) [a1,b1] X -+ X [ap, b)) ={x€R" |a; <z; <b;Vi=1,...,n}
e simplex, coz je n-rozmérny mnohostén ktery je konvexnim obalem svych n + 1 vrcholu

e standardni simplex {x € R" | z; > 0, > " 2, = 1} (tedy (n — 1)-rozmérny konvexni
mnohostén, jehoz vrcholy jsou vektory ey, ..., e, standardni baze R™)

e kifzovy polytop {x € R" | ||x|l; = > i, |z;| <1} (pro n = 3 pravidelny osmistén) ¢

Priklad 13.4. Priklady konvexnich mnozin, které nejsou mnohostény:

e Koule v R" pro n > 2 je prunikem nekone¢né mnoha poloprostortt { x € R | al’x < 1} pro
viechna a € R” spliujici ||als = 1 (nakreslete a promyslete!). Neni to mnohostén, protoze
pocet poloprostoru neni koneény.

e otevieny poloprostor {x € R" | alx > b}
e interval [0, 1) ¢

13.3.1 Extremalni body

Bod x € X se nazyva extremalni bod konvexni mnoziny X, jestlize neexistuji dva ruzné body
z X takové, ze x je stied usecky spojujici tyto dva body, tj. jestlize plati implikace

X1, Xs € X, xXx= %(Xl +x3) = X =Xy (13.6)

Pro mnohostén (13.5) a pro mnozinu I C {1,...,m} budeme symbolem A; oznacovat?
matici tvorenou radky matice A s indexy I a b; bude oznacovat vektor tvoreny slozkami
vektoru b s indexy I. Tedy A;x = by je jen jiné oznaceni soustavy al x = b; Vi € I (pro [ = ()
definujeme soustavu jako prazdnou a jeji feseni je libovolné x € R™).

37de je drobnd formdlni nesrovnalost: I je mnozina, a tedy na poiradi jejich prvka nezalezi, ale na poiadi
radku matice A zdlezi. Abychom byli pfesni, musime proto predpokladat, ze I je usporddand mmnoZina, kde jeji
usporddani je zdédéné od mnoziny {1,...,m}, a fddky matice A jsou sefazené timto uspofaddnim.
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Véta 13.2. Pro kazdy bod x mnohosténu (13.5) jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:
e Bod x je extremalni bod mnohosténu.

e Existuje neprazdnd mnozina I C {1,...,m} tak, ze A;x = by a sloupce matice A jsou
linearné nezavislé.

Diikaz. Necht’” X oznacuje mnohostén (13.5) a x € X je jeho extremdlni bod. Ozna¢me jako
I = {i|al'x = b; } mnozinu indextt nerovnosti v definici (13.5), které jsou v bodé x aktivni.
Dokazeme, ze sloupce A jsou linedrné nezavislé. Kdyby totiz nebyly, méla by matice A; ne-
trivialni nulovy prostor (dle Véty 3.11), tedy A;v = 0 pro néjaké v # 0. Pro kazdé i ¢ I je
al'x > b;, tedy alx +¢ > b; pro néjaké ¢ > 0. Tedy by bylo A(x+ev) > b neboli x +ev € X.
Dle (13.6) by proto x nebyl extremalni bod.

Necht’ I je takova, ze A;x = b a sloupce A; jsou linedarné nezavislé. Necht’ x = %(xl +x3)
pro néjaké x;,xo € X, tedy

Arx; > by,
AIX2 > b[7
A[X = %(A[Xl + A[XQ) = b[.

Z toho plyne A ;x; > %(Alxl +Ax5) < Arxs. Ale pro libovolnd éisla aq, ay € R plati implikace
oy > %(al + Oég) <oy = a1 = Qs (137)

Tedy plati A;x; = Ajxs. Protoze vsak A; ma linearné nezavislé sloupce, plyne z toho x; = x5
(dle Vety 3.1). Tedy x je extremdlni bod. [

Pripomenme, ze linearni soustava ma prave jedno feseni pravé tehdy, kdyz mé aspon jedno
feSeni a jeji matice ma linedrné nezavislé sloupce. Véta tedy vlastné tikd, ze x € R" je extre-
malni bod mnohosténu, pravé kdyz soustava A;x = b; ma pravé jedno feSeni x a toto feseni
navic spliuje Ax > b. Geometricky to znamena, ze hranice poloprostoru s indexy [ se protinaji
v pravé jednom bodé a ten bod lezi v mnohosténu. To nam dava navod, jak vypsat vSsechny ex-
tremalni body mnohosténu. Prochazime vsechny podmnoziny I C {1,...,m}. Jestlize soustava
A;x = b; ma pravée jedno teSeni x a to navic splnuje Ax > b, pak x je extremalni bod.

Priklad 13.5. Méjme mnohostén { (z,y) € R?* |2 >0, y >0, x +y > 1} (nakreslete si ho!).
Tedy v (13.5) méme n =2, m = 3 a

10 0
A=10 1|, b= |0
11 1

Zkoumejme podmnoziny I C {1,2,3}. Pro vSechny jednoprvkové podmnoziny (|/| = 1) jisté
ma matice A; linedrné zavislé sloupce. Pro vsechny dvouprvkové podmnoziny ({1,2}, {1,3}
a {2,3}) ma matice A; linedrné nezavislé sloupce. Napt. pro I = {1,2} je feSenim soustavy
A;x = by bod x = (z,y) = (0,0), ten ale nesplnuje Ax > b (tj. neni v mnohosténu), proto
to neni extremalni bod. Pro I = {1,3} méa soustava jediné feseni (x,y) = (0,1), které patii
do mnohosténu a tudiz je to jeho extremalni bod. Pro I = {1,2,3} nem4 soustava A;x = b,
zadné Teseni. ¢

Priklad 13.6. Necht’ mnohostén (13.5) je pyramida v R? na obrazku:
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Tento mnohostén je prunikem péti poloprostori, tedy n = 3 a m = 5. Necht’ omezeni al x > b,
proi = 1,2,3,4,5 je poloprostor, jehoz hranici je nadrovina urcena po radé body ABCD, ABE,
BCE, CDE, ADE. Pro I = {1} m4 soustava A;x = b; feSeni ale sloupce matice A; jsou linearné
zavislé, tedy soustava ma nekonecné mnoho feseni, a proto zadné jeji TeSeni neni extremalni
bod. Pro I = {1,2,3,4,5} nemd soustava zadné feseni. Pro I = {1,2,3} ma soustava reseni
a navic sloupce matice A jsou linearné nezavislé, tedy soustava mé praveé jedno feSeni feseni.
Toto feseni navic splnuje soustavu Ax > b, tedy je to extremdalni bod (vrchol B). ¢

Protoze podmnozin I je konetné mnoho, ma kazdy konvexni mmnohostén konetné mnoho
extremalnich bodu. Pocet extremélnich bodu mnohosténu popsaného soustavou linearnich ne-
rovnic ovSem muze byt exponencidlni funkci poc¢tu nerovnic (tedy muze byt astronomicky velky
pro nepiilis velky pocet nerovnic). Tomu se neni co divit, protoze pocet véech podmnozin mno-
ziny {1,...,m} je 2™. Napf. hyperkrychle {x € R" | —1 < x < 1} je popsand 2n linedrnimi
nerovnicemi ale ma 2" extremalnich bodu. Neni tomu tak vzdy, napt. simplex (viz Priklad 13.3)
je popsany n + 1 linedrnimi nerovnicemi a ma n + 1 extremalnich bodu.

13.3.2 Stény mnohosténu

Opérna nadrovina konvexni mnoziny X C R" je nadrovina H = {x € R" | alx = b}
takova, ze X N H # 0 a pro viechna x € X plati al’x > b. Neboli je to nadrovina, kterd
obsahuje mnozinu X v jednom ze svych dvou poloprostoru a ma s mnozinou X neprazdny
prunik. Obrézky ukazuji dvé ruzné opérné nadroviny mnohosténu:

H

XNH
XNnH

Je-li H opérnda rovina mnohosténu X, pak mnozina X N H se nazyva sténa mnohosténu.
Dle Veéty 13.1 je kazda sténa konvexniho mnohosténu sama o sobé konvexni mnohostén. Stény
nékterych dimenzi maji jméno:

e Sténa dimenze 0 se nazyva vrchol (na obrazku vlevo).
e Sténa dimenze 1 se nazyva hrana (na obrazku vpravo).

e Sténa dimenze dim X — 1 se nazyvé faseta (pro mnozinu X dimenze 2 na obrazku je tedy
faseta totéz co hrana).
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Lze dokazat (dikaz neuvadime), ze bod mnohosténu je vrchol, prave kdyz je to extremalni bod.
V nésledujicim textu budeme pouzivat pojem extremalni bod (se kterym se pracuje 1épe nez
s ekvivalentnim pojmem vrchol).

Kazdym hrani¢nim bodem (viz §9.1) konvexniho mnohosténu prochézi alespon jedna opérna
rovina. To snadno dokéazeme: Mnohostén je prunik koneéné mnoha poloprostortu. Hranice kaz-
dého z téchto poloprostortu je opérna nadrovina mnohosténu. Zaroven kazdy hranié¢ni hod mno-
hosténu lezi na hranici aspon jednoho poloprostoru.

13.3.3 Extrémy linearni funkce na mnohosténu

Lema 13.1. Je-li H opérna nadrovina konvexni mnoziny X, pak kazdy extremalni bod mno-
ziny X N H je extremalni bod mnoziny X.

Diikaz. Necht! H = {x | alx = b} a alx > b pro véechna x € X. Necht’ x € X N H nenf
extremdalni bod mnohosténu X, takze x = %(Xl + X2) pro néjaké x;,x, € X kde x; # x5. Plati

aTX1 Z b,
aTX2 Z b,

a'x = :(aTx; +alxy) =0.

1
2
Diky (13.7) z toho plyne a’x; = alx, = b, tedy x1,x, € H. Tedy x neni extremalni bod
mnohosténu X N H. [

Véta tedy tika, ze extremdlni bod stény mnohosténu je zaroven extremalni bod mnohosténu.

Ne kazdy mnohostén méa extremdlni bod, napi. poloprostor nebo afinni podprostor (coz
je konvexni mnohostén) nemd zadny. Pro nésledujici vétu pripomenme, ze primka je afinni
podprostor dimenze 1, tedy mnozina {x + av | @« € R} pro néjaké x € R a 0 # v € R™.

Véta 13.3. Pro kazdy neprazdny konvexni mnohostén jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

e Mnohostén ma aspori jeden extremalni bod.

e Mnohostén neobsahuje primku.

Diuikaz. Nejdiive dokazeme, ze kdyz mnohostén X obsahuje piimku, tak neméd ani jeden extre-
malni bod. Vime, ze existuji x € X a v # 0 takové, ze x + av € X pro vSechna o € R. Je-li X
ve tvaru (13.5), plati Ax > b a tedy A(x+av) > b pro vSechna o € R. Z toho plyne cAv > 0
pro a € R, z ¢ehoz plyne Av = 0. To ale znamena, ze pro kaZdé x € X a kazdé a € R plati
A(x+ av) > b neboli x + av € X. Tedy kazZdym bodem mnohosténu prochdzi primka, kterd
lezi v mnohosténu. Proto zadny bod mnohosténu nemuze byt extremélni bod.

Nyni dokazeme, Ze jestlize mnohostén neobsahuje primku, pak méa aspon jeden extremalni
bod. Dokézeme to indukci podle dimenze mnohosténu. Tvrzeni trivialné plati pro mnohostény
dimenze 0, coz jsou pouhé body. Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro vSechny mnohostény
dimenze mensi nez n. Pokud neprazdny mmnohostén X dimenze n neobsahuje piimku, pak
kazda primka protinajici X narazi na hranici X. Jestlize vezmeme piimku, ktera lezi v afinnim
obalu X, pak v obdrzeném hrani¢nim bodé mnohosténu X existuje opérnd nadrovina H, ktera
mnohostén neobsahuje (tj. X ¢ H). Mnohostén X N H ma proto dimenzi mensi nez n a
neobsahuje piimku (protoze X ji neobsahuje), tedy podle indukéniho predpokladu mé aspon
jeden extremalni bod. Ten je dle Lematu 13.1 extremalni bod mnohosténu X. [
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Véta 13.4. Méjme konvexni mnohostén, ktery neobsahuje primku. Jestlize linearni funkce
ma na tomto mnohosténu minimum, pak tato funkce nabyva na mnohosténu minima asporii
v jednom z jeho extremalnich bodii.

Diikaz. Necht’ x* € X je bod mnohosténu X, ve kterém linedrni funkce f(x) = c¢’x nabyva
minima, tedy ¢’x* < ¢’x pro viechna x € X. To znamena, ze H = {x € R" | ¢'x = ¢I'x*}
je opérna rovina mnohosténu X v bodé x* (H je vlastné vrstevnice funkce f vysky c’x*).
Tedy f nabyva na X minima ve vSech bodech mnoziny X N H (coz je sténa mnohosténu X).
Mnohostén X N H neobsahuje piimku (protoze X ji neobsahuje), tedy dle Véty 13.3 ma aspon
jeden extremdélni bod. Dle Lematu 13.1 je tento bod extremalni bod mnohosténu X. [

Hledejme nyni minimum linearni funkce na mnohosténu, neboli feSme linearni program
min{c’x | x € R", Ax >b}.

Jestlize mnohostén neobsahuje piimku a funkce na ném mé minimum, pak dle Véty 13.4 staci
jednoduse projit vSechny extremalni body mnohosténu a vybrat z nich ten, ve kterém ma funkce
nejmensi hodnotu. Tento algoritmus m& nékolik zadrhelu. Nevime, co délat s mnohostény, které
obsahuji primku. Nevime, jak poznat, ze ucelova funkce ma na mnohosténu minimum. Zdaleka
nejvetsi zadrhel je ovSem to, ze prakticky neni mozné projit vSechny extremalni body, nebot’
jich je prilis mnoho. V pristi kapitole popiseme simplezovy algoritmus, ktery témér vsechny tyto
potize Tesi.

13.4 Cviceni

13.1. Odpovézte, zda nasledujici mnoziny jsou konvexni a odpovéd’ dokazte z definice konvexni
mnoziny:
a) interval [a, b]

b) {(z,y) eR? |y =2?}
) {(z,y) eR? |y > a?}
) {(z,y) eR? [y > 27}
) {XER"|AX<b Cx=d}
) 4
g) Z
h)

o

d

@

f)y {(xeR"|xTx <1}
(mnozina celych cisel)
{xeR"| max{z1,,...,,2,} >0}

i) {Cx|x €R" Ax > Db} (linedrni zobrazeni konvexniho mnohosténu)

13.2. Jsou nésledujici mnoziny konvexni? Odpovéd’ nemusite dokazovat z definice kovexni mno-
ziny, stac¢i uvést presvédcivy argument. Jestlize mnozina neni konvexni, napiste jeji kon-
vexni obal jako mnozinu feseni soustavy (co moznd nejjednodussi) rovnic a nerovnic.

a) {xeR"|x>0, )" x;=1}
b) {xeR"|[x[z=1}
o) {xeR"[[}x[2 <1}
d) {(z,y) eR? |y =2?}
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13.3.

13.4.

13.5.

13.6.

13.7.

13.8.

13.9.

13.10.

(r,y) ER* |2 >0,y >0, 2y =1}
(z.y) eR* |22 +y* <2}n{(z,y) eR? [ (z - 1) +1° < 2}
(r,y) eR?* | 2?+y*=1,2>0,y>0}

(x) Zobrazeni f: 2V — 2V (kde V je libovolnd mnozina a 2V zna¢i mnozinu vsech pod-
mnozin mnoziny V') se nazyvé uzdvér (angl. closure) na mnoziné V', jestlize pro kazdé
X, Y CV plati

e X C f(X) (extensivita),

o F(f(X)) = F(X) (idempotence),
e X CVY = f(X)C f(Y) (monotonicita).

Dokazte, ze operace linearniho, afinniho, nezaporného a konvexniho obalu jsou uzavery.
Tedy dokazte ti vlastnosti vyse pro V' = R™ a napi. f(X) = conv X.

(x) Navrhnéte algoritmus na nalezeni konvexniho obalu koneéné mnoziny bodu v roviné.
Vystupem bude uspotradny seznam bodu, které tvori extremalni body konvexniho obalu.
Nakreslete linearni, afinni, nezdporny a konvexni obal nahodné zvolenych £ vektoru v R
pro vsech devét pripadu k,n € {1, 2, 3}.

Bude Véta 13.1 platit, pokud v ni vyraz ‘konvexni mnozina’ nahradime vyrazem ‘linedrni
podprostor’ (pfip. ‘afinni podprostor’, ‘konvexni kuzel’)? Odpoved’ dokazte.

Jsou nasledujici mnoziny konvexni mnohostény? Zapornou odpovéd’ oduvodnéte. Kladnou
odpoved’ dokazte tak, ze mnozinu napisete jako mnozinu feseni soustavy konecné mnoha
linedrnich nerovnic (tj. jako prunik konetné mnoha poloprostoru).

a) {x e R"|xTCx <1}, kde C je positivné definitn{
b) {av|ae€R}, kde veR"

c) (x) {Cx|xeR" ||x| <1}, kde C e R™"
d) {xeR"||x—al2 <|x—Db|2}, kde a,b jsou dédny

Meéjme body ay,...,a,, € R". Pro kazdé i =1, ..., m definujeme mnozinu
Xi={xeR"[[x—afl < [|x —ay|2Vj #i}.

Ukazte, ze mnoziny X7, ..., X,, jsou konvexni mnohostény. Sjednoceni hranic téchto mno-
7in se nazyva Voronoiuv diagram. Nakreslete si ho pron = 2 a pro tii pripady m € {2,3,4}
pro ruzné konfigurace bodu ay, ..., a,,.

Hleddme nejveétsi (hyper)kouli {x € R" | ||x — cl||s < r}, kterd se vejde do mnohosténu
{x € R" | Ax > b }. Zformulujte jako linedrni program.

Chceme najit vSechny extremalni body mnohosténu { x € R" | Ax > b }.

a) Udélejte pro mnohostén

-1 =2 —14

3 —1 0

A= -1 1| b= -2
2 1 4



b) Napiste program v Matlabu, ktery vypiSe vSechny extremdlni body pro libovolné
A b.

13.11. Které z nasledujicich mnohosténu maji aspon jeden extremélni bod? Kladnou odpovéd’
dokazte nalezenim libovolného jednoho extreméalniho bodu. Zapornou odpovéd’ dokazte
nalezenim libovolné piimky, kterd lezi v mnohosténu.

a) vsechny mnohostény z Prikladu 13.3
b) {(z,y,2) eR* |z +y <1, 2>0,y>0}
0 {(z,y)eR| —1<s+y<1}

13.12. (%) Pro mnohostén {x € R" | Ax > b} dokazte:

a) M&-1i A linedrné zavislé sloupce (tj. rank A < n), mnohostén nemd extremalni bod.
b) Ma4-li mnohostén aspon jeden extremalni bod, je rank A = n.

Napovéda a feseni
13.1.a) Konvexni, protoze pro libovolné a € [0, 1] je (1 — a)a + ab € [a, b].
13.1.b) Neni konvexni. Napt. x = (1,1) ay = (—1, 1) pati{ do mnoziny, ale x/2 +y/2 = (0, 1) nepatii.
13.1.c) Je konvexni.
13.1.e) Konvexni.
13.1.f) Konvexni.
13.1.g) Nekonvexni. Napti. proz =1,y =2, a = % ¢islo (1 — a)x + ay = 1.5 neni celé.
13.1.h) Nekonvexni.
13.2.a) prunik poloprostori a nadroviny, konvexni mnohostén
13.2.b) Sféra, nekonvexni. Konve. obal je koule {x € R" | ||x]2 < 1}.
13.2.c) koule bez hranice, konvexni
13.2.d) Graf paraboly, nekonvexni. Konvexnf obal je { (z,y) € R? |y > 2% }.
13.2.¢) Jedna vétev grafu hyperboly, nenf konvexni. Konv. obal je { (z,y) € R? |z >0, y >0, 2y > 1}.
13.2.f) prunik dvou kouli, konvexn{
13.2.g) Ctvrt kruznice, nekonvexni. Konv. obal je { (z,y) € R? |22+ 42> <1, 2 +y >1}.

13.2.h) Tti body v R, nekonvexni protoze napi. (—1 + 0)/2 nepatii do mnoziny. Konv. obal je interval
[—1,1].

13.2.i) Dva body v R?, nekonvexni. Konv. obal je tise¢ka spojujici ty dva body. Tuto tisecka mame napsat
jako mnozinu fe§eni rovnic a nerovnic, coz jde napi. takto: { (z,y) €R? |1 <z <2, z=y}.

13.2.j) Tii body v R?, nekonvexni. Konv. obal je trojihelnik { (z,y) € R? |2 >1, y > 1, s +2y <5}.

13.7.a) Je to elipsoid, tedy je to konvexni mnozina. Mnohostén je to jen pron =1 (v tom piipadé je
to tsecka).

13.7.b) Piimka jdouci pocatkem (tj. linedrni podprostor dimenze 1) se smérovym vektorem v. V uve-
deném tvaru nenf vyjadiena jako prunik poloprostorii. Je-li ale A € R(r—1)xn
{av | a e R} =span{v} = null A, piimku jsme vyjadrili jako mnozinou fesenf linedrni soustavy
Ax = 0, coz uz je prunik poloprostoru.

matice takova, ze

13.9. Maximalizujeme r za podminek Ac — b > r1 (tedy nezndmé jsou ¢ € R™ a r > 0), pricemz
piedpokldddme, Ze v kazdé nerovnici alx > b; soustavy Ax > b mame |ja;|| = 1 (tedy kazdou
nerovnici musime nejdifve vydelit ¢islem ||a;]|).
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41,2} {1,3} {2,4} {3,4}

x| (26) (6,4 (5.7 (20)

13.10.a) Extremdlni body a odpovidajici mnoziny I C {1,...,4}:

13.11.b) nemd extremdlni bod
13.11.c) nemd extremdlni bod

13.12.a) Je-lirank A < n, je Av = 0 pro néjaké v # 0. Tedy pro kazdé x spliujici Ax > b, mnohostén
obsahuje piimku {x + av | @ € R}. Tedy kazdym bodem mnohosténu prochazi piimka, kterd
celd lezi v mnohosténu. Tedy zadny bod mnohosténu neni extremalni bod. Srov. Véta 13.3.
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Kapitola 14

Simplexova metoda

Nyni popiseme slavny algoritmus na feSeni linedrnich programiu, simplexovou metodu. V
minulé kapitole jsme ukazali, Ze ma-li mnohostén aspon jeden extremalni bod, linearni funkce
na ném nabyva minima aspon v jednom extremalnim bodé. Tedy muzeme projit vSechny ex-
tremdlni body a najit ten s nejlepsi ucelovou funkci. Ale extremalnich bodu muze byt mnoho.
Simplexova metoda tento naivni algoritmus vyrazné zrychluje tak, ze postupuje od jednoho
extremalniho bodu k dalsimu po hranach mnohosténu tak, aby se ucelovd funkce zlepsovala
nebo aspon nezhorsovala. Ve zbytku kapitoly tento geometricky popsany napad prevedeme do
algebry.

Pro zacatek zapomenme na tcelovou funkci a zkoumejme pouze mmnohostén pripustnych
feseni LP. Misto mnohosténu v obecném tvaru (13.5) algoritmus pracuje s mnohosténem v rov-

nicovém tvaru (12.3)
X={xeR"|Ax=b, x>0}, (14.1)

kde navic matice A € R™ " ma linearné nezavislé tadky (tj. rank A = m). Mnozina Feseni
soustavy Ax = b je tedy afinni podprostor dimenze nejvyse n — m.
Zkoumejme soustavu Ax = b s dodatec¢nou podminkou, ze nékteré proménné nastavime na

nulu. Tedy zvolime mnozinu indexu J C {1,2,...,n} a fesime soustavu
Ax = b, (14.2a)
;=0 Vje{l,....,n}\J (14.2b)

Kdy ma tato soustava pravé jedno teSeni? Dle Véty 3.1 pravé tehdy, kdyz sloupce matice A s
indexy .J jsou linedrné nezavislé a b patii do jejich linearniho obalu. Aby sloupce J byly linearné
nezavislé, nutné musi byt |J| < m. Kdyz ovéem |J| < m, pak existuje mnozina J" O J tak, ze
|.J'| = m a sloupce J’ jsou linedrné nezédvislé (tedy doplnime sloupce J na bazi prostoru rng A,
coz lze diky Véteé 3.2). Pak ale, dle Véty 3.1, bude feSeni soustavy splhovat x; = 0 pro vSechna
j € J'\ J. Tedy soustava bude mit stejné feseni pro J i J'. Proto, chceme-li najit vsechny
body x kterd jsou jedinym tesenim soustavy (14.2), staci soustavu vyfesit jen pro mnoziny .J
velikosti |J| = m, pro které jsou sloupce J matice A linedrné nezavislé.

Priklad 14.1. Necht’ je soustava Ax = b dana tabulkou (blokovou matici)

-1 1310 2|1
[A bj=] 10401 4|4 (14.3)
-10 411 4|2
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Sloupce J = {1, 4,5} matice A jsou linedarné nezavislé (ovéite!). Soustava (14.2) vypadd takto

T 1
Tyg| = 4 , X9 = T3 = Tg = 0 (144)
2

-1 1
10
-1 1 Ts

_ = O

a ma jediné reseni x = (3,0,0,4,1,0). Sloupce J tvori regularni matici velikosti m x m.
Sloupce J = {3,4} jsou linearné nezavislé a soustava

3 1 . 1
4 0 |:l‘3:|: 4 s .T1:I2:.T5:.T6:0
4 1|t 2

mé jediné feseni x = (0,0,1,—2,0,0). Sloupce J = {3,4,5} jsou linedrné nezavislé a soustava

1 0 T3
01 Ty =
11 Ty

s 1’1:.1’2:.1’6:0

~ ks w
DO =~

maé jediné feseni x = (0,0,1,—2,0,0), stejné jako pro J = {3,4}. Sloupce J = {3,4,6} jsou
také linearné nezavislé a soustava ma tedy stejné feseni. ¢

Uvedena tvaha motivuje zavedeni nasledujicich pojmu. Mnozina J C {1,...,n} se nazyva
baze, pokud |J| = m a sloupce J matice A jsou linedrné nezavislé. Proménnym z; pro j € J
fikdme bazové proménné. Bod x je bazové FeSeni piislusné bazi J, jestlize spliuje (14.2).
Béazové teseni x je pripustné (tedy lezi v mnohosténu), pokud x > 0. Bazové feseni x je dege-
nerované, pokud ma vice nez m —n nulovych slozek. Protoze matice A ma hodnost m, existuje
aspon jedna baze. Kazdé bazi prislusi pravé jedno bazové teseni. Je-li ovSsem bazové feseni de-
generované, piislusi vice nez jedné bazi (v Piikladu 14.1 bézové feseni x = (0,0,1,—2,0,0)
prislusi bazim {3,4,5} a {3,4,6}).

Mnohostén (14.1) neobsahuje piimku, protoze uz jeho nadmnozina {x € R" | x > 0}
neobsahuje piimku (proc¢?). Tedy jestlize je mnohostén (14.1) nepréazdny, ma dle Véty 13.3
aspon jeden extremdlni bod. Véta 13.2, vyslovend pro mnohostén v obecném tvaru (13.5), jde
vyslovit i pro mnohostén v rovnicovém tvaru (14.1):

Dusledek 14.1. Bod mnohosténu (14.1) je extremalni, pravé kdyz je to pripustné bdazové
reseni.

Dukaz. Mnohostén (14.1) 1ze napsat ve tvaru (13.5) jako X = {x € R” | A’x > b’ }, kde

A b
A= |-A | e REmxn b'= |-b | € R,
I, 0
Mame dokazat, ze pro kazdé x € R™ jsou nasledujici dva vyroky ekvivalentni:
1. A’x > b’ a existuje mnozina I C {1,...,2m + n} tak, ze x je jedinym Fesenim soustavy
A'x =b’.
2. x > 0 a existuje mnozina J C {1,...,n} tak, ze x je jedinym fesenim soustavy (14.2).
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Implikaci 1 < 2 dokézeme polozenim I = {1,...,2m}U{2m+j|j € {1,...,n}\J }. Implikaci
1 = 2 dokazeme polozenim J = {j € {1,...,n} | 2m +j ¢ I }. Rozmyslete, ze to tak je! =

Dvé baze nazveme sousedni, pokud maji m — 1 spoleénych prvku (napf. baze {3,4,5} a
{3,4,6} v Prikladu 14.1). Lze ukédzat (dukaz vynechdme), ze dvojice sousednich bz odpovidaji
bud’ jedinému (degenerovanému) extremalnimu bodu nebo dvojici extremélnich bodu spojenych
hranou. Simplexova metoda prechdzi mezi sousednimi bazemi tak, ze bazova feseni jsou stale
pripustna a ucelova funkce se zlepsuje nebo aspon nezhorsuje.

V §14.1 popiseme stavebni kameny metody, které pak v §14.2 spojime do celého algoritmu.

14.1 Stavebni kameny algoritmu

14.1.1 Prechod k sousedni standardni bazi

Simplexova metoda pracuje pouze se standardnimi bazemi, tj. sloupce J jsou vektory standardni
baze. To ma vyhodu v tom, ze (i) nemusime kontrolovat, zda jsou sloupce J linedrné nezavislé
a (ii) nenulové slozky bazového feseni x jsou rovny piimo slozkdm vektoru b. Na pocatku
algoritmu se predpoklada, ze matice A obsahuje standardni bazi.

7 linearni algebry zname ekvivalentni radkové upravy soustavy Ax = b: libovolny radek ta-
bulky [A b} muzeme vynasobit nenulovym ¢islem a muzeme k nému pricist linedrni kombinaci
ostatnich radkiu. Tyto dpravy neméni mnozinu feseni soustavy.

Ukazeme, jak prejit od aktudlni standardni baze J k sousedni standardni bazi, tedy néjaky
sloupec 7 € J bazi opusti a néjaky sloupec 7 ¢ J do béze vstoupi. Necht’ i je tadek, ve kterém
je a;;; = 1. Prvek (7, j) matice se nazyva pivot (angl. znamena cep). Necht’ a;; # 0. Chceme
nastavit pivot a;; na jednicku, vynulovat prvky nad i pod pivotem, a nezménit pritom sloupce
J\ {j'}. Toho se doséhne témito ekvivalentnimi radkovymi tipravami:

1. Vydel radek ¢ cislem aj;.
2. Pro kazdé ' # i odecti ay;-nasobek tadku ¢ od tadku 7.

Rikdme, Ze jsme provedli ekvivalentni ipravu kolem pivotu s indexy (4, 7).

Priiklad 14.2. Mgjme soustavu

0 6 10 44
[A b= |1 300 2[3 (14.5)
0 101 2|1

L=l

se (standardni) bazi J = {1,4,5}. Vidime ihned odpovidajici bazové reseni, x = (3,0,0,4,1,0).

Chceme nahradit bazovy sloupec j° = 1 nebdzovym sloupcem j = 2, tedy prejit k sousedni
bazi {2,4,5}. Mdame i = 2, tedy pivot je prvek asy (v tabulce ordmovan). Ekvivalentnimi
radkovymi tpravami musime docilit, aby pivot byl roven jedné a prvky nad nim a pod nim
byly nulové. Pii tom smime zménit sloupec 1, ale sloupce 4 a 5 se zménit nesméji. Toho se
docili vydélenim tadku 2 ¢islem ags (coz zde nemd zadny efekt, protoze ndhodou agy = 1) a pak
prictenim vhodnych nasobku fadku 2 k ostatnim radkum. Vysledek:

-2 0 01 0 0]-2
[A bj=| 113002 3
104014 4
Nyni sloupce {2,4,5} jsou standardni baze. ¢
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14.1.2 Kdy je nové bazové resSeni pripustné?

Uvedenym zpusobem muzeme od aktudlni baze prejit k libovolné sousedni bazi. Pritom nové
bazové teseni muze nebo nemusi byt piipustné. Je-li aktudlni bazové feseni pripustné, jak
pozname, zda i nové bazové teseni bude pripustné?

Protoze nenulové slozky bazového tfeseni x jsou rovny slozkdm vektoru b, bazové teseni je
pripustné pravé tehdy, kdyz b > 0. Necht’ v aktudlni tabulce je b > 0. Proved'me ekvivalentni
upravu kolem pivotu (i, ). Hleddme podminky na (i, j), za kterych bude i po dpravé b > 0.

Po ekvivalentni upravé kolem pivotu (i, j) se vektor b zméni takto (viz §14.1.1):

e b; se zmeéni na b;/a;;,
e pro kazdé ¢’ # i se by zmeéni na by — ay;b;/a;;.

Tato ¢isla museji zustat nezaporna. To nastane praveé tehdy, kdyz plati nasledujici podminky:

Q5 > 0, (146&)
%

bi
pro kazdé i’ # i plati a;; < 0 nebo o < — (14.6Db)
iJ i'j

kde 'nebo’ je uzito v nevylu¢ovacim smyslu. Podminka (14.6a) je zfejma. Podminka (14.6b) je
ekvivalentni podmince by — a;;b;/a;; > 0, nebot’ a;; > 0, b; > 0, by > 0 (rozmyslete!).
Priklad 14.3. V tabulce (14.5):
e Ekvivalentni uprava okolo pivotu (7,j) = (3,2) nepovede k piipustnému bazovému feSent,
nebot’ a;; = —1 < 0, coz porusuje podminku (14.6a).

e Ekvivalentni uprava okolo pivotu (7,j) = (2,2) nepovede k piipustnému bazovému feSent,
nebot’ pro ¢’ =1 je ay; >0 a % > %, tedy podminka (14.6b) je porusena.

e Ekvivalentni vprava okolo pivotu (i,7) = (3,6) povede k piipustnému bézovému teseni.
Podminky (14.6) jsou splnény, nebot’ a;; =2 >0 a % < %, % < % ¢

14.1.3 Co kdyz je cely sloupec nekladny?

Jestlize jsou v8echny prvky v néjakém nebézovém sloupci j nekladné, vime z podminky (14.6a),
ze tento sloupec se nemuze stat bazovym. Plati ale navic, ze souradnice z; bodu x se muze libo-
volné zvétsovat a bod x presto zustane v mnohosténu X. Tedy existuje poloptimka s po¢atkem
v x lezici celd v mnohosténu X. Tedy mnohostén X je neomezeny.

Priklad 14.4. Necht’ [A b} je tabulka

0 -2 6 10 4[4
1 -1 300 2|3
0 -1 10121
x=3 00410]

s béazi {1,4,5}. Pod tabulkou je napsano bazové feseni x. Kdyz se xs bude libovolné zvét-
Sovat, zménu lze kompenzovat soucasnym zvétSovanim bazovych proménnych i, x4, x5 tak,
ze vektor Ax zustane nezménén a tedy roven b. Konkrétné, pro kazdé a > 0 bude vektor
x = (3,0,0,4,1,0) + «a(1,1,0,2,1,0) spliovat Ax =b ax > 0. ¢
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14.1.4 Ekvivalentni upravy ucelového radku

Dosud jsme provadeéli ekvivalentni fadkové tpravy pouze na soustavé Ax = b a tcelové funkce
si nev§imali. Tyto Upravy lze rozsitit na tcelovou funkci. Nebudeme tcelovou funkci uvazovat
ve tvaru ¢’'x, ale v mirné obecnéjsim tvaru c¢’x — d. Tedy fesime LP

min{c’x —d|Ax=b, x>0}. (14.7)
Ulohu budeme reprezentovat simplexovou tabulkou
c d
< 14
Prictéme k ucelovému radku [CT d] libovolnou linedrni kombinaci y” [A b} ostatnich

radku [A b], kde y jsou koeficienty linearni kombinace. Ukazeme, ze tato tprava zachové
hodnotu uéelové funkce ¢’x — d pro kazdé x spliiujici Ax = b. Novy uéelovy faddek bude

[ dl+y"[A b]=[c"+y"A d+y"b].
Nova tcelova funkce bude tedy
(" +y"A)x — (d+y"b) =c"x —d+y" ' (Ax —b).

Ale to je rovno ¢'x — d pro kazdé x splitujici Ax = b.

14.1.5 Co udéla prechod k sousedni bazi s ticelovou funkci?

Necht’ J je standardni baze. Prictéme k tucelovému radku takovou linearni kombinaci ostatnich
tadku, aby pro vsechna j € J bylo ¢; = 0 (novému vektoru c se pak tika redukované ceny).
Protoze bazové feseni x je v nebazovych sloupcich nulové, znamens to ¢?x = 0. Tedy hodnota
tcelové funkce c¢’'x — d v bazovém feSeni x je rovna jednoduse —d.

Navic je snadno vidét, co udéld prechod k nové bazi s ucelovou funkei. Necht’ j je sloupec
opoustéjici bazi a j je sloupec vstupujici do baze. Prii pfechodu k nové bazi se ¢islo z; stane
nulovym a ¢fslo z; se zvéts{ z nuly na kladné (nebo se nezméni). Protoze ¢;; = 0, ¢islo ¢’'x —d
pii ¢; > 0 stoupne (nebo se nezmeéni) a pii ¢; < 0 klesne (nebo se nezmeni).

Priklad 14.5. Mé¢jme tlohu se simplexovou tabulkou

1 -2 -3 -1 2 1|4
c"dl _ |0 2 6 10 4[4
[Ab]_1130023’

0 -1 1 0121

kde J = {1,4,5}. Slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich vynulujeme tak, ze k tcelovému fadku
pricteme prvni fadek, odecteme druhy fadek, a odecteme dvojnasobek tietiho radku:

0 1 -2 00 —-1]3
0 2 610 4|4
1 1 300 2|3
0 -1 101 2|1
x=3 0 041 O




Pod tabulku jsme napsali bazové feseni x. Nyni je ¢’x = 0, a tedy hodnota uéelové funkce
v bazovém teeni je c’x —d = —d = —3.

Dejme tomu, ze chceme pridat do baze nebazovy sloupec 2 a vyloucit z ni néktery z bazovych
sloupct {1,4,5}. Po tomto prechodu se xs stane kladné nebo zistane nulové a jedna ze slozek
x1, T4, Ts se vynuluje. Protoze ¢; = ¢4 = ¢5 = 0, zména x1, x4, T5 se na ucelové funkci neprojevi
a ta se zmeéni o coxo. Kritérium tedy stoupne nebo zustane stejné, protoze co =1 > 0. ¢

Jestlize v nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna 7, proménnou z; muzeme libo-
volné zvétsovat (viz §14.1.3) a ucelovou funkci libovolné zmensovat. Uloha je tedy neomezend.

14.2 Zakladni algoritmus

Spojenim popsanych stavebnich kamenu dostaneme iteraci simplexové metody na feseni tlohy (14.7).
Iterace prejde k sousedni standardni bazi takové, ze bazové feseni zustane pripustné a tucelova
funkce se nezveétsi. Vstupem i vystupem iterace je simplexovéa tabulka (14.8) s témito vlast-
nostmi:

e podmnozina sloupcu A je standardni baze J,
e bazové teseni odpovidajici této bazi je pripustné, b > 0,
e slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich jsou nulové, ¢; = 0 pro j € J.
[terace se provede takto:
1. Vyber index j pivotu tak, aby' ¢; < 0 (§14.1.5).
2. Vyber index i pivotu podle podminek (14.6). Z téchto podminek plyne (promyslete!)
1 € argmin bs , (14.9)

i |ay ;>0 Qi'j

kde argmin oznacuje, ze se minimalizuje pfes vSechna 7’ splnujici a,; > 0.
i | a;rj >0

3. Udeélej ekvivalentni upravu okolo pivotu (7, 5) (§14.1.1).

4. Ekvivalentni dpravou tcelového radku vynuluj ¢; v novém béazovém sloupci j (§14.1.5).

Algoritmus, ktery opakuje uvedenou iteraci, nazveme zakladni simplexovy algoritmus.
Algoritmus konéi, kdyz uz nelze vybrat pivot (i,7) spliujici podminky 1 a 2 vyse. To nastane
z jednoho z téchto duvodu:

e Vsechny koeficienty ¢; jsou nezdporné. Pak tcelovou funkei nelze zlepsit a jsme v optimu?
e Existuje sloupec j, ve kterém c¢; < 0 a a;; < 0 pro vsechna . Pak je tiloha neomezena.

Vybér indexu (i, 7) pivotu v krocich 1 a 2 nemusi byt jednozna¢ny: muze existovat vice
sloupctt j s vhodnym znaménkem c¢; a vice fadku ¢ muze spliiovat podminky (14.6) (tedy
mnozina { by/ay; | 9 = 1,...,m, ay; > 0} muze mit vice minimalnich prvku). Algoritmus,
ktery vybira jediny pivot z téchto moznosti, se nazyva pivotové pravidlo.

'Kdyz je linedrni program ve tvaru maximalizace, samoziejmé ho nemusite pievddét do minimalizaéniho
tvaru (14.7), staci jen vybrat sloupec s ¢; > 0.

ZPozor: aktudlni bdzové feseni muze byt optimdalni presto, ze néjaky koeficient ¢; je zéporny. V dals{ iteraci
vlozime sloupec j do béze, ale kvuli degeneraci muze zustat x; = 0, tedy ucelova funkce se nezmeni (viz §14.1.5).
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Piiklad 14.6. Vyfteste linedrni program (14.7) simplexovou metodou, kdyz vychozi simplexova
tabulka (14.8) je

0 -2 100 =3]|0
0 26 10 4|4
1 1300 2(3°
0 -1 10 1 [2]]1

Baze je J = {1,4,5} a bazové teseni x = (3,0,0,4,1,0).

Ucelovy tadek budeme nazyvat nulty, ostatni pak prvy, druhy atd. Prvni iterace simplexo-

vého algoritmu se provede v téchto krocich:

1.

3,4.

Vybereme sloupec j, ktery vstoupi do baze. To muze byt libovolny sloupec, ktery ma v nul-
tém tadku zaporné cislo. Muzeme vzit napt. nejmensi takové cislo, zde —3, tedy j = 6.

. Vybereme fadek i pivotu dle (14.9) nalezenim argumentu minima z ¢fsel 4, 2, 2. Bude tedy

42072
1 = 3. Vysledny pivot je oznacen rameckem. Vsimnéte si, ze tadek ¢ = 3 ma v aktualni bazi
jednicku ve sloupci 5, sloupec 5 tedy bazi opusti.

Udéldme ekvivalentni dpravu okolo pivotu (i,j) a zdroven vynulujeme ¢islo ¢;. Neboli
chceme, aby se z pivotu a;; stala jednicka a nad i pod pivotem byly nuly, a to vcetné
nultého tadku. Tedy nejprve treti fadek vydélime dvéma a potom k nultému tadku pri-
¢teme trojnasobek tretiho radku, od prvniho fadku odecteme ctyinasobek tretiho radku,
a od druhého tadku odecteme dvojnasobek tretiho fadku. Vsimneéte si: k zadnému radku
nikdy nepricitame nasobky jiného radku nez pivotového. Vysledek:

—35 25 0 1.5 0]15
41 -2 0] 2
2 20 -1 0] 2

0.5 05 0 05 1]05

O = OO

Na konci prvni iterace mame bazi J = {1,4,6}, bazové feseni x = (2,0,0,2,0,0.5), a hodnotu
ucelové funkce —d = —1.5.

L]

Druhd iterace: pivot je ve sloupci j = 2. Jeho fddek najdeme dle (14.9) porovnanim cisel

2 . ’ ;. .
, 5, tedy @ = 1. Vysledek druhé iterace:

0 6 0875 —0.25 0]3.25
11 025 —05 0] 05
00 —05 00 1
0

1 0125 1]0.75

O = OO

Vysledek treti iterace:

007 10 1[4
013 050 2[2
100 —0500/1
004 051 4|3

Protoze vSechna ¢isla v icelovém tadku jsou nezapornd, algoritmus konc¢i. Uloha mé optimalni
feseni s hodnotou —4 v bodé (xy, x9, x3, x4, 75, x6) = (1,2,0,0,3,0). ¢
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Piiklad 14.7. Necht’ simplexové tabulka (14.8) je
1

-2 6 0 0]0
1 -1 -1 1 0]2
2] -1 —2 0 1|1

Tabulka po prvni iteraci je
0 5 -1 0 1] 1
0 —1.5 =2 1 0525
1 =05 —1 0 0.5]0.5

Podle nultého tadku by dalsi pivot mél byt ve tietim sloupci. Ale cisla a;3 jsou vSechna zaporna
(viz §14.1.3). Tedy tloha je neomezena. V nové tabulce muzeme zvétsovat 3 libovolné a kom-
penzovat to vhodnym narustem x; a x4. Jelikoz ¢; = ¢4 = 0, zmény x; a x4 se na ucelové funkci
neprojevi a jediny vliv na ni bude mit z3, které ho bude libovolné zmensovat. ¢

14.2.1 Cykleni

Zridka se algoritmus muze dostat do stavu, kdy cyklicky prochézi stale stejnou mnozinu béazi,
které odpovidaji jedinému degenerovanému bazovému feseni a tedy ucelova funkce se neméni.
Algoritmus tedy nikdy neskonéi. Tomuto chovani iikame cykleni algoritmu.

Priiklad 14.8. Zde je pocatecni simplexova tabulka a dvé iterace simplexového algoritmu:

—-2.3 =215 13.55 0.4 0 0

0.4 02 —-14 —-0.2 1 0

—-78 —14 7.8 0.4 0 1
0 -1 2.5 —0.75 5.75

0
05 —-35 —05 25 0
—195 =35 195 1

0 —-23 =215 1355 04

0 0.4 0.2 —-14 —-0.2
1 —-78 -—14 7.8 04

o OO o OO o OO

O = O S =

Vidime, ze treti tabulka se lis{ od prvni jen rotaci sloupcu o dva vpravo. Pouzijeme-li v dalsich
iteracich pivotové pravidlo, které bude opét vybirat pivoty 0.4 a 2.5, tak za dalsi ctyfti iterace
ziskdame pocatecni simplexovou tabulku. ¢

Byla objevena pivotova pravidla zarucujici, ze algoritmus se pro zadny vstup nezacykli.
Nejznaméjsi je Blandovo anticyklici pravidlo: pri vybéru pivotového sloupce vzdy vybereme
mezi sloupci s ¢; < 0 ten s nejmensim indexem, pii vybéru pivotového radku vybereme z mno-
ziny (14.9) radek s nejmensim indexem. Dukaz spravnosti pravidla vynechdme (neni kratky).
14.3 Inicializace algoritmu
Zopakujme, ze na zacatku zakladniho simplexového algoritmu musi byt tloha zadédna ve tvaru

min{c’x | Ax=b, x>0}, (14.10)
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kde matice A obsahuje standardni bazi a b > 0. Ukazeme, jak lze obecnou tlohu LP prevést
na tento tvar.
Nékdy je pfevod snadny. Pokud mé tloha tvar min{ ¢’x | x € R", Ax < b, x > 0} a plat{
b > 0, piiddnim slackti tilohu pievedeme na min{c’u | Ax +u=b, x > 0, u > 0}. Tato
uloha ma simplexovou tabulkou
c” 00
{A 1 b} ’

ve které sloupce prislusné proménnym u jsou standardni béze.
Priklad 14.9. Vyfieste simplexovym algoritmem:
min —3xr; — x93 — 313

za podminek  2x1 + @9 + w3 < 2
T + 229 + 3x3 < 5

201 + 219 + w3 <6

x1,x9,x3 > 0

Pridame slackové proménné uq, us, ug > 0, abychom omezeni uvedli do tvaru rovnosti:

min —3x; — x93 — 373
za podminek 2z + 29 + x3 + wy =2
l‘1+21‘2+3l‘3 —+ Uy =5
201 + 229 + 3 +uz =06

X1, T2,T3, U1, U2, U3 > 0

Zde je vychozi simplexova tabulka:

N = DN W
DN DN =
— W | W
O O O
O = OO
_ 0 OO
[©2BNG 0N V)l Ren)

14.3.1 Dvoufazova simplexova metoda

Pokud je tloha zadana v obecném tvaru, operacemi z §12.1 ji lze vzdy prevést do tvaru (14.10).
Vynasobenim vhodnych tadku zapornym ¢islem vzdy zajistime b > 0, matice A ale nemusi
je pripustna. V tomto piipadé nejdiive vyfesime pomocnou tlohu LP, ktera najde néjaké (ne
nutné optimdalni) pripustné feseni. Z néj pak ziskdme standardni bazi. Pomocn4 iloha je

min{ 1’u | Ax+u=>b, x>0, u>0} (14.11)

0 17 0

A I bl
Pro libovolné u > 0 je 17u > 0, piicemz 17u = 0 pravé kdyz u = 0. Tedy tiloha (14.10) je
pripustnd, pravé kdyz je optimalni hodnota tlohy (14.11) rovna 0. Na pocatku tvori sloupce

prislusné proménnym u standardni bazi, lze tedy na ni pustit zdkladni simplexovy algoritmus.
Ten muze skoncit dvéma zpusoby:

a ma simplexovou tabulku
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e Pokud je optimum vétsi nez 0, pak tloha (14.10) je nepiipustna.

e Pokud je optimum rovno 0, pak uloha (14.10) je piipustnd. Pokud neni optimélni fe-
Seni (x,u) ulohy (14.11) degenerované, po skonéeni simplexového algoritmu jsou vSechny
bazové proménné kladné. Protoze u = 0, proménné u budou tedy nebazové. Proto mezi

sloupci prislusnymi proménnym x existuje standardni baze.

Pokud je optimalni feseni (x,u) tlohy (14.11) degenerované, nékteré proménné u mohou
byt na konci algoritmu bazové. Pak je nutno udélat dodatecné upravy kolem pivotu ve
sloupcich prislusnych bazovym proménnym u, abychom tyto sloupce dostali z baze ven.

Toto podrobné popisovat nebudeme.

Nalezeni néjakého piipustného feseni v pomocné tloze (14.11) se nazyva prvni faze a feseni
puvodni tlohy pak druha faze algoritmu, mluvime tedy o dvoufazové simplexové metodé.

Piiklad 14.10. Reste
min

za podminek

31’1 +

T +

—201’1 - 30372 — 401’3

Mame sice b > 0, ale neni jasné, zda existuje pripustné x, tim
béaze. Provedeme prvni fazi algoritmu. Pomocnd uloha bude

min

za podminek 3z 4+ 229 + x3 + Uy
T, + 2x9 + 273

s tabulkou

| 0

00011
32110
1 2 2 01

10
15

Uy + Us

+ us

L1, T2, X3, Ut, U2

233‘2 + T3 — 10
232‘2 + 2.1’3 = 15
x1,x2,23 = 0

méné neni vidét standardni

=10
=15

Sloupce nad pridanymi proménnymi jsou standardni baze, muzeme tedy na pomocnou ulohu
pustit zédkladni simplexovy algoritmus. Po vynulovani ceny nad bazovymi proménnymi budou

kroky algoritmu vypadat takto:

—4 —4 =3 0 0]-25
3 11 0| 10
1 2 2 0 1| 15
2 0 -1 2 0] =5
15 1 05 05 e
-2 0 —1 1| 5
0 0 0 1 1] o
25 1 0 1 —05]| 25
-2 0 1 -1 1| 5
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Optimum je rovno 0, tedy puvodni uloha je ptipustnd. Proménné wuq, us jsou nebazové a tedy
rovny nule, bdzové proménné jsou o, z3. Ted’ tedy muzeme zacit druhou fazi (feseni puvodni
tlohy) s pocatecni tabulkou
—20 =30 —40| 0
2.5 1 01]25
-2 0 1] 5 ¢

14.4 Cviceni

14.1. Najdéte vSechny béze a bazova feSeni mnohosténu {x € R” | Ax =b, x >0} pro

1 0101
A b]:{Q ~1 4 1‘4}'

Ktera z nich jsou ptipustna? Ktera z nich jsou degenerovana?

14.2. Protoze rank A = m, dimenze mnohosténu (14.1) je dim X < n — m. Muze byt dim X
libovolné ¢islo mezi 0 a n—m? Jestlize ano, dokazte to tak, ze pro kazdou dvojici (n, k) €
N x {0,...,n — m} najdete matici A € R™*" a vektor b € R™ tak, aby rank A = m a
dim X = k.

14.3. V tabulce zakrouzkujte vSechny pivoty takové, ze ekvivalentni iprava kolem nich povede
k pripustnému bazovému reSeni:

0 2 610 —4 3 0|4
1 1 -3 00 2 3 0]3
[A b] |0 -1 101 -2 -3 0]1
0o -2 200 2 -1 1|1
14.4. Zapiste linearni program
min —x — x4 — 3x5
za podminek 2z + x4+ x5+ a6 =2
—T1 + T9 + 2x4 + 325 =4
221 + x3 + 214 — x5 =6

Xy,T2,T3,T4,Ts5,Tg Z 0

do simplexové tabulky. Predpokladejte, ze aktudlni béze je {2,3,6}. Jaké je aktudlni
bazové teseni? Je toto bazové teseni pripustné. Je degenerované? Pokud je to mozné,
udeélejte jeden krok simplexového algoritmu. Pokud to mozné neni, vysvétlete proc.

14.5. Vyfteste simplexovou metodou (nejdiive ji co nejjednoduseji incializujte):

max 2r1 — X9 — 313

za podminek —2x; — x5 + w3 <2
—r1 + 229 — 323 < B

—2x1 — 49 + 13 <6

T1,29,x3 > 0
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14.6. Vyrteste simplexovou metodou (i kdyz lze fesit tivahou):

max 6x7 4+ 9x9 + drs + 9y

za podminek x4+ 2o+ 23+ x4 =1
X1, T2, T3, Ty Z 0

14.7. Necht’ tuloha (14.7) ma vice optimélnich feseni. Jak se to pozna v simplexové tabulce?
Navrhnéte algoritmus, ktery vypise vSechna optimalni bazova feseni.

14.8. Méjme linedrni program

min  2x; —3x3 + w4
za podminek  x; — a9 — 3 >0
—x1 + 2.1’2 — 3.1’3 <5
21’1—1’2—1’3+2$4:6

L1, T2,T3, T4 Z 0

Inicializujte co nejjednodussim zpusobem zakladni simplexovy algoritmus. Vyteste timto
algoritmem. Nepouzivejte dvoufazovou metodu.

14.9. Vyrteste dvoufazovou simplexovou metodou:

max 3x1 — 4x9

za podminek —2z; — 5z, < 10

3.T1+ Ty < 3

—2l‘1+ I‘QS—Z

T Z 0

l‘gg—l

14.10. Necht’ dloha (14.7) mé simplexovou tabulku

300 1 =300
c d] 700 -3 3 2|1
[A b} N 110 0 -10]3
-1 0 2 1 -1 01

Je tato uloha omezena?

14.11. (%) Cviceni 3.22 mé vztah k dikazu Dusledku 14.1. Jaky je tento vztah?

Napovéda a reseni

Joop{n2p {1,3) {14} {23} {3,4}
prip. ne ano ano ano ano
degen. ne ano ne ano ano

14.1.

14.2. Népovéda: mnohostén { (z,y) € R? | z+y =1, 2 > 0, y > 0} ma dimenzi 1, mnohostén
{(z,y) eR2 |z 4+y=0, >0, y >0} mé dimenzi 0.

14.5. Uloha je neomezend kvuli prvnimu sloupci.
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14.8. Napf. oto¢ime znaménko prvniho omezeni, tfeti omezeni vydélime dvéma, pridame slackové pro-
ménné pro prvni a druhé omezeni. Pak vynulujeme ceny nad bazovymi sloupci. Iterace algoritmu:

1 05 -25 00 0]-3 -15 3 0 0 25 0] -3 0303406
—1 1 (1] o1 0] o -1 1 10 10] 0 01 12206
-1 2 -3 00 1| 5 -4 500 31| 5 0508 7 1]29

1 =05 —05 1 0 0| 3 [05] 00 1 05 0| 3 1002 10| 6

Vysledek: (1, z2, 23, 24) = (6,0,6,0), hodnota optima —6.
14.9. Optimum je (z1,z2) = (25, —36)/13.

14.10. Uloha je neomezena. Mohlo by se zdat, ze je omezenda, protoze neexistuje sloupec j takovy, ze
¢; < 0 a a;; <0 pro viechna i. Ale po jedné ¢i nékolika iteracich simplexové metody se takovy
sloupec objevi.
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Kapitola 15

Dualita v linearnim programovani

Ke kazdé tdloze LP lze sestavit podle jistého postupu jinou 1ilohu LP. Novou tlohu nazyvame
dudlni, puvodni tlohu nazyvame primarni ¢i pfimou. Konstrukce je symetricka (viz Cvi-
¢eni 15.1): dudlni tdloha k dudlni tloze je puvodni tloha. Tedy mé smysl fikat, ze primarni a
duélni dloha jsou navzdjem dualni. Dvojice dudlnich tloh je svazana zajimavymi vztahy.

15.1 Konstrukce dualni tdlohy

K dloze LP v obecném tvaru (viz §12.1) se dudlni tloha ziska dle tohoto postupu:

min ) ¢;x; max by
= iel
za podm. » a;x; =b; za podm. i € R, 1€ Iy
jeJ
Eaijszbi yZZO, ’iE[Jr
jeJ
E Q55 S bz Yi S 0 ’ i€l (151)
jeJ
.’L‘j cR Zaijyi = Cj, j c Jo
i€l
zj >0 > iy < ¢, jeJs
i€l
z; <0 > aijyi > ¢, JjeJ-
1€l

V levém sloupci je priméarni tloha, v prostfednim sloupci je z ni vytvorena duélni iloha. V pra-
vém sloupci jsou mnoziny indexu pro obé tlohy: I = {1,...,m} = Iy U I, U I_ je indexova
mnozina priméarnich omezeni a dualnich proménnych, J = {1,...,n} = JyUJ, UJ_ je indexova
mnozina primarnich proménnych a dudlnich omezeni.

Vsimnéte si symetrie dvojice tloh: i-tému primérnimu omezeni jaijxj > by odpovida
dudlni proménnd' y; > 0. Opacné, j-t4 priméarni proménnd x; > 0 odpovidd j-tému dudlnimu
omezeni ) . a;;y; < ¢;. Tak je to pro viechny fadky s tim, Ze linedrni rovnici v primédru odpovida
neomezena proménna v dualu, nerovnici typu > v primaru odpovidd nezaporna proménna
v dualu, a nerovnici typu < v primaru odpovida nekladna proménna v dudlu.

'Poznamenejme, ze tato proménnd je vlastné Lagrangevv multiplikdtor piislusného omezeni. Podobné, j-t4
primarni proménnd z; je Lagrangeuv multiplikator j-tého dudlniho omezeni ), a;;z; < c¢;.
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Priklad 15.1. Nasledujici dvojice linearnich programu je navzajem dudlni:

min  2x; — 313 + x4 max 6y; + dys
za podm. 2x; — 2o+ x3 + 2x4 = 6 za podm. y1 € R
—x1 + 2x9 — 313 <35 y2 < 0
Ty — Ty — x3 — 314> 0 y3 > 0
Ty > 0 201 — Yo+ y3 < 2
9 € R —y1+2y2— Y3 = 0
x3 > 0 y1 — 3y2 — y3 < -3
4 <0 2y, —3yz > 1 ¢

Pro specidlni tvary LP se dvojice dualnich tloh piehlednéji napise v maticové formé. Napft.
pro Iy =I_ = Jy = J_ = () obdrzime

min c¢’x max bly
za podm. Ax >Db za podm. y>0 (15.2)
x>0 ATy <c

15.2 Véty o dualité

Nésledujici véty plati pro obecny tvar (15.1), ale dikazy udéldame jen pro speciélni tvar (15.2).

Véta 15.1 (o slabé dualité). Necht’ x je pripustné primarni feSeni a 'y pripustné dudlni
feseni. Pak c'x > bTy.

Diikaz. Diky pifpustnosti x a y plati y? A < ¢’ a x > 0, z éehoz plyne y' Ax < ¢”x. Podobné,
diky pifpustnosti x a y plati Ax > b ay > 0, z éehoz plyne y’ Ax > yTb. Z toho

c'x >y"Ax > y'b. (15.3)
|

Uved’'me jeden okamzity dusledek slabé duality.

Disledek 15.2. Necht’ x je pripustné primarni reseni a 'y je pripustné dualni reseni. Necht’

c’x = b'y. Potom x je optimalni pro primarni ilohu a y je optimalni pro dualni iilohu.

Diikaz. Pro libovolné primarni piipustné feseni x’ je dle véty o slabé dualité ¢’ x’ > by = ¢’x.

Toto plati pro kazdé pripustné x’, tedy feSeni x musi byt optimélni pro primarni tlohu.
Optimalita y pro dualni ulohu se dokéze symetricky. [ |

Véta 15.3 (o komplementarité). Necht’ x je pripustné primédrni feseni a'y pripustné du-
alni reseni. Pak ¢’'x = bly pravé tehdy, kdyz zaroven plati tyto dvé podminky:

Zaij:cj =b; nebo y; =0 Viel, (15.4a)

=

- zj =0 nebo Zaijyj = VjeJ (15.4b)
icl
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Podminky (15.4) budeme nazyvat podminky komplementarity. Rikaji, ze na kazdém fadku
ve dvojici dudlnich 1loh je vzdy alespon jedno omezeni aktivni, bud’ primarni nebo dudlni
(pficemz omezeni typu rovnosti povazujeme vzdy za aktivni).

Diikaz. 7 nerovnosti (15.3) je jasné, ze pro piipustnd x,y plati ekvivalence
c'x=y"b = c'x=y"Ax=y"b. (15.5)
Dvé rovnosti na pravé strané této ekvivalence jde napsat jako

y'(Ax —b) =0, (15.6a)
(ch —yTA)x = 0. (15.6b)

Levé strany téchto rovnosti jsou skaldrni souciny nezapornych (diky piipustnosti x,y) vektoru.
Nyni si staci uvédomit, ze pro libovolné nezaporné vektory u, v > 0 plati

u'v=0 <= Vi(uyv;=0) <= Vi(u; =0nebouv; =0). n

Uvédomte si, ze Dusledek 15.2 a Véta 15.3 nefikaji, ze rovnost ¢/x = b’y vibec nékdy

VVVVVV

Véta 15.4 (o silné dualité). Primdrni iiloha m& optimalni reSeni, pravé kdyz ma dudlni
tloha optimalni reSeni. Ma-li primarni tiloha optimalni reSeni x a dualni tloha optimalni
feseni y, pak c’x = bTy.

Dukaz této véty neni jednoduchy a vynechame jej. Véty o slabé a silné dualité maji jasnou
interpretaci: pro pripustna x a y neni hodnota dualni ticelové funkce nikdy vétsi nez hodnota
priméarni ucelové funkce a tyto hodnoty se potkaji ve spolecném optimu:

{(bTy|y>0, ATy <c} | {c"x|Ax>Db, x>0}

A

spole¢né optimum ¢’x = y’b

Priklad 15.2. Mé&jme dvojici navzéjem dudlnich uloh LP:

min 2x; + 5r9 + 623 = 5.4 max 3y; + Y2+ 3ys — ys =54
3= 221+ a9+ 223>3 02= >0
2.4 = r1 + 229 4+ 223 > 1 0= Yo >0
3= 561—|—3372+ .T323 1.6 = Y3 ZO
—-0.6 = —ZL‘1+ 1‘2—21‘32—1 0= y420
12= =n >0 2= 2+ y2+ Yz — Ya <2
0.6 = Ty >0 5= Y1 +2y2+3ys + ya <5
0= x3 >0 2= 2y1 +2y2+ yz — 2y, <6

Spocetli jsme optimalni feseni obou tiloh a dosadili tato feseni do ticelovych funkci a do omezeni.
Hodnoty optimélnich feseni x* = (1.2,0.6,0) a y* = (0.2,0, 1.6) a hodnoty omezeni a icelovych
funkei v optimech jsou napsané tuéné pred/za rovnitky. Dle véty o silné dualité se optima
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rovnaji. Vezmeme-li libovolny fadek (kromeé ucelového), je na ném alespon jedno z obou omezeni
aktivni. Napt. ve druhém radku je primarni omezeni 2z, + x5+ 2z3 > 3 aktivni a dudlni omezeni
y1 > 0 je neaktivni. Podle véty o komplementarité se nemuze stat, ze by na nékterém radku
byly obé omezeni zaroven neaktivni (mohou byt obé ale zéroven aktivni, coz zde nenastavé, ale
muze to nastat v piipadé degenerace). ¢

Zopakujme (viz §12), ze pro kazdou tlohu LP mohou nastat 3 moznosti: iloha mé optimélni
feseni, uloha je neomezend, tloha je neptipustna.

Véta 15.5. Z deviti moznosti pro dvojici dualnich iloh se realizuji tyto:

‘ primarni/dudlni H ma optimum ‘ neomezena ‘ nepripustna

ma optimum ano ne ne
neomezena ne ne ano
nepripustna ne ano ano

Diikaz. Snadno najdeme piiklady dvojic dudlnich tloh, které realizuji povolené kombinace.
Ctyfi zakdzané kombinace v prvnim fédku a prvnim sloupci plynou z prvni édsti véty o silné
dualité (primarni tloha mé optimum prdvé tehdy, kdyz dudlni dloha ma optimum).

Posledni zakazany piipad oduvodnime ponékud neformalné. Lze ukazat, ze véta o slabé
dualité plati i tehdy, kdy jedna tloha je neomezend, pricemz pro priméarni [dudlni] neomeze-
nou tlohu definujeme hodnotu optima (presnéji infima [supremal) —oo [+00]. Pak tato véta
zakazuje, aby ulohy byly zaroven neomezené, protoze pak bychom meéli —oo > +o00. [

Predlozime-li ptipustna priméarni a dudlni feseni takova, ze se ucelové funkce rovnaji, do-
kazali jsme optimalitu obou tloh. Pro velké tlohy to muze byt nejsnadnéjsi dukaz optimality
(tzv. certifikdt optimality).

Mame-li dualni optimalni feSeni, jak z néj co nejlevnéji spocitat primarni optimalni reseni?
Obecné je k tomu nutno vyfesit soustavu linedrnich nerovnic (coz neni o moc snadnéjsi nez
vytesit linedrni program). Nekdy ale postaci vytesit soustavu rovnic.

Priklad 15.3. Zkuste dokazat bez pouziti simplexové metody, ze x = (x1, 22, x3) = (1.2,0.6,0)
je optimalni feseni ulohy z Prikladu 15.2 (pficemz optimalni dudlni feSeni y neni zndmo).

Pomoci véty o komplementarité zkusime z daného optiméalniho x spocitat optimalni y.
Protoze jsou druhé a ¢tvrté primarni omezeni neaktivni, z komplementarity plyne vy, = y4 = 0.
Protoze 1y > 0 a x5 > 0, z komplementarity musi byt prvni a druhé dualni omezeni aktivni.
Mame tedy soustavu linearnich rovnic

20 + Yy =2

Y1+ 3ys =9 (15.7)

kterda ma jediné feseni (yi,y3) = (0.2,1.6). Tedy y = (0.2,0,1.6,0). Toto dudlni feSeni je
pripustné (tj. spliuje vsechna dudlni omezeni). Protoze se hodnota primarni ucelové funkce
v bodé x rovna hodnoté dudlni ucelové funkce v bodé y, museji byt x a y optimalni feseni.
Tento postup nemusi vést vzdy k cili. Pokud by dudlni iloha méla nekoneéné mnoho optimal-
nich feseni, soustava (15.7) by méla nekoneéné mnoho feseni (méla by napt. vice proménnych
nez neznamych). Z nich by bylo nutno vybrat ptipustnd dudlni feseni, tedy y > 0. Museli
bychom tedy Tesit soustavu rovnic a nerovnic. ¢

Zkoumejme, jak se zmén{ optimdlni hodnota tlohy min{ ¢’x | Ax > b, x > 0}, jestlize
nepatrné zménime pravé strany omezeni b. Odpovéd’ je snadno vidét v dualu.
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Véta 15.6 (o stinovych cenach). Necht’ funkce f: R™ — R je definovana jako
f(b) =min{c’x|Ax>b, x>0} =max{b'y | ATy <c,y >0},
pricemz predpokladame, ze primarni (a tedy i dudlni) iiloha ma optimalni feseni. Jestlize ma

dualni iiloha pro dané b jediné optimalni reseni y*, pak je funkce f v bodé b diferencovatelna

a plati f'(b) = y*T, neboli 0f(b)/0b; = y;.

Diikaz. Je-li y* dudlni optiméln{ feseni pro dané b, je f(b) = bly*. JelikoZ je toto optimaln{
feseni jediné, nabyva se v extremalnim bodé mnohosténu {y € R™ | ATy < ¢, y > 0}, viz
obrazek:

\}:\

ATy <c,y>0

b

Zménime-li nepatrné b, optimalni dudlni reseni y* se nezmeéni a zustane jediné (toto oduvodnéni
neni zcela rigorézni, ale geometricky je dostatetné nazorné). Tedy pii malé zméné vektoru b je
hodnota optima stale rovna f(b) = b’y*, v malém okoli bodu b je tedy funkce f linedrni. Jeji
derivace je f'(b) = y*T. |

Zduraznéme predpoklad jednoznacnosti optimalniho feseni. Kdyby mnozina dudlnich opti-
malnich feSeni byla ne jediny extremdlni bod, ale sténa vyssi dimenze, po malé zméné vektoru b
by se optimalni sténa mohla stat extremalnim bodem a funkce f by tedy v bodé b nebyla di-
ferencovatelna.

Protoze b je zaroven vektor pravych stran priméarni ulohy, optimalni dualni proménné y*
vyjadiuji citlivost optima primarni tlohy na zménu pravych stran primarnich omezeni Ax > b.
Interpretujeme-li nase LP jako optimdlni vyrobni plan (12.9) (pozor, lisi se obréacenou nerovnosti
v omezeni), pak hodnota y; tikd, jak by se nas vydeélek zveétsil, kdybychom trochu uvolnili
omezeni na vyrobni zdroje alx < b;. V ekonomii se proto dudlnim proménnym ikd stinové
ceny primarnich omezeni.

Vsimnéte si, ze véta o stinovych cenach je ve shodé s vétou o komplementarité. Pokud
yF =0, je dovoleno al'x < b; a tedy mald zména b; nemé na optimum vliv.

Priklad 15.4. Necht’ je zndmo, ze dudlni iloha v Piikladu 15.2 ma jediné optimélni feSeni.
Stinova cena prvniho primarniho omezeni 2z, + x5+ 2x3 > 3 je y; = 0.2. Zménme pravou stranu
by = 3 tohoto omezeni o malou hodnotu A = 0.01 a zkoumejme, jak se zméni optimum. Tato
zména nezméni argument y* dudlniho optima, pouze jeho hodnotu b?y*. Podle silné duality
hodnota primarntho optima musi byt rovna hodnoté dudlniho optima (argument x* primarniho
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optima se muze néjak zménit, to nds ale nezajima). Dvojice iloh tedy bude vypadat takto:

min  2z; + b5xy + 623 = 5.402 max 3.0ly; + y2 + 3ys — y4 = 5.402

2r1 + x9 + 2x3 > 3.01 02 = Y1 >0

T1 + 2x9 + 223 > 1 0= Y2 >0

1 4+ 3x9 + x3 >3 1.6 = Y3 >0
—x1 + X9 — 2x3 > —1 0= ys >0

T >0 2= 200+ Yo+ Yz — Ys <2

Ty >0 5= Y1+ 2y2 + 3ys + Ys <9

r3 >0 2= 20 + 2y2 + Y3 — 2ys <6

V okolf bodu b = (3,1,3, —1), ve kterém se neméni optimélni y*, bude f(b) = bly* a tedy
hodnota spoleéného optima se zméni o h - df(b)/0by = h-y; = 0.2-0.01 na 5.402. ¢

15.3 Priklady na konstrukci a interpretaci dualnich tloh

Dualita umoznuje vhled do feseného problému, ¢asto velmi netrividlni. Abychom danou lohu
(fyzikdlni, ekonomickou ¢i jinou) popsanou linedrnim programem pochopili do hloubky, je dobré
pochopit vyznam nejen primarni ulohy, ale i dualni tdlohy a vztahy mezi primarni a dudlni
tlohou (tj. véty o dualité). Casto se ndm podaii dokédzat platnost silné duality pro nés konkrétni
problém.

Priklad 15.5. Demonstrujme nyni dualitu na velmi jednoduchém linearnim programu
min{c’x|x€R", 1"x=1, x>0} =min{ciz; +-- +coxp |21+ -+ 2, =1, 2, >0},

kde ¢isla ¢ = (¢q,...,¢,) € R™ jsou dana. Cheeme presné rozumét, pro¢ v tomto pripadé plati
véty o silné dualité a o komplementariteé.

Uvahou snadno vidime (viz Cviceni 12.3), ze optimalni hodnota je min[_; ¢; a nabyva se ve
vektoru x jehoz vSechny slozky jsou nulové kromeé slozek prislusnych minimalnimu ¢;. Pokud je
vice minimélnich prvku ¢;, optimélni x neni ddno jednoznaéné. Napt. pro ¢ = (1,3, 1,2) bude
optimélnim fesenim kazdé x = (1,0, x3,0) pro z1,xs > 0 spliujici z; + x5 = 1.

Podle ndvodu (15.1) sestrojime dudlni ilohu

max{y ER |yl <c}=max{yeR|y<¢gVi=1,...,n}.

Neboli hleda se nejvétsi ¢islo y, které je mensi nez vSechna ¢isla ¢;. Takové ¢islo y je ziejme
nejmensi z Cisel ¢;. Tedy plati silna dualita.

Podminky komplementarity tikaji, ze v optimech bude alespon jedno z odpovidajici dvojice
primérni-dudlni omezeni aktivni. Dvojice omezeni ), z; = 1, y € R splauje podminky kom-
plementarity trivialné. Dvojice omezeni x; > 0, y < ¢; je spliuje pravé tehdy, kdyz je splnéna
aspon jedna z rovnosti x; = 0, y = ¢;. To znamena:

e Pokud je v dudlu y < ¢;, v primaru musi byt x; = 0. To je ale jasné, protoze y < ¢; znamen4,
ze ¢; neni nejmensi ze slozek vektoru ¢ a proto mu v primédru nemuzeme prifadit nenulovou
vahu z;.

e Obracené, pokud je v primaru x; > 0, musi byt v dualu y = ¢;. To je jasné, protoze pokud
jsme v primaru prifadili ¢islu ¢; nenulovou vahu, musi byt nejmensi. ¢
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Piiklad 15.6. Pro dand c € R" a k € {1,...,n} mdme tilohu
max{c'x|xeR", 0<x<1,1"x<k } (15.8)

Duéln{ tlohu sestrojime dle predpisu (15.1):

max c¢i1xy + -+ + T min ky + 21 + - + 2z,
za podm. x4+ -+ oz, <k za podm. y >0
r; <1 zi > 0 1=1,....,n
x; > 0 Y+ 2z >0 1=1,...,n

Prava iloha odpovida levé tloze z dvojice (15.1), protoze v tloze (15.8) se maximalizuje. Sestro-
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Doporucujeme napi. napsat dvojici (15.1) podrobné pro néjaké konkrétni malé n (napt. n = 3)
a pak ji pfepsat do obecného tvaru.
Podminky komplementarity:

e > .xi=kneboy=0
e Pro kazdé i je x; = 1 nebo z; =0
e Pro kazdé i je x; = 0 nebo y + z; = ¢;
Primarni iloha (15.8) se snadno vytesi ivahou (viz Cvic¢eni 12.3): jeji optimalni hodnota je
soucet k nejvétsich kladnych cisel ¢;. OvSsem na prvni pohled neni patrné, pro¢ duédlni iloha ma
stejnou optimélni hodnotu. Zkuste takovou tvahu vymyslet! ¢

Piiklad 15.7 (Pfiklad: Ekonomicka interpretace duality). Vrat'me se k Piikladu 1.10
o vyrobci lupinku a hranolku z brambor a oleje. Napisme k této tloze dudalni tlohu:

max 1200 + 76h min 100a + 160
za podm. 20 + 1.5h < 100 za podm. a> 0
0.4l + 0.2h < 16 b> 0
[> 0 2a + 0.4b > 120
h> 0 1.5a + 0.2b > 76

Prijde prekupnik a chce koupit od vyrobce jeho zasoby brambor a oleje. Prekupnik tesi tuto
ze toto je vyznam dudlni ulohy.

Vskutku, necht’ a,b oznacuji nabizenou cenu za jednotku brambor a oleje. Ptekupnik chce
minimalizovat celkovou cenu za suroviny 100a + 16b. Musi byt 2a + 0.4b > 120, nebot’ jinak by
vyrobci vice vyplatilo vyrobit ze vsech brambor a oleje lupinky a prodat je, nez prodat suroviny.
Ze stejného duvodu musi byt 1.5a 4+ 0.2b > 76. Optimélni dudlni feseni je a = 32 a b = 140.

Toto je dalsi duvod (kromé Véty 15.6), pro¢ se optiméalnim dudlnim proménnym nékdy tika
stinové ceny odpovidajicich primarnich omezeni. Napt. stinova cena brambor je 32 Ké/kg. 4

Priklad 15.8. Z §12.4 vime, Ze optimélni argument tlohy

%&2@—%\:min{zl+~-~+zn|zi€R, TER, —z;<z—a; <z} (15.9)
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je median z ¢isel aq, ..., a,. Chceme sestrojit dualni tilohu a zjednodusit ji. Chceme pro tuto
ulohu dokazat platnost silné duality.
Duélni ulohu je mozné sestrojit podle predpisu (15.1):

min 377, z max > (pi — 4i)as
za podm. x4+ z > q za podm. pi >0 1=1,...,n
—x+ 2z > —a; q >0 1=1,...,n
zi €R pi+q =1 1=1,....,n
reR > ici(pi—ai) =0

Napsat dualni ilohu takto piimo je ovSem obtizné. Proto je lépe postupovat zdlouhavéjsim ale

v

min 17z max al(p —q)
za podm. lx+2z > a za podm. p>0
—lz+2z > —a q=>0
z € R"” p+tq=1
reR 1T(p—q) =0
neboli
min h”7u max g'v
za podm. Fu>g za podm. v>0
u € R F'v =h
kde

R I B A R ]

Vektor dualnich proménnych v jsme zde rozdélili na dva bloky p, q, odpovidajici blokum matic
F a g. Pii kontrukci dudlu tedy nejprve napiSseme primarni ulohu v maticové formeé, k ni
napiseme dual v maticové formé, a ten pak zjednodusime vynasobenim matic.

Dualni ulohu déle zjednodusime substituci

2pi=1+14;, 2¢=1—1.

Po této substituci je p; — ¢; = t; a podminka p; + ¢; = 1 je splnéna automaticky. Podminka
> :(pi — ¢;) = 0 odpovida podmince ) . ¢; = 0. Podminka p; > 0 odpovida ¢; > —1 a podminka
¢; > 0 odpovida ¢; < 1. Dudlni tloha s novymi proménnymi t € R" je tedy

max{altl—i——l—ant”tleR, t1—|——|—tn:0, —1§t2§1} (1510)

Primérni dloha (15.9) a dudlni dloha (15.10) spolu zdanlivé viibec nesouviseji — avsak podle
silné duality jejich optimalni hodnoty museji byt stejné. Zkusme dokazat, ze tomu tak je.

Nejprve si vSimneme, ze optimélni hodnota primarni tlohy (15.9) se nezmeéni, posuneme-li
¢isla aq, ..., a, o libovolnou konstantu b € R. To je jasné, nebot” medidn = se posune o stejnou
konstantu a je |(z — b) — (a; — b)| = |z — a;|. Totéz plati pro dudlni dlohu (15.10), nebot’
diky podmince Y .t; = 0 je > .(a; — b)t; = >, a;t;. Proto bez ztraty obecnosti muzeme zvolit
b = median; a;, neboli posunout body tak, Ze jejich median bude z = 0.

Nynf je primarn{ optimalni hodnota rovna jednoduse ), |[x —a;| = >, |a;|. Protoze kladnych
a zapornych cisel a; je stejny pocet, dudlni tloha nabyva optima v takovém vektoru t, kde
ti=—1proa; <0at; =1proa; >0 (coz spliuje podminku ) . ¢; = 0). Tedy dudlni optimalni
hodnota je také > . a;it; =Y. |a;|. ¢
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15.3.1 Mechanické modely

Linedrni programy lze modelovat mechanickymi (obecnéji fyzikdlnimi) modely. Muzeme jim
fikat mechanické ¢i analogové pocitace. Takové modely se dobtfe hodi na ilustraci duality.

Priklad 15.9. Uvazujme dvojici dudlnich tloh
min{c’x | Ax >b, x € R"} = max{b’y |Aly=c,y>0}. (15.11)

Méjme mnohostén tvotreny poloprostory al’x > b; a vektor ¢ miifci svisle vzhiru:

Vhod'me do mnohosténu malicky micek, na ktery pusobi tithova sila —c. Pro micek se sttedem
v bodé x je éislo ¢’ x piimo timérné vysce micku nad vodorovnou rovinou prochézejici poc¢atkem,
tedy potencidlni energii micku. Micek se zastavi v misté s nejmensi potencialni energii, coz je
nejnizsi vrchol x*. Proto x* je feSenim primarni ilohy.

Podivejme se ted’ na dualni ilohu. V bodé x* je micek v klidu a proto pro néj plati rovnovaha
sil: ttha —c se vyrovndva silami stén. Tedy existuji sily y; tak, ze ¢ = >_. yra; = ATy*. Musi byt
ys > 0, protoze stény pusobi silou jen dovnit mnohosténu, ne ven. Vidime, ze y* je pfipustné
feseni dualni ulohy.

Kdyz al'x* > b;, micek se stény i nedotyka a tedy sila stény na micek je nulovd, y; = 0.
Proto y; (alx* —b;) = 0, coz je podminka komplementarity. Sectenim téchto podminek ziskdme
S yralx* =37, bix* = 0 neboli ¢/x* = bTy* (to je vlastné Véta 15.3). Tedy plati silnd dualita.

Rovnost ¢’x* = bTy* jde vidét i jinak. Potencidlni energie ¢’ x* micku v bodé x* se rovna
préci, ktera by se vykonala posunutim micku do pocatku. Ukdzeme, ze tato prace je rovna b’ y*.
Odstranme nejprve vsechny stény, kterych se micek nedotyka. Posunime nyni nékterou sténu ¢
rovnobézné tak, aby prochéazela pocatkem. Pii tomto posunovani se sily stén na micek neméni.
Vzdalenost stény od pocatku je b;/||a;||2 (viz Cviceni 5.14). Sila stény na micek je ya; a ptusobi
ve sméru posouvani, tedy vykonana prace je (b;/||a;||2) - ||yia;||2 = byy;. Po odtlaceni vSech stén
do pocdtku vykoname praci >, b;yf = bTy*. ¢

Priklad 15.10. Znamy fyzikalni zakon fika, ze v nddobé s nestacitelnou kapalinou uzavienou
pistem s povrchem a, na ktery pusobi sila ¢, je tlak y = ¢/a (obrazek vlevo):
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Uvazujme nyni stroj na obrazku vpravo. Stroj se sklada z m nadob s nestlacitelnou kapalinou,
z nichz kazda je uzaviena n svislymi pisty a jednim vodorovnym pistem. Kazda m-tice svislych
pistu je spojena ty¢i, zakoncenou dole zavazim. Povrch svislého pistu v nadobé ¢ spojeného se
zavazim j je |a;;|. Pro a;; > 0 je pist umistén nahofe a pro a;; < 0 dole. Vyska zavazi j nad
referencni rovinou je x;. Kazdy vodorovny pist ma jdnotkovy povrch a je zakoncen tyci, kterd
nemize projit sténou vpravo. Sitka mezery mezi i-tou tyci a sténou je z;, pricemz pii x = 0 je
z = —b. Tiha j-tého zavazi je ¢;. Tlak v i-té nadrzi je y;.

Ukazeme, ze stroj ‘fesi’ levou (primarni) ilohu z dvojice (15.11). Ze zachovani objemu
kapaliny v nddobé ¢ plyne z; = a;121+- - -+ apxn, — b, tedy z = Ax—b. Protoze vodorovné tyce
nemohou projit sténou, musi vzdy byt z; > 0, tedy z > 0. Potencidlni energie zavazi j je c;x;.
Kdyz bude stroj v rovnovaze, zavazi budou v takovych vyskach, ze jejich celkova potencialni
energie c;x, + - - + ¢,x, = ¢! x bude minimalni.

Jaky je vyznam dudlnich omezeni? Protoze povrch vodorovnych pistu je jednotkovy, tlak y;
v nadrzi ¢ se rovna sile vodorovné tyce ¢ na sténu. Jelikoz sténa pusobi silou vzdy od sebe, je
y > 0. Rovnovdha sil pro svislou ty¢ j zni ajjy1 + -+ - + amjym = ¢;, tedy ATy = c.

Dle véty o silné dualité ma byt v ustdleném stavu dudlni kritérium y?b = y1by +- -+ Ymbm
rovno potencialni energii ¢’ x zévazi. Pro¢ tomu tak je? Potencidlni energie zavazi je rovna préci,
nutné na jejich posunuti do roviny x = 0. Tato prace se d& vykonat bud’ pfimo posunutim zavazi
(coz odpovida primarnimu kritériu c¢’'x) nebo posunutim vodorovnych tyéi do vzdalenosti —b;
od stény. Druhy zptusob odpovida dudlnimu kritériu. Zafixujeme-li totiz vsechny vodorovné tyce
kromé tyce 7, pti odtlacovani tyce i se sila, kterou pusobime na ty¢, neméni. Tedy vykoname
préaci y;b;. Kdyz takto odtlacime od stény postupné vsechny tyce, vykondme praci y’b.

Dle véty o komplementarité v ustdleném stavu pro kazdé ¢ plati z; = 0 nebo y; = 0. To je
jasné, protoze kdyz se néktera vodorovna tyc nedotyka stény, je tlak v jeji nadobé nulovy.

Véta o stinovych cenach tika, ze se zménou b; se hodnota minimélni potencidlni energie
meéni tim vice, ¢im je vétsi tlak y;. To je ale jasné, protoze ¢im je vétsi tlak, tim vétsi prace je
tfeba na posunuti tyce od stény do vzdalenosti b;. ¢
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Mohlo by se zdat, ze mechanické modely z predchozich dvou prikladu dokazuji vétu o silné
dualité pro dvojici tuloh (15.11). Diive jsme ale fekli, ze dukaz této véty je slozity. Jak je to
mozné? Nase fyzikalni avahy vétu o silné dualité nedokazuji, predpokladaji totiz platnost fyzi-
kalnich zakonu, které nelze matematicky dokazat ale pouze experimentalné pozorovat. Naproti
tomu matematicky dukaz zadné fyzikalni zakony nepredpoklada.

Piiklad 15.11. Zkoumejme dudlni ilohu k dopravni tloze (12.11). Konstrukei dudlu uz nebu-
deme popisovat prodrobné, vyslednd dvojice navzajem dudlnich tloh je

. n n m n
min i, Zj:l CijTij max .0 au; + Zj:l bjv;
za podm. Y77 xi; = a; za podm. u; € R i=1,...,m
s ‘
Zi:lxij:bj UjER ]:1,...,71
5 > 0 u; + v < ¢y 1=1,....m, 5=1,...,n

Vyznam dvojice tloh ilustrujeme analogovym pocitacem na obrazku (pro m =n = 3):

Cij — Uj — Vj

-
aq 1
—_— x‘iQ
(751 H
aE—
5 by
as E by
—— ! -4
&ﬁ b3
5 U1
r————
as 1 " v2 »
—_— 1
U3 : U3

Stroj se sklada z m + n pevnych vidlic, z nichz kazda se muze vodorovné posouvat. Proménné
u; a v; jsou posunuti vidlic vzhledem k referenéni svislé roviné? (na obrdzku c¢arkovane). Je-li
u; = v; = 0, vzddlenost hrotu vidlic ¢ a j je ¢;;. Posunuti vidlic je omezeno kontakty dvojic
hrott, neboli podminkami ¢;; — w; — v; > 0. Na levé vidlice ptsobi konstantni sily a;, na
pravé b; (Cervené Sipky). Pusobenim sil se levé vidlice budou pfiblizovat k pravym, ale jen do
té doby, nez do sebe nékteré dvojice hrotu narazi. Proménné z;; odpovidaji sildm, které na
sebe pusobi hroty vidlic (na obrézku jsou vSechny tyto sily nulové, nebot’ zadné dva hroty se
dosud nedotykaji). Dumejte, cemu odpovida optimalni hodnota tiloh a pro¢ plati silnd dualita
a podminky komplementarity! ¢

15.4 Cviceni

15.1. Dokazte, ze dudl duélu se rovna puvodni loze. Udélejte pro (a) dvojici (15.2), (b) dvo-
jic (15.1).

15.2. Pro dana ¢isla ¢4, ..., ¢, € R chceme maximalizovat Z?:l c;x; za podminek —1 < x; < 1.

2Chovéni stroje samoziejme neni polohou této referenéni roviny ovlivnéno. Jak se to projevuje algebraicky
v primarni a dualni tloze?
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a) Vyfteste tivahou.
b) Sestrojte dualni ilohu a upravte ji do co nejjednodussiho tvaru. Vyfeste dudlni ilohu
uvahou (musi vam vyjit stejnd optimalni hodnota jako u primarni lohy).
¢) Napiste podminky komplementarity.
d) Najdéte ciselné hodnoty optimalnich primérnich a duédlnich proménnych (které si
odpovidaji pres podminky komplementarity) pro n = 3 a (¢, ¢2,c3) = (=2, 3,4).
15.3. Napiste dudlni ulohu a podminky komplementarity k nasledujicim tlohdm. Pokud tloha
neni LP, nejdrive preved’'te na LP (dle §12.1). Vyslednou duélni dlohu co nejvice zjedno-

vvvvvv

pokuste se interpretovat dudlni tlohu a véty o dualité, podobné jako v Prikladu 15.5.

a) linedrni program ze Cviceni 14.8

b) mingcg max}; |a; — x| (stfed intervalu)
c¢) tloha (12.16) (priblizné feseni preurcené lin. soustavy ve smyslu max-normy)
d) tloha (12.18) (ptiblizné feseni preurcené lin. soustavy ve smyslu 1-normy)
e) vSechny tlohy ze Cviceni 12.3
f) tloha vznikld ve Cviceni 12.10 o kladce se zavazimi
g) minimalizace maxima afinnich funkef (viz §12.1.1):

(1) mianaX{ 2371 — X9 —3, 1 — X1, Ig —2, :L’1+:1:2}

T1,T2€
(ii) min max(a;jx +b;)

15.4. Dokazte bez uziti algoritmu na feseni LP, ze x = (1,1, 1, 1) je optimélni feseni tlohy

min [47 93 17 —93]x

-1 -6 1 3 -3

-1 =2 7 1 5

za podm. 0 3 —10 -1 [x< | =8
-6 —11 -2 12 -7

1 6 -1 -3 4

Napovéda a reseni

15.1. Pravou tlohu nejdiive prevedeme na tvar levé tlohy a pak k ni napiseme dudlni ilohu. Ukazeme
jen pro (15.2):

—min (—=b)’y —max (—c)Tx
za podm. (—AT)y > —c za podm. x>0 (15.12)
y>0 (-A)x < -b

Levé tloha (15.12) je ekvivalentni pravé tloze (15.2), prava uloha (15.12) je ekvivalentni levé
uloze (15.2).

15.2.a) Optimélni hodnota je ", |¢;| (viz Cviceni 12.3)

15.2.b) Dudlni dloha je min{ ) ,(u; + v;) | uj,v; > 0, v; — u; = ¢; }. VyFeSme ji Gvahou. Nejdiive
uvazujme kazdé ¢ zvlast’ a ukazme, ze min{ u+v | u,v >0, v—u = ¢} = |¢[. Podminka v—u = ¢
zustava v platnosti, ode¢teme-li od u, v libovolné ¢islo. Pokud u 4+ v ma byt minimélni, musi se
od u,v odecist co nejvetsi ¢islo tak, aby platilo w,v > 0. Tedy jedno z ¢isel u,v bude nulové a
tedy optimalni hodnota bude |c|. Optimalni hodnota celé dudlni tlohy bude tedy " |c;|.
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15.2.c) Pro kazdé i plati ; = —1 nebo u; = 0. Pro kazdé i plati x; = 1 nebo v; = 0.

152d) (xl, xTo, xg) == (—1, 1, 1), (ul, ug, U3) == (2, 0, 0), (’Ul, V2, U3) == (0, 3, 4)

15.3.f) Dudl: max{ ", yids + XL, vidi | Doiqwi = 2 ¥ < may o yp < mi, wiyp > 0)
Podminky komplementarity: z;(y; —m;) = 0, z/(y;—m}) =0, (z;—d;—z)y; = 0, (2, —d,+x)y, = 0.

15.3.g) (i) Nejprve prevedeme na LP: min z z.p. 221 —29—3 < z, 1—21 < z,29—2 < z, x1+x9 < z. Dudl
k tomuto LP je: max —3uj +ug — 2usz z.p. 2u; —us+ug =0, —u1 +us+us =0, ug +---4ug =1,
ULy, Uy Z 0.

15.4. Postupujte podle Piikladu 15.3.
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Cast IV

Konvexni optimalizace
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Kapitola 16

Konvexni funkce

Funkce f: R” — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R", jestlize
xeX,yeX, 0<a<l = f(l-a)x+ay)<(l-a)f(x)+af(y). (16.1)

Funkce f je konkavni na mnoziné X, jestlize je funkce —f konvexni na mnoziné X. Rozlisujte
pojmy konvexni mnoZina a konvexni funkce, jde o ruzné véci. Vsimnéte si, ze mnozina X musi
byt konvexni (pojem konvexni nebo konkavni funkce na nekonvexni mnoziné neni definovan).
Pokud X je cely definiéni obor funkce f, odkaz na X muzeme vynechat a rikdame jen, ze funkce f
je konvexni.

Podminku (16.1) lze zobecnit pro vice nez dva body: funkce f je konvexni, pravé kdyz

X1,...,Xp € X
ayy...,a >0 = flagxy+ -+ apxg) <arf(xq) + - +apf(xk).  (16.2)
o+ Far=1

Podminka (16.2) je zndm4 jako Jensenova nerovnost. Podminka (16.1) je o¢ividné specidlni
pripad podminky (16.2). Naopak lze dokézat, ze (16.1) implikuje (16.2). Porovnejte s definici
linedrniho zobrazeni (3.8) a afinniho zobrazeni!

Geometricky vyznam podminky (16.1) je ten, ze tisecka spojujici body (x, f(x)) a (y, f(y))
lezi nad grafem funkce (viz levy obrazek). Geometricky vyznam podminky (16.2) je ten, ze
konvexni mnohostén vybarveny Sedé (viz pravy obrazek) lezi nad grafem funkce. Podrobné
rozmyslete, jak tyto geometrické interpretace odpovidaji vyrazum (16.1) a (16.2)!

f(y)
(I-a)f(x)+af(y)
f(x)
J(1 = a)x+ ay)

0 x (1- a)‘x + ay y 0 3;1 >‘<2 3(3

Piiklad 16.1. Dokazme z podminky (16.1), ze funkce f: R" — R dana jako f(x) = max]", z;
(tedy funkéni hodnota je maximum ze slozek vektoru x) je konvexni. Méame dokazat, ze pro
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kazdé x, y a0 < a <1 plati

f(1=a)x+ay) = miax((l — a)x; + ay;) (16.3a)
< mlax(l —a)x; + max vy (16.3b)
=(1-a) Max z; + @ maxy; (16.3c)
— (1-a)f () + af(y) (1634)
kde rovnost (16.3¢) plyne z nezapornosti ¢isel o a 1 — av.
Nerovnost (16.3b) plyne z toho, ze pro kazdé ay, ..., a,,by,...,b, € R plati
miax(ai +b) < max a; + max b;. (16.4)

Nerovnost (16.4) dokdzeme napiiklad takto. Necht’ i*, j*, k* jsou indexy, ve kterych se nabyvaji
maxima, tedy a; + b;» = max;(a; +b;), a;« = max; a;, b= = max; b;. Proto a;» < aj» a by < by
Tedy max;(a; + b;) = a; + b= < aj« + b= = max; a; + max; b;. ¢

Piiklad 16.2. Dokazme z podminky (16.1), ze funkce f: R™ — R definovand jako f(x) =
min} ; x; nenf konvexni. Napi. volba n = 2, x = (0,2), y = (2,0), @ = % nespliuje (16.1),
nebot’

flx+y)/2) = f(1,1) =1> (f(x) + f(y))/2 = (0+0)/2=0. ¢

Pouzitim Jensenovy nerovnosti na vhodnou konvexni funkci lze ziskat mnoho uzitecnych
nerovnosti.

Priklad 16.3. Funkce log je konkdvni na R, (kde R, oznacuje mnozinu kladnych realnych
¢isel, viz §1.1.1). Napisme pro tuto funkci Jensenovu nerovnost (16.2) (jelikoz funkce je konkavni

a ne konvexni, musime v Jensenové nerovnosti obratit smér nerovnosti), ve které polozime

. 1.
ap=-=q, =

T4+ x, < logzy + -+ +logz,

log >
n n
kde xq,...,x, jsou kladné. Vezmeme-li exponencidlu kazdé strany, dostaneme
T+t
> (2 - -xn)l/".
n
Tato znama nerovnost ikd, ze aritmeticky prumeér neni nikdy mensi nez geometricky. ¢

Priklad 16.4. Uved'me casto potkavané jednoduché konvexni ¢i konkavni funkce:

1. Exponencidla f(x) = e je konvexni na R, pro libovolné a € R.
2. Mocnina f(x) = 2% je na R, konvexni pro a > 1 nebo a < 0 a konkdvni pro 0 < a < 1.
3

. Mocnina absolutni hodnoty f(x) = |z|* je pro a > 1 konvexni na R (specidlné: absolutni
hodnota |z| je konvexni).

e~

Logaritmus f(x) = logx je konkdvni na R, ..

5. Funkce f(z) = zlogx je konvexni na R, (nebo i na R, pokud dodefinujeme 0log0 = 0,
coz se Casto déla, protoze lim, ,o+ 2 logz = 0). Tato funkce se vyskytuje napt. jako jeden
¢len ve vzorci pro Shannonovu entropii ndhodné veli¢iny, H(x) = — ). z; logz;.
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6. Afinni funkce f(x) = a’x + b je zéroven konvexnf i konkdvni.

7. Kvadratickd forma f(x) = xT Ax je konvexni pro A positivné semidefinitn{, konkdvn{ pro
A negativné semidefinitni, a nekonvexni a nekonkavni pro A indefinitni (viz Piiklad 16.5).

8. Maximum slozek f(x) = max] , ; = max{xy,...,x,} je konvexni na R™.

9. Log-sum-exp funkce f(x) = log(e®™ + ---+ ") je konvexni. Tato funkce se nékdy nazyva
mékké maximum, nebot’ funkce

fx) = f(tx)/t =log(e"™ + - - +e"™n) /¢

se pro t — 400 blizi funkci max} ;| z; (dokazte vypoctem limity!).

1/n

10. Geometricky prumér f(x) = (x1---x,)"" je konkdvni na R’

11. Kazdéd norma je konvexni funkce, nebot’ pro kazdé a, f > 0 mame

lox + By < [lax]| + [|By[l = allx[| + Bllyll,

kde nerovnost plyne z trojihelnikové nerovnosti a rovnost z homogenity (viz §12.4.1).

Nacrtnéte vrstevnice a grafy téchto funkei (v ptipadé vice proménnych jen pro n € {1,2})! 4

16.1 Vztah konvexni funkce a konvexni mnoziny

Zopakujte si pojmy vrstevnice a graf funkce z §1.1.3! Zavedeme dva podobné pojmy, které se
lisi pouze nahrazenim rovnosti nerovnosti. Pro funkci f: R™ — R definujeme:

e Epigraf funkce je mnozina { (x,y) € R"™ | f(x) <y}.
e Subkontura' vysky y je mnozina {x € R" | f(x) <y }.

Levy obrazek znazornuje subkonturu vysky y a epigraf funkce R — R, pravy obrazek subkonturu
vysky 2 funkce R? — R:

0

Existuji tésné vztahy mezi konvexitou funkce a konvexitou jejiho epigrafu a subkontur (coz
jsou mnoziny), dané nasledujicimi vétami.

Véta 16.1. Funkce je konvexni, praveé kdyz jeji epigraf je konvexni mnozina.

Diikaz. Predpoklddejme, ze funkce f je konvexni. Vezméme dva body (x1,41) a (X2, y2) 7 epi-
grafu, tedy f(x1) <y a f(x2) < yo. Pro kazdé 0 < a < 1 plati

f((=a)x; +axz) < (1 —a)f(x1) + af(xz) < (1—a)y + ays,

ISlovo ’subkontura’ je pokus o ¢esky pieklad anglického ’sublevel set’.
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kde prvni nerovnost plyne z konvexity funkce a druhd nerovnost z f(x;) < 11 a f(x2) < .
Tedy bod (1 — a)(x1,y1) + a(x2,y2) patii do epigrafu, ktery je proto konvexni mnozina.

Obréacené predpoklddejme, ze epigraf funkce f je konvexni mnozina. Tedy pokud body
(x1,y1) a (x2,y2) patii do epigrafu, pak také bod (1 — «)(x1,y1) + a(x2, y2) patii do epigrafu
pro kazdé 0 < o < 1. Volbou y; = f(x1) a y2 = f(X2) méme

f((I—a)x; +ax) < (1 —a)yr +aye = (1 — ) f(x1) + af(x),

proto je funkce f konvexni. [

Véta 16.2. Kazda subkontura konvexni funkce je konvexni mnozina.

Dukaz. Predpokladejme, ze body x; a xs patii do subkontury konvexni funkce f, tedy f(x;) <y
a f(x2) <y. Pro kazdé 0 < o <1 plati

f((1=a)x) +axz) < (1—a)f(x1) +af(xx) < (1-a)y+ay =y,

kde prvni nerovnost plyne z konvexity funkce a druha z nerovnosti f(x;) <y, f(x2) < y. Tedy
bod (1 — a)x; + axy patif do subkontury. Dle (13.1) je tedy subkontura konvexni mnozina. m

Obracena implikace ve Vété 16.2 neplati: existuje funkce, kterd neni konvexni a jejiz kazda
subkontura je konvexni mnozina®. Napr. kazdd subkontura monotonni (tj. nerostouci nebo ne-
klesajici) funkce jedné proménné je interval, tedy konvexni mnozina. Jiny priklad je na obrazku:

f

16.2 Konvexita diferencovatelnych funkci

Konvexni funkce nemusi byt v kazdém bodé diferencovatelna (uvazte napt. funkci f(z) = |z|).
Pokud je ale funkce jednou ¢i dvakrat diferencovatelnd, jeji konvexitu lze snadnéji nez pomoci
podminky (16.1) (které se nékdy tika podminka nultého rddu) charakterizovat pomoci derivaci.
Nasledujici dvé vety uvedeme bez dukazu.

Véta 16.3 (Podminka prvniho #adu). Necht’ funkce f: R" — R je diferencovatelna.
Funkce f je konvexni (na celém R™)*, pravé kdyz

x,y eR" = [f(y) 2 [(x)+ [ (x)(y—x)

¢Jde véta zobecnit pro pripad, kdy ovérujeme konvexitu funkce f na konvexni podmoziné X C R™?
Ano, ale potiebujeme navic predpoklad, Zze mnozina X je otevrend, tj. neobsahuje zadny svuj hrani¢ni bod.
Podobné pro Vétu 16.4.

2Funkee, jejiz kazdd subkontura je konvexni mnozina, se nazyvéd kvazikonvezni. Kvazikonvexn{ funkce jsou
) )
uzitecéné, ale zdaleka ne tak jako konvexni funkce.
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To znamend, ze Tayloruv polynom prvniho fadu funkce f v kazdém bodé x € X (viz (8.23b))
je vsude (tj. pro kazdé y) mensi nebo roven funkci f:

f(x)

f(y)
fx) + f(x)(y —x)

y  x

Véta 16.4 (Podminka druhého #adu). Necht’ funkce f: R" — R je dvakrat diferenco-
vatelnd. Funkce f je konvexni (na celém R"), pravé kdyz v kazdém bodé x € R" je Hessova
matice f"(x) positivné semidefinitni.

Priklad 16.5. Necht' f(x) = x" Ax, kde A je symetrickd positivné semidefinitni. Ukazme
konvexitu této funkce tfemi zpusoby:

e Dokazme konvexitu z Véty 16.4. To je trividlni, protoze Hessian je f”(x) = 2A a tedy je
positivné semidefinitni.

e Dokazme konvexitu z Véty 16.3. Protoze f'(x) = 2xT A, mame dokdzat, ze
yr'Ay > xTAx + 2xT Ay — x).
To jde upravit na x’ Ax — 2xT Ay + y"Ay > 0. Plat{®
x'Ax — 2xTAy +yTAy = (x —y)"A(x — y), (16.5)

coz je nezaporné pro kazdé x,y, protoze A je positivné semidefinitni.

e Dokazme konvexitu z podminky (16.1). Musime dokézat, ze pro kazdé x,y € R" a0 < a <1
plati (16.1), tedy

(1 —a)x+ay]"A[(1 —a)x+ ay] < (1 —a)x"Ax + ay’ Ay
Po roznasobeni a prevedeni vSech ¢lent na jednu stranu upravujeme:
(a —a®)xTAx —2a(1 — a)x"Ay + (1 —a) — (1 — a)?)y' Ay >0
a(l —a)(x"Ax — 2x"Ay +y"Ay) > 0.

Vyraz a(l — «) je pro kazdé 0 < a < 1 nezdporny. Nezdpornost vyrazu (16.5) jsme jiz
ukazali. ¢

16.3 Operace zachovavajici konvexitu funkci

Operace zachovavajici konvexitu funkci umoznuji z jednoduchych konvexnich funkei ziskat slo-

vvvvvvvvvvvv

minky (16.1) nebo Vét 16.3 a 16.4. Dale uvedeme piiklady takovych operaci.

3Vsimnéte si, ze pron =1 a A = 1 se rovnost (16.5) zjednodusf na zndmé 2% — 22y + y? = (z — y)*
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16.3.1 Nezaporna linearni konbinace

Véta 16.5. Jsou-li g1, ...,gr: R" — R konvexni funkce a aq, ..., ap > 0, pak funkce

f=a1g1+ -+ apgk (16.6)

je konvexni.

Dukaz je snadny z podminky (16.1) (ponechdvame jako cviceni). Specidlné, jsou-li f a g
konvexni funkce, pak f + g je konvexni.

Obracené to ale neplati: muze se stat, ze f nebo g nejsou konvexni a f + g konvexni je.
Napt. funkce 2% nenf konvexni, ale funkce x® — 22 (tedy konstantni nulovd funkce) konvexni je.

16.3.2 Skladani funkci

Slozeni konvexnich funkei nemusi byt konvexni funkce.

Piiklad 16.6. Funkce f,¢g: R — R dané jako f(z) = |x—1| a g(z) = |z| jsou konvexni. Funkce
(go f)(x) = g(f(x)) = ||z] — 1| ale neni konvexni (nakreslete si jeji graf). ¢

Véta 16.6. Necht’ funkce f: R — R je konvexni. Necht’ funkce g: R — R je konvexni a
neklesajici. Pak slozena funkce g o f (dana predpisem (g o f)(x) = g(f(x))) je konvexni.

Diuikaz. Pro kazdé x,y € Ra 0 < a <1 mame

g(f (1 = a)r +ay)) < g((1 = ) f(z) + af(y)) < (1 = a)g(f(2)) + ag(f(y))-

Prvni nerovnost plati, protoze f je konvexni a g je neklesajici. Druhda nerovnost plati, protoze
g je konvexni. [

Obecnéji muzeme zkoumat slozené zobrazeni (g o f)(x) = g(f(x)), kde R" LR 4 R,
Existuje analogie Véty 16.6 pro tento ptipad, je ale dosti komplikovana a nebudeme ji uvadet.
Uvedeme jen dulezity ptipad, kdy f(x) = Ax + b je afinni zobrazeni.

Véta 16.7. Necht’ funkce g: R™ — R je konvexni. Necht’ A € R™*"™ a b € R™. Pak funkce
h(x) = g(Ax + b) je konvexni.

Diikaz. Pro kazdé x,y € R" a 0 < o < 1 plati

R((1 —a)x+ay) =g(A[(1 — a)x+ ay]+b)
=g((1 —a)(Ax+Db) + a(Ay + b))
< (1—-a)g(Ax +b)+ ag(Ay + b)
= (1 — a)h(x) + ah(y). |

Priklad 16.7. Méjme funkci f: R*” — R danou vzorcem f(x,y) = ||x — y||, kde x,y € R" a
|- ]|: R® — R je libovolnd norma. Tato funkce je konvexn{ funkce argumentu (x,y) € R*". Ve
Vete 16.7 vezmeme A = [I —I} € R 4 b = 0. ¢
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16.3.3 Maximum

Nejzajimaveéjsi operace zachovavajici konvexitu funkei je ovSem maximum.

Véta 16.8. Necht’ I je libovolna mnozina a g;: R™ — R, ¢ € I, jsou konvexni funkce. Pak

f(x) = maxg,(x) (16.7)

iel

je konvexni funkce, kde predpokladame, ze pro kazdé x maximum existuje ®.

“Pokud pro néjaké x mnozina {g;(x) | ¢ € I} nemd nejvétsi prvek (coz se muze stat jen tehdy, je-li
mnozina I nekoneénd), muzeme maximum v (16.7) nahradit supremem a véta stéle plati.

Diikaz. Epigraf funkce f prunik epigrafu funkei g;, nebot’
{(xy) eR™ [ x € R", maxgi(x) <y} ={(x,y) eR"" [x €R", gi(x) <yViel}
= (W (xy) R xR, gi(x) <y},
el

kde jsme vyuzili ekvivalence (12.7). Protoze funkce g; jsou konvexni, dle Véty 16.1 jsou jejich
epigrafy konvexni mnoziny. Dle Véty 13.1 je prunik konvexnich mnozin konvexni mnozina. Tedy
epigraf funkce (16.7) je konvexni mnozina. Dle Véty 16.1 je tedy funkce f konvexni. [

Piiklad 16.8. Konvexitu funkce f(x) = max} ,x; jsme jiz v Piikladu 16.1 dokazali z pod-
minky (16.1). Ovsem je mnohem pohodlngjsi pouzit Vétu 16.8. Mdme g¢;(x) = x;. Funkce g;
jsou linedrni, tedy konvexni. Takze funkce f(x) = max} , g;(x) je konvexni. ¢

Priklad 16.9. Funkce i
f(x) = max(ajx + b;)

je maximem afinnich funkci. Tuto funkci jsme jiz potkali v §12.1.1. Protoze afinni funkce jsou
konvexni, je i jejich maximum konvexni. ¢

Piiklad 16.10. Necht’ C' C R" je libovolna (ne nutné konvexni) mnozina. Funkce
f(x) = max|x — |

udavé vzdalenost bodu x od nejvzdélengjsiho bodu mnoziny C' (zde predpokladdme, ze ma-
ximum existuje). Dle Véty 16.7 je pro kazdé pevné y vyraz ||x — y|| konvexni funkei x. Tedy
vyraz ||x — y|| 1ze chdpat jako mnozinu konvexnich funkci x indexovanych indexem y (muzeme
oznacit ||x —y|| = gy(x)). Jelikoz f je maximem téchto funkei, je i funkce f konvexni. ¢

Priklad 16.11. Méjme funkci
f(c) =max{c’'x |x € R", Ax >b},

ktera vyjadiuje zavislost optiméalni hodnoty daného linedrniho programu na vektoru c (viz §12).
Mame f(c) = maxyexclx a X = {x € R" | Ax > b} (zde pfedpokldddme, Ze pro kazdé c
maximum existuje, neboli mnozina X je neprazdnd a omezend). Je-li x pevné, je ¢I'x linedrni
funkce vektoru c. Funkce f je tedy maximum nekonecného mnozstvi linedrnich funkei, tedy je
konvexni. ¢
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Priklad 16.12. Necht’ a;,...,a, € R™ by,...,b, € Raw = (wq,...,w,) € R" je vektor ne-
zépornych vah. Pfiblizné fesen{ soustavy alx = b;, i = 1,...,n, ve smyslu vdZenych nejmensich
¢tvercu (viz §5.4) znamend vypocitat

kde jsme oznacili hodnotu vysledného minima jako funkci vektoru vah. Funkce f je konkavni,
protoze je minimem linearnich funkci. ¢

16.4 Cviceni

16.1. Pro kazdou funkci f: R" — R dokazte z podminky (16.1), které z téchto ¢tyt tvrzeni
plati (a pro jaké n): funkce je konvexni, konkavni, konvexni i konkdvni, ani konvexni ani
konkavni.

) 160 = alx )
b) f(x)=x"Tx

¢) f(x) = aritmeticky prumeér éisel xq, ..., x,

d) f(x)= medlanl 1 Z; (medidn cisel x4, ..., z,)

&) f(x) = minf’, |z

f) f(x) = soucet dvou nejmensich ¢isel z ¢isel xq, ..., x,.

16.2. Dokazte konvexitu ¢i konkavitu funkei z Piikladu 16.4. Muzete pouzit podminku (16.1) a
véty z §16.2 a §16.3.

16.3. Pro kazdou funkci dokazte, které z téchto ctyrech tvrzeni plati: funkce je konvexni, kon-
kévni, konvexni i konkdvni, ani konvexni ani konkdvni. Muzete pouzit podminku (16.1)
a véty z §16.2 a §16.3.

a) f(z)=e"

b x) = e

C $7y) = |"L‘_y|
d) flz,y) = -y

@

n ST VY]

i—1 T log x; na mnoziné R’}

- log(b; —al'x) namnozing X = {xeR" |a/x<b;,i=1,....k}
= max;_; x; + min;_; x;

o SR
S— N e e e e e N N

D e L

—e

= max;. 1xl—mm LT

EZMA—I}

k) (%) f(x) = soucet k: nejvetsich éisel 4, ..., x, (kde k < n je ddno)

~— \./\./\%/\_/\_/\'
I
MM
-

—.

16.4. Méme funkci jedné proménné f(x) = (22 —a)?. Pro jaké hodnoty parametru a € R je tato
funkce konvexni? Nacrtnéte graf funkce pro néjaké a, pro které funkce neni konvexni.

16.5. Muze byt soucet nekonvexnich funkci konvexni funkce? Najdéte protipriklad. Je to v roz-
poru ¢ Vétou 16.57
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16.6. Robustni prokldadani primky mnozinou bodu (x;,y;) € R* xR (proi = 1,...,m) vyzaduje
minimalizaci funkce

f(a,b) = Zmax{—aTxi +b+y—¢e, 0, alx;+b—y —e},
i=1
kde a € R™ a b € R. Dokazte, ze f(a,b) je konvexni funkce.

16.7. Kazdy z obrazku zobrazuje nékteré vrstevnice funkce dvou proménnych a jejich vysky. Je
mozné, aby funkce, kterd ma tyto vrstevnice, byla konvexni? Dokazte z podminky (16.1).

16.8. Co je subkontura vysky 2 funkce jedné promeénné f(x) = x? — 27
16.9. Dokazte, 7e elipsoid {x € R" | xTAx < 1} (kde A je positivné definitni, viz §6.3.2) je
konvexni mnozina.
16.10. Dokazte, ze mnozina {x € R" | x > 0, [[}_,z; > 1} je konvexni (symbol [, z; znaci
souéin ¢isel 1, ..., z,).

16.11. Dokazte, ze nasledujici funkce jsou nekonvexni:

n
a) Minimalizace funkce f(xi,...,x,) = mﬁf mi{l |la; — x;||. Jaky vyznam mé tato for-
1= J=
mulace v porovnani s (17.3)7

b) Pifklad 10.11
c¢) Cviceni 10.7

Napovéda a feseni
16.1.a) Konvexni i konkdvni, nerovnost (16.1) plati s rovnosti.
16.1.b) Je konvexni, neni konkavni.
16.1.c) Konvexni i konkavni, nerovnost (16.1) plati s rovnosti.
16.1.d) Pro n < 2 konvexni i konkdvni, pro n > 2 ani konvexni ani konkdvni.

16.1.e) Pro n = 1 je funkce konvexni. Pro n = 2 neni konvexni, nebot’ (16.1) nen{ splnéna napi. pro
x=(1,0),y =(0,1), a = % Pro n > 2 také neni konvexni, coz plyne z nekonvexity pro n = 2,
protoze muzeme zvolit x = (1,0,0,0,...) ay = (0,1,1,1,...).

Funkce neni konkdvni pro zadné n. Pro n = 1 dokdzeme z (16.1) volboux = -1,y =1, a = %
Pro n > 1 muzeme vektory opét doplnit opakovanim posledni &islice.

16.1.f) Dokézeme, ze pro n = 3 funkce neni konvexni. Vezmeme x = (1,2,3), y = (3,2,1), a = % Pak
flax+ (1 —a)y) = f(2,2,2) =4 £ 3+3)/2 = 5£(1,2,3) + 5£(3,2,1) = 3 f(x) + 3£ (¥).
16.3.j) Je konvexni. Absolutni hodnota je konvexni funkce, jejich soucet také, maximum konvexnich

funkef je konvexni funkce.
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16.7. V podmince (16.1) zvolte x,y na vrstevnicich vysky 1 a 3. Zvolte chytfe a. Odpovédi: ne, ano.
16.8. Interval [—1,2].

16.9. Funkce f(x) = x Ax je konvexni, viz Piiklad 16.5. Elipsoid je subkontura této funkce, tedy je
to konvexni mnozina.

16.10. Zlogaritmovénim méme {x €e R" [x >0, [[ ;> 1} ={xeR" |x >0, > logz; >0}
(protoze logaritmus je rostouci funkce a tedy neméni znaménko nerovnosti). Funkce f(x) =
— > ;logx; je na mnoziné R’} , konvexni a proto jeji subkontura je konvexni mnozina.
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Kapitola 17

Konvexni optimalizac¢ni ulohy

Véta 17.1. Necht” funkce f: R™ — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R". Pak kazdé
lokalni minimum funkce f na mnoziné X je zaroven globalni.

Diikaz. Necht’ x je lokalnim minimem f na X, viz obrazek:
B.(x)

X

Dle definice lokdlniho minima (viz §9.3) tedy existuje e > 0 tak, ze f(x) < f(y) pro vSechna
y € B.(x)NX. Necht’ ale x neni globalni minimum, tedy existuje x* € X tak, ze f(x*) < f(x).
Ukéazeme, ze to vede ke sporu. Muzeme totiz zvolit 0 < a < 1 tak, ze bod y = (1 — a)x + ax*
lezi v B.(x). Protoze je mnozina X konvexni, lezi bod y zaroven i v X. Je

fly) = f(I-a)x+ax’) < (1 -a)f(x)+af(x") < (1-a)f(x)+af(x) = f(x)
Ale tvrzeni f(y) < f(x) je ve sporu s predpokladem, 7ze x je lokdlni minimum. [ ]

Minimalizaci konvexni funkce na konvexni mnoziné se 1ika konvexni optimalizacni tiloha.
Pro takovou ulohu nam tedy staci najit libovolné lokalni minimum, abychom nasli globalni
minimum.

17.1 Priklady nekonvexnich iloh

Najit globalni minimum funkce na mnoziné je obvykle mnohem tézsi nez najit néjaké lokalni
minimum. Mohli bychom si myslet, ze globalni minimum najdeme tak, ze najdeme vsechna
lokalni minima a vybereme to, pro které je tcelova funkce nejmensi. Problém je v tom, ze
nekonvexni tloha muze mit lokalnich minim velmi mnoho.

Priklad 17.1. Zopakujme tlohu (7.1): pro danou étvercovou matici A minimalizujeme funkci
f(x) = xT'Ax na mnoziné {x € R" | x'x = 1}. Tato tloha neni konvexni, nebot’ mnozina
pripustnych feseni neni konvexni (je to n-rozmérnd sféra). My ale vime, ze globalni optimum
ulohy lze najit pomoci spektralniho rozkladu. ¢
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Zde jsme meéli stésti: najit globalni optimum tlohy (7.1) je snadné, i kdyz uloha neni kon-
vexni. To je ale vyjimka — typicky je nalezeni globdlniho minima nekonvexni 1lohy velmi tézké.

Priklad 17.2. Uved'me piiklad, na kterém bude na prvni pohled vidét, ze nekonvexni tiloha
muze mit velmi mnoho lokalnich minim. ReSme lohu

max{x'x | x € [-1,1]"}, (17.1)

tedy maximalizujeme konvexni funkci x?x na hyperkrychli [—1,1]". Je jasné (nakreslete si

obrazek pro n = 2, tedy pro c¢tverec!), ze funkce ma lokalni maximum v kazdém vrcholu
hyperkrychle. Jelikoz hyperkrychle ma 2" vrcholi, tloha mé 2™ lokalnich maxim.
V tomto symetrickém piipadé globalni maximum snadno najdeme tvahou. Uvazme vsak
mirné obecné;jsi ulohu
min{ x” Ax | x € [-1,1]"}, (17.2)
kde A € Z"" (tedy matice ma celo¢iselné prvky). Je zndmo, ze vyfeseni (tj. nalezeni globalniho
maxima) této ulohy pro vétsi n je prakticky nemozné (presnéji, je NP-tézké, srov. §12.5). 4

Priklad 17.3. Podivejme se znovu na ulohu shlukovéani, Piiklad 1.15 z ivodni kapitoly. Tam
se minimalizuje funkce

Fx) = f(xi,. %) = lejnzi?uai — x| (17.3)
pies vektory x;,...,x, € R% Mame f: R — R, tedy vlastné minimalizujeme pies jediny
vektor x = (x1,...,X,) € R,

Je funkce (17.3) konvexni? Pro kazdé i je ||a; — x;|| funkce vektoru x;, tedy i vektoru x. Ale
funkce min’;_, ||a; — x;|| jiz konvexn{ byt nemusi (Vétu 16.8 nelze pouzit, ta hovoif o mazimu
konvexnich funkef). Tedy ani funkce f, ktera je jejich sou¢tem, nemusi byt konvexni.

Tim, ze se ndm nepodaftilo dokazat konvexitu funkce f, jsme samoziejmé nedokézali jeji
nekonvexitu. To lze udélat nésledovné. Vezméme jednoduchy piipad d = 1, m = 1, n = 2,
a; = 0. Pak (1.23) ma tvar f(z1,22) = min{|xy], |22|}. Tato funkce neni konvexni, protoze
napt. jeji ez p(t) = f(t,t — 1) = min{|¢|, |t — 1|} neni konvexni (nakreslete si graf funkce ).
Bez dukazu uved’'me, ze funkce neni konvexni ani pro vétsi d, m,n. To nas neptrekvapi, protoze,
jak jsme tekli Piikladu 1.15, Ze minimalizace funkce (17.3) je NP-tézké. ¢

Piiklad 17.4. Uloha celociselného programovani (12.23) je nekonvexni, protoze mnozina { x €
{0,1}™ | Ax > b } jejich piipustnych Feseni je nekonvexni (srov. Cviceni 13.1.g). ¢

17.2 Konvexnioptimaliza¢ni iloha ve standardnim tvaru

Uvazujme nyni obecnou tlohu spojité optimalizace ve standarnim tvaru (1.10),

min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0} (17.4)
neboli
min  f(xy,...,2,)
za podminek ¢g;(z1,...,2,) <0, i=1,...,m
hi(xy,...,x,) =0, i=1,...,1
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kde f: R" =R, (g1,...,9m) =g: R* = R™, (hy,..., ) =h: R* — Rl Mnozina pifpustnych
feseni této ulohy je konvexni, jestlize funkce f, g1, ..., gn jsou konvexni a funkce hq, ..., h; jsou
afinn{ (tedy zobrazeni h je afinni). Tato mnozina je totiz prunik mnozin {x € R" | g;(x) < 0}
(které jsou konvexni, nebot’ jsou to subkontury konvexni funkce g;) a {x € R" | h(x) = 0}
(coz je afinni podprostor, tedy také konvexni).

Podminka, ze funkce g1, ..., g, jsou konvexni a zobrazeni h je afinni, je postacujici ale
nikoliv nutna pro konvexitu mnoziny ptipustnych teseni.

Piiklad 17.5. Plati (promyslete!)
{(@y) eR|2/(1+y") <0, (zr4+y)" =0} = {(z,y) ER*[2<0, x+y=0}.

Tedy mdme dva ruzné popisy stejné mnoziny. V prvnim tvaru funkee g(z,y) = z/(1 + y*) neni
konvexn{ a funkce h(z,y) = (z + y)? neni afinni. Piesto je mnozina konvexni, coz je vidét ze
druhého tvaru. ¢

Uloze tvaru (17.4), ve které jsou funkce f, gy, ..., g, konvexni a zobrazeni h afinni, fikame
konvexni optimaliza¢ni tiloha ve standardnim tvaru.

17.3 Ekvivalentni transformace tlohy

Dveé ulohy ve tvaru (17.4) nazveme ekvivalentni, kdyz se z mnoziny optimalnich feseni jedné
da ‘snadno’ ziskat mnozina optiméalnich feseni druhé a naopak. Ekvivalentni transformace
je pak kazda transformace lohy, jejimz vysledkem je tiloha ekvivalentni. Déale uvedeme piiklady
ekvivalentnich transformaci. U kazdé poznamename, zda zachovava konvexitu tlohy:

e Zména proménnych. Necht’ ¢p: R™ — R" je bijektivni zobrazeni (viz §1.1.2). Pak tloha (17.4)
je ekvivalentni 1loze

min{ f(p(x)) | x € R", g(ip(x)) < 0, h(p(x)) = 0}.

Tato transformace nemusi zachovat konvexitu tlohy (viz §16.3.2).

e Monotonni transformace ucelové funkce. Necht’ ¢): R — R je rostouci funkce. Pak

argmin{ f(x) | x € X } = argmin{ ¥(f(x)) | x € X }.
Tato transformace nemusi zachovat konvexitu funkce f.

Priklad 17.6. Tuto transformaci jsme jiz nékolikrat pouzili v nejmensich ¢tvercich. Mame

minimalizovat napt. funkci f(x) = ||Ax — bl|,, ale zvolime ¥ (y) = y* a minimalizujeme
funkei ¥ (f(x)) = ||Ax—b|? = (Ax—b)T(Ax —b). Novd funkce ma vyhodu, Ze je na rozdil
od staré diferencovatelnd, a to pii zachovani konvexity. ¢

e Slackové proménné. Podobné jako v LP (viz §12.1), tloha (17.4) je ekvivalentni iloze
min{ f(x) | x € R", s R™, s >0, g(x)+s=0, h(x) =0}.

Tato transformace zachové konvexitu tlohy jen v pripade, kdy g(x) + s je afinni zobrazeni
vektoru (x,s), tedy kdy zobrazeni g je afinni,
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e Epigrafovy tvar. Plati (uz jsme to vidéli v (12.5))

min{ f(x) [x € X} =min{y |xe X, yeR, f(x)—y<0}.

s/

Plyne z toho, ze kazdou optimalizac¢ni tlohu lze prevést na tlohu s linearni ticelovou funkei.
Tato transformace zachovava konvexitu tlohy: je-li X konvexni mnozina a f konvexni funkce
na X, pak funkce f(x) —y proménnych (x,y) je konvexni na mnoziné X x R.

17.4 Tridy konvexnich optimaliza¢nich loh

Optimalizac¢ni tlohy ve tvaru (17.4) se taxonomizuji podle druhu funkei f, g;, h;. Pro kazdou
tridu existuji specializované algoritmy schopné najit lokdlni minimum (v ptipadé konvexni tlohy
tedy globalni minimum). Prehled dostupnych implementaci takovych algoritmu je mozno najit
napi. na http://www.neos-guide.org.

17.4.1 Linearni programovani (LP)

V linedrnim programouvdni jsou vSechny funkce f, g;, h; afinni. Jde tedy v jistém smyslu o nej-
jednodusi pripad konvexni optimaliza¢ni 1ilohy. Presto jsme vidéli v Kapitole 12, ze jiz tento
jednoduchy ptripad ma velmi mnoho aplikaci.

17.4.2 Kvadratické programovani (QP)

V' kvadratickém programovdni jsou funkce g;, h; afinni a funkce f je kvadraticka. Tedy je to
uloha

min x? Ax +bTx
za podm. Cx <d,
Ex =",

kde A € R™" b e R", C € R™" d € R™, E € R*", f € R’ Uloha je to konvexni, prave
kdyz funkce f je navic konvexni, neboli matice A je positivné semidefinitni (viz Priklad 16.5).

Priklad 17.7. Priblizné feseni preurcené linedarni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu (5.2)
je konvexni tloha QP bez omezenti, tj. f je kvadraticka konvexni (jak jsme ukazali v Prikladeé 6.9)
am = [ = 0. Tuto tlohu lze pfevést na feseni soustavy linedrnich rovnic (5.3). ¢

Piiklad 17.8. ReSeni linedrni soustavy s nejmensi normou (85.2) nebo, obecnéji, iloha nejmen-
sich ¢tvercu s omezenimi typu rovnosti (Piiklad 11.4) jsou piiklady konvexniho QP s omezenimi
typu rovnosti (tj. A je positivné semidefinitni, m = 0 a h; jsou afinni). Tato tuloha jde prevést
na treseni linearni soustavy. ¢

Priklad 17.9. Obecnéji, minimalizace kvadratické funkce za podminek typu rovnosti (tj. m =

0, 1 > 0 a h; jsou afinni) se dd prevést na Feseni soustavy linedarnich rovnic, viz Cviceni 11.19.
Je-li ovsem A indefinitni, musime ovéfit podminky druhého fadu (§11.2.3). ¢
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Piiklad 17.10. Casto je uzitetné tilohu nejmensich ¢tverci (5.2) fesit za omezeni ¢ < x < d,
tj. kazda promeénnd z; musi byt v intervalu [c;, d;] (tzv. box constraints). To vede na konvexni
QP s omezenimi typu nerovnosti (tj. A je positivné semidefinitni a m > 0). Tuto tlohu jiz nelze
prevést na feseni soustavy linearnich rovnic. ¢

Piiklad 17.11. Ctverec vzdalenosti boduy € R” od konvexniho mnohosténu { x € R” | Ax <
b} je optimalni hodnota kvadratického programu

min{ [ly —x[3 | x € R", Ax <b}. ¢

Priiklad 17.12. Je ddno m bodu v R", z nichz kazdy patii do jedné ze dvou tiid, oznacenych —1
a 1. Jinymi slovy, je ddna mnozina dvojic (x;,y;) € R" x {—=1,1} proi¢ = 1,...,m. V tloze
linedrni klasifikace hleddme nadrovinu, ktera oddéluje body z obou tiid. Tedy hledame a € R"
a b € R takové, aby

a'x; —b<0 proy; =—1,
a'x; —b>0 proy =1,

coz lze napsat jako
yi(a’x; —b) >0, i=1,....m. (17.5)

Oznacme ¢; = y;(a’x;—b) a vydélme vektor (a, b) kladnym ¢fslem min!™ | &;. Pak soustavu (17.5)
muzeme ekvivalentné psat jako

yi(alx;—b) >1, i=1,...,m. (17.6)

Hledame-li libovolnou oddélujici nadrovinu, sta¢i nam najit libovolné feseni soustavy nerov-
nic (17.6), coz vede na tlohu LP.
Soustava ale navic iké, ze body jsou oddéleny pdsem {x € R" | —1 >a’x—b>1}:

al’x —bp=-1

alx—b=1

Snadno spoc¢itame (srov. Cviceni 5.14), ze sitka pasu je 2/||a||z. V tloze support vector machine
(SVM) hledédme oddélujici nadrovinu ktera maximalizuje sitku pdsu, tedy minimalizuje ||a||3 =

a’a za podminek (17.6). To je konvexni tloha QP. ¢

17.4.3 Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi (QCQP)

Obecnéjsi variantou je kvadratické programovdni s kvadratickymi omezenimi (QCQP, quadra-
tically constrained quadratic programming), kde funkce f, g; jsou kvadratické a funkce h; jsou
afinni. Uloha je konvexni, pravé kdyz funkce f, g; jsou navic konvexni.

233



17.4.4 Programovani na kuzelu druhého fadu (SOCP)

V tloze programovani na kuzZelu druhého radu (SOCP, second-order cone programming) jsou
funkce f, h; afinni a funkce g; maji tvar

Tedy tloha SOCP m4 tvar (pro jednoduchost neuvazujeme afinni omezeni h;(x) = 0)

min e’x
za podminek [[A;x +b;lls < cfx+d;, i=1,...,m.

Funkce g¢; jsou konvexni (nebot’ norma je konvexni funkce, viz Priklad 16.4 a déle viz
Véta 16.7). Podminku g;(x) < 0 lze psét také jako (A;x + by, c/'x + d;) € K3, kde konvexn{
mnozina

Ky ={(xy) e R | [Ix]2 <y}

je epigraf eukleidovské normy || - ||2, kterému se také tika kuzel druhého rddu.

Pro A; = 0 se podminka ¢;(x) < 0 stane linedrni nerovnici. Pro ¢; = 0 se podminka
9i(x) < 0 po umocnéni na druhou stane konvexni kvadratickd. Tedy LP a konvexni QCQP jsou
specialni pripady SOCP.

Priklad 17.13. Podivejme se znovu na tlohu nalzeni geometrického medidanu, Priklad 1.14 z
uvodni kapitoly. Tam minimalizujeme funkci

f(x) = Z 1% — aill (17.8)

na mnoziné R"™. Tato funkce je konvexni a po zavedeni pomocnych proménnych z; (podobnd
uprava jako v §12.1.1) Ize jeji minimalizovani formulovat jako SOCP:

min 2y + -+ 2y
za podminek |[|[x —a;lls <z, i=1,...,m.

Pro pifpad n = 2 mé tloha jednoduchy mechanicky model'. Do vodorovného prkna vyvr-
tame diry o soutadnicich a;. Kazdou dirou provleceme provazek. Provazky jsou nahotre svazané
uzlem do jednoho bodu a dole maji zavazi o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)
je potencidlni energie soustavy a ustaleny stav odpovidd minimu f(x). ¢

17.4.5 Semidefinitni programovani (SDP)

Véta 17.2. Pro kazdén € N je mnozina vsech positivné semidefinitnich matic rozméru n xn
konvexni kuzel.

Diikaz. Necht” A, B € R™™" jsou takové, Ze pro kazdé x € R" plati x’ Ax > 0 a x'Bx > 0.
Pak pro kazdé x € R™ a a, 8 > 0 plati xT (aA + B)x = ax? Ax + fxT'Bx > 0. ]

I Toto mechanické zafizen{ je zndmé jako Varignon frame a v minulosti se opravdu pouzivalo na Fesenf tilohy.
Uloha méa bohatou historii, je zndma také jako Fermat-Weberuv problém.

234



Konvexni kuzel je konvexni mnozina. To umoznuje formulovat t¥idu konvexnich tiloh znamou
jako semidefinitni programovdni (SDP). Jednou z moznych formulaci je?

min (C, X)
za podminek X je positivné semidefinitni (17.9)
<AZ,X>:bZ, ’lzl,,m

kde matice C, A; € R™" a skalary b; jsou dany a optimalizujeme pfes positivné semidefinitni
matice X € R™". Operace (A, X) = >, > a;;z;; oznacuje skaldrni soucin matic (viz §2.1.7).

SDP je velmi obecna tiida konvexnich tloh. LP, konvexni QCQP a SOCP jsou specidlni
pripady SDP. Pro ilustraci ukdzeme, ze pokud matice C, A; jsou diagondlni, loha (17.9) se
redukuje na LP. V tom piipadé v soucinech (C,X) a (A;, X) nediagonalni prvky matice X
nehraji zadnou roli. Diagonalni matice je positivné semidefinitni, pravé kdyz vsechny jeji prvky
jsou nezaporné (viz Cviceni 6.16). Tedy tloha (17.9) se redukuje na

min{c’x [ x€R", x>0, alx=0;(i=1,...,m)},
kde vektory c,a; € R" jsou diagondly matic C, A,;.
Nékteré konvexni ilohy nepatii do zadné z uvedenych tiid.

Piiklad 17.14. Analyticky stred mnohosténu { x € R™ | Ax > b} je bod uvniti mnohosténu,
ktery maximalizuje soucin vzdédlenosti od nadrovin al x = b;. Predpokldddme, Ze v kazdé nerov-
nici al’x > b; je ||a;]]» = 1 (to jde vidy zafidit vydélenim nerovnice ¢islem ||a;]|2). Vzdélenost
(se znaménkem) bodu x od nadroviny alx = b; je tedy rovna alx — b; (viz §4.6.2). Misto

soucinu vzdélenosti maximalizujme jeho logaritmus (coz je rostouci funkce), tedy funkci

F(x) =log [ [(afx — ;) = ) " log(a/x — by). (17.10)

i=1 i=1
Tato funkce je konkdvni. Funkce je definovédna jen pro vnitini body mnohosténu (tj. body
spliujici Ax > b) a blizi se 400 kdyz se bod x blizi zevnitt k hranici. Tim je implicitné
vynucena podminka, ze optimalni bod ma lezet uvniti mnohosténu. Lze ukézat, ze pokud je
mnohostén neprazdny a omezeny, tloha ma maximum a toto maximum je jediné. ¢

17.5 Konvexni relaxace nekonvexnich uloh

Relaxace je technika, kterou lze nékdy ziskat priblizna feSeni obtiznych uloh. Spociva na
ocividné skutecnosti (promyslete!), ze pro kazdou mnozinu X C R™ a funkei f: X — R plati

YO X = Hlel;lf(x) < Hél)r(lf(x) (17.11)

Jak toho pouzit? Predpoklddejme, Ze ucelova funkce f je jednoduchd (napt. konvexni), ale
mnozina X pripustnych feSeni je komplikovana a tloha minyey f(x) je diky tomu obtiznd.

2Namftnete, Ze nemiizeme mluvit o konvexité ilohy (17.9), protoZe v této tiloze optimalizujeme pies mnozinu
matic a konvexitu jsme definovali pro mnoziny a funkce vektoru. Definice konvexity lze ovSem snadno zobecnit na
mnoziny a funkce matic: matici R™*™ muzeme bud’ pferovnat do vektoru R™", nebo (1épe) muzeme konvexitu

definovat misto na prostoru R™ na obecném linedrnim prostoru (viz ucebnice linearni algebry). Podobné jiz pro
Vétu 17.2.
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Nahradime mnozinu X ‘jednodussi’ mnozinou Y O X a fesime snadnéjsi ilohu minyey f(x).
Kdyz budeme mit stésti, bude nerovnost v (17.11) platit s rovnosti, tedy obé optima budou
stejna. Kdyz ne, ziskdme alespon dolni mez na optimalni feseni.

Je-li mnozina X nekonvexni, muzeme ji takto nahradit konvexni mnozinou Y O X. Pokud
funkce f je konvexni, ziskdme konvexni tlohu. Mluvime pak o konvexni relaxaci. Prikladem
konvexni relaxace je LP relaxace, kterou jsme uz vidéli: linedrni program (12.24) je konvexni
relaxace linedrniho celo¢iselného programu (12.23).

17.6 Cviceni
17.1. Méjme tlohu
min{ f(z,y) |2,y >0, 204+y > 1, 2 +3y > 1}

Nakreslete mnozinu piipustnych feseni. Pro kazdou z néasledujicich ucelovych funkei na-
jdéte ivahou mnozinu optiméalnich feseni a optimalni hodnotu:

a) f(zr,y)=x+y

b) f(z,y) ==z

¢) f(z,y) = min{z,y}
d) f(x,y) = max{z,y}
e) f(z,y)= |z +yl

V kterych ptipadech se jedna o konvexni optimaliza¢ni tilohu?
17.2. Dokazte, ze mnozina optimalnich reSeni konvexni optimalizac¢ni ulohy je konvexni.

17.3. Vyznamnou vlastnosti konvexnich funkei je to, ze kazdé lokalni minimum funkce je zaroven
globélni (Véta 17.1). Ne kazd4 funkce s touto vlastnosti je ovsem konvexni. Clovék by
si mohl myslet, ze soucet dvou funkei (ne nutné konvexnich) s touto vlastnosti bude mit
tuto vlastnost také. Je toto tvrzeni pravdivé?

17.4. Najdéte spojitou funkci f: R™ — R, jejiz kazdé lokalni minimum je zaroven globélni a
a) neni konvexni
b) (x) zadnd jeji subkontura neni konvexni mnozina.
17.5. Chceme rozestavit n lidi v mistnosti ¢tvercového pudorysu tak, aby ‘kazdy byl od kazdého
co nejdale’. Navrhnéte mozné formulace této ulohy a u kazdé urcete, zda je konvexni.
17.6. (x) Uvazujme ulohu, znamou jako linedrni lomené programovdni:
min (c'x +d)/(efx + f)
za podminek Ax>Db
e'x+f>0
a) Je ucelova funkce na mnoziné piipustnych reseni konvexni?
b) Dokazte, ze tiloha je ekvivalentni linedrnimu programu (s proménnymi x, z)
min ¢’y +dz

za podminek Ay > bz
ely +fz=1
z>0
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17.7. Najdéte explicitni feseni pro nésledujici ilohy QCQP (A, B jsou positivné definitni):
a) min{c’x | x e R", x’Ax <1}
b) min{c’x |x € R", (x —b)TA(x—b) <1}
c) min{x'Bx | x € R", xTAx <1}

17.8. (%) Formulujte tilohu minyeg- ||Ax — b||4 jako konvexni QCQP.

17.9. (%) Dokazte, ze pro libovolny vektor x € R™ a skalary y > 0, z > 0 plati

xI'x<yr <= ||2xy—2)|<y+z

Uvazujte tlohu, kdy maximalizujeme harmonicky prumeér afinnich fukei, tedy funkci

0 = (Slalx— 1))

i=1
za podminek a’x > b;. Je tato tloha (po mozné jednoduché transformaci) konvexni{?
Vyjadrete tilohu jako SOCP pomoci dokazané ekvivalence.

17.10. Sedumi (http://sedumi.ie.lehigh.edu) je jednou z implementaci algoritmu na feseni
uloh LP, QP, SOCP a SDP (pouziva tzv. algoritmus vnitiniho bodu). Je k dispozici i pro
Matlab. Knihovnu si stahnéte a pak prostudujte a pochopte napovédu k funkci sedumi . m,
ktera je matlabskym rozhranim knihovny.

Napovéda a reseni
17.3. Vezméme napt. funkce gi(z) = —e~ @t a gy(z) = —e~ @D Kazda z téchto funkef ma jediné
lokalni minimum, ale funkce g1 + go ma lokalni minima dvé.

17.5. Necht’ x; € R? jsou soufadnice itého ¢lovéka v mistnosti. Bez ztraty obecnosti necht’ je mistnost
mnozina [—1, 1] x[—1, 1] (kde [—1, 1] znaci uzavieny interval). Jedna ptirozend formulace je takova,

ze hledame takové xi,...,x, lezici v tomto ctverci, aby ¢islo min,,; ||x; — x;|| bylo maximalni.
Tato 1loha neni konvexni, nebot’ jeji ticelova funkce neni konvexni.
17.6.a) Ne.

17.6.b) Uvazujte substituci y = x/(e’x + f), z = /(eTx + f).
17.7.a) Viz Cviceni 12.6.
17.7.b) Substituujte y = x — b.
17.7.c) Optimalni hodnota je nula.
17.9. Misto maximalizace funkce f (x) minimalizujme funkci 1/f(x), kterd je konvexni na mnoziné
pripustnych hodnot. Uloha je ekvivalentni tloze
min ¢4+t
za podminek ti(aZTx —b)>1, i=1,....,m
>0, i=1,....m

Pouzitim dokazané ekvivalence prevedeme na SOCP

min 1 +---+t,

za podminek  |[(2,al'x —b; —t;)|]2 > alx—b; +t;, i=1,...,m
aZTXZbi, i1=1,....m
£ >0, i=1,...,m.

237


http://sedumi.ie.lehigh.edu

Kapitola 18

(x) Lagrangeova dualita

Zatimco v §15 jsme odvodili dualitu pro linedrni programovani, zde popiseme zaklad teorie
duality pro obecné optimalizacni tlohy. Dualita v LP se pak bude jevit jako specialni ptipad.

18.1 Minimaxni nerovnost

Pro libovolné mnoziny X a Y a libovolnou funkci L: X xY — R plati minimaxni nerovnost

min max L(z,y) > maxmin L(z,y) . (18.1)
zeX yey yeY zeX
N— —
F(z) G(y)

Zde predpokladame, Ze vSechna minima a maxima existuji'. V nerovnosti (18.1) nastava rov-
nost, pravé kdyz existuje bod (z*,y*) € X x Y takovy, ze

L(z*,y) < L(z",y") < L(z,y") Vee X, yey. (18.2)

Takovému bodu (z*, y*) fikdme sedlovy bod funkce L na X x Y.
Uvedené skutecnosti se snadno dokéazi, podrobné dukazy vynechame. Pro dukaz druhého
tvrzeni je uzitecné si uvédomit, ze podminku (18.2) lze psét jako F(x*) = G(y*).

Piiklad 18.1. Necht' X =Y = {1,2,3,4}.

1 23 4|F(x) 12 3 4|F(x)
1|—1 4 7 4] 7 1—-1 4 7 4| 7
201 4 4 6 —2| 6 21 44 6 —2| 6
3] 153 3| 5 30 10[3 3| 3
41 353 2| 5 4 3 3] 2| 3

Gly)[-1 4 3 =2 Gy)[-1 0 3 =2

Funkce L v levé tabulce nema sedlovy bod a mame min,ex F(x) > maxyey G(y). Funkce L
v pravé tabulce md sedlovy bod (dokonce dva, v rameccich) a min,ex F(z) = max,ey G(y). 4

'Kdyby ne, mohli bychom min/max nahradit inf/sup a nerovnost by stale platila.
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18.2 Lagrangeova dudalni dloha

Ke kazdé optimalizaéni tloze (kterou nazyvame primarni) lze sestrojit jinou optimalizaéni ilohu
(nazyvanou dudlni) tak, ze mezi nimi plati vice ¢i méné uzitecné vztahy. Jedna forma duality
se ziskd nasledovneé: chytre zvolime mnoziny X,Y a funkci L tak, aby leva strana minimaxni
nerovnosti (18.1) byla primédrni (tedy puvodni) tloha. Prava strana pak bude dudlni tloha.

Necht” mnozina X C R"”, funkce f: R™ — R a zobrazeni g: R" — R™ jsou dany; jak dale
uvidime, reprezentuji primarni tilohu. Zvolme ¥ = R a

L(x,y) = f(x) +y g(x). (18.3)

Podivejme se, jak po této volbé vypada leva strana nerovnosti (18.1), tedy primarni tloha. Je

f(x) kdyz g(x) <0,

184
00 jinak, ( )

F(x) = max L(x,y) = max[f(x) + y' g(x)] = {
yey y>0

kde ‘00’ znaci, ze tloha maxyey L(x,y) je neomezend. Abyste to uvidéli, promyslete si, ze pro

kazdy vektor a € R™ plati

max yTa =
y=0

0 kdyza<0o,
oo jinak.

Po dosazeni (18.4) do levé strany (18.1) tedy

minmax L(x,y) = min{ f(x) [ x € X, g(x) <0}. (18.5)
xeX yeY
Toto je nase primarni tloha. Viimnéme si, jak jsme omezujici podminky g(x) < 0 zahrnuli do
funkce F' za cenu, ze funkce F' muze nabyvat i nekoneénych hodnot.
Nyni se podivejme na dudlni tlohu. Ta zni

max min L(x, y) = max G(y), (18.6)
kde
_ : _ : T
G(y) = min L(x,y) = min[f(x) +y" g(x)]- (18.7)

Presnéjsi tvar dudlni tdlohy neziskdme, dokud nebudeme mit zaddnu primarni lohu (tedy
X, f,g) konkrétnéji. Nyni muzeme fici jen to, ze tloha (18.7) muze byt pro néjaka y neo-
mezend a tedy funkce G nabyvat hodnot —oo. To bude opét reprezentovat omezeni dudlni
ulohy.

Vsimnéte si, ze pro kazdé x je funkce L afinni funkei proménné y. Dle Véty 16.8 je tedy dudlni
funkce G konkavni a tedy dudlni tloha bude maximalizace konkavni funkce, tedy konvexni
uloha. To plati vzdy, i kdyz primarni iiloha neni konvexni.

Préaveé sestrojend tloha (18.6) se nazyva Lagrangeova dudlni tloha k (primérni) tuloze (18.5).
Funkce (18.3) se fikd Lagrangeova funkce — v8imnéte si, ze je to ta samd funkce, kterou jste
potkali u metody Lagrangeovych multiplikatoru.
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18.3 Silna dualita

Z nerovnosti (18.1) plyne, ze optimélni hodnota primarni ilohy neni mensi nez optimélni hod-
nota dudlni ulohy. Tato skutecnost je znama jako véta o slabé dualité. Rozdilu mezi primarni
a dudlni optimalni hodnotou se iikd dualitni mezera. Kdyz v nerovnosti (18.1) nastane rov-
nost, jsou si optimalni hodnoty primarni a dualni tlohy rovny neboli dualitni mezera je nulova.
V tom pripadé tikdme, ze pro nasi ulohu plati silna dualita.

Silna dualita muze platit pro velice ruzné tlohy. Uvedeme nyni, ve Vété 18.1, jednu posta-
¢ujici (avsak nikoliv nutnou) podminku, za které plati silnd dualita.

Rekneme, ze funkce g1, ..., gm: R” — R na mnoziné X splauji Slaterovu podminku, kdyz
existuje vnitini bod x mnoziny X takovy, ze g(x) < 0, neboli

91(x) <0, ..., gn(x)<0. (18.8)
Pokud je prvnich k& < m funkei g; afinnich, podminku (18.8) lze zmeék¢cit na

g1<X) < 07 R gk(x> < 07 ngrl(X) < 07 SRR gm(x) <0. (189)

Véta 18.1. Necht’
e mnozina X C R" je konvexni,
o funkce f: R* =R agy,...,gn: R" = R jsou konvexni na X,
e funkce g1, ..., g, na mnoziné X spliuji Slaterovu podminku.
Pak plati silnd dualita, neboli optimalni hodnoty iloh (18.5) a (18.6) jsou si rovny.

Déle uved’'me obdobu véty o komplementarité.

Véta 18.2. Necht’ x € X je optimum primarni ulohy a'y € R je optimum dudlni ulohy a
nastava silna dualita. Pak plati podminky komplementarity

vigi(x;) =0 Vi=1,...,n. (18.10)

Dukaz. Plati

F(x) = f(x) = G(y) = min[f(x) + yg(x)] < f(x) +y"g(x) < f(x).

x'eX

Druha rovnost plyne ze silné duality. Treti rovnost je definice dudlni tlohy. Prvni nerovnost
plyne z definice minima. Druha nerovnost plati, protoze y > 0 a g(x) < 0.

Ale protoze f(x) je na zacatku i na konci fetézce nerovnosti, musi obé nerovnosti byt
rovnostmi, f(x) +y’g(x) = f(x). Z toho plyne

y'g(x) = 0. (18.11)

To je ale ekvivalentni podminkdm (18.10), protoze y > 0 a g(x) < 0. ]
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18.4 Priklady

Piiklad 18.2. Necht' f(x) = c’x, g(x) = b — Ax, X = R". Priméarn{ tloha je

min max L(x,y) = min{c’x | x € R", Ax >b}. (18.12)
xeR™ y>0

Odvod’'me dudlni ulohu. Lagrangeova funkce je

L(x,y) = c'x + yT(b — Ax) = (cT — yTA)X +y'b, (18.13)
tedy
Dualni iloha tedy je

max G(y) = max{b’y |y e R™, ATy =c, y >0}. (18.14)

y=>0

To je stejny vysledek, jaky bychom dostali podle predpisu (15.1) na konstrukeci dudlniho LP.

Konkrétné, primarni a dudlni dloha je dvojice uloh (15.2). ¢
Pfiklad 18.3. Necht’ f(x) = ¢’x, g(x) = b — Ax, X = R’}. Primdrn{ dloha je
min max L(x,y) = min{ ¢’x | x € R", Ax>b, x>0} (18.15)
x€R} y>0

Lagrangeova funkce je (18.13). Je

T k > AT TA>
G(y)zminL(X,y)Z{yb vz et =y A0

x€R™ —o0 jinak.
Dualni uloha tedy je
m%(G(y) =max{b’y | ATy <c,y>0} (18.16)
y>
To je opét stejny vysledek, jaky bychom dostali podle predpisu (15.1). ¢

Zatim jsme v primarni tloze uvazovali jen omezeni typu nerovnosti. Omezeni typu rovnosti
g(x) = 0 Ize nahradit dvéma omezenimi typu nerovnosti g(x) < 0 a —g(x) < 0. Pak

L(x,y+,y-) = f(x) +yigXx) —ylgx) = f(x) + (y+ —y-)'8x) = f(x) +y g(x), (18.17)

kde jsme oznaciliy =y, —y_. Funkei (18.17) muzeme nyni prejmenovat na L(x,y), kterd ma
stejny tvar jako (18.3). Podminky y.,y_ > 0 se v rozdilu zrusi, tedy y € R™. Ovétrime, ze

F(x) = max L(x,y) = {f (x) kdyz g(x) =0,

00 jinak,
tedy primarni tloha je

min max L(x,y) = min{ f(x) | x € X, g(x) =0}, (18.18)

x€X yeRm
jak jsme chtéli. Dualni tiloha je

max min L(x,y) = max G(y). (18.19)

yeR™ xe X yeR™

Vsimnéte si, ze Slaterova podminka nebude platit, kdyz zobrazeni g nebude afinni.
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Priiklad 18.4. Napisme dudlni tdlohu k tloze
min{x’x | x € R", Ax=b}.
Mame X =R" a
Lx,y)=x"x+y"(b—- Ax) =x"x —y"Ax + y'b,
dualni funkce je tedy

G(y) = min L(x,y) = min(x'x — y' Ax +y’b).
x€eR™ x€eR™

Reden{ musi spliovat 0L(x,y)/0x = 0, coz did x = ATy /2. Po dosazeni dostaneme
G(y) = L(ATy/2,y) =bly —y"AATy/4. ¢

Piiklad 18.5. Resme linedrni program
min{c’x | x €R", Ax=b, 0<x<1}.
Duél bychom mohli sestrojit podle navodu v kapitole o dualité v LP. Ale postupujme jinak.

Zvolme Lagrangeovu funkei jako (18.12) a X = {x € R" | 0 < x < 1 }. Dudln{ funkce bude

G(y) = m1)r(1 L(x,y) = Ogligl[(cT — yTA)x + yTb] =bly+17 max{0, Aly — c}
xre <x<

nebot’ 01<ni1<11 d’x = min{0,d} = — max{0, —d} (kde min a max se rozumi po slozkéch). ¢

Piiklad 18.6. Resme celoéiselny linedrn{ program
min{c’x | x € {0,1}", Ax=b}.
Necht’ Lagrangeova funkce je (18.12) a necht’ X = {0, 1}". Dudlni tiloha je stejnd jako v minu-

lém prikladé. Zde predpoklady Véty 18.1 neplati, protoze mnozina X neni konvexni. Opravdu,
silnd dualita u celoc¢iselného programovani obecné neplati. ¢

Silnd dualita muze nastat (i kdyz spise vyjimecné) i pro nekonvexni tilohu. Jednou takovou
tridou 1loh je libovolné (tedy ne nutné konvexni) QCQP s nejvyse jednim omezenim.

Piiklad 18.7. Uloha QCQP
min{ x’Ax | x € R", x'x =1} (18.20)
neni konvexni, pokud matice A nenf positivné semidefinitni. Resenf ale najdeme snadno pomoci

spektralniho rozkladu:

min x’ Ax = min x’ VAV x = min 2" Az = A\, (A).

xTx=1 xTx=1 2T z=1
Ukazeme navic, ze plati silnd dualita. Mame
L(x,y) =x"Ax +y(1 —x'x) = x" (A — yI)x + y.
Tedy
Gly) = {y kdyz A — yI je positivné semidefinitni,
—0o0 jinak.

Ale matice A — yI je positivné semidefinitni, pravé kdyz nejmensi vlastni ¢islo matice A — yI
je nezaporné, neboli (viz Cviceni 6.5) A\pin(A) > y. Duélni dloha tedy je

max{y € R| A\uin(A) >y }.

Ta mé zfejmé optimalni feseni y = A\puin(A). ¢
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Kapitola 19

Vicekriterialni optimalizace

19.1 Usporadani na mnoziné

Binarni relace na mnoziné Y je mnozina R C Y x Y. Binarni relace je

e reflexivni, kdyz (z,z) € R pro kazdé x € Y,

e transitivni, kdyz (z,y) € R a (y, 2) € R implikuje (z,2) € R,

e antisymetrickd, kdyz (z,y) € R a (y,z) € R implikuje = = y.

Céstecné uspotadani (kritce jen uspofadani) na mnoziné Y je bindrni relace na Y, kterd
je reflexivni, transitivni a antisymetricka.

Relace usporadani se obvykle znaéi infixové symbolem =< tedy misto (z,y) € R piseme
x =< y. Pokud potfebujeme rozligit vice ruznych kvasi-usporadani, pouzivame symboly jako
<1, <o, < =X atd,

Prvky x,y € Y jsou srovnatelné v usporadani <, kdyz x < y nebo y =< x nebo oboji.
(Kvasi-)usporadani je iiplné (neboli totalni), kdyz kazdé dva prvky z Y jsou srovnatelné.
Priklad 19.1.

e Y =R a < je prirozené usporadani redlnych ¢isel. Tato relace je iplné usporadani.

e Y C 2V a < je relace inkluze na mnoziné 2V, tedy x < y pravé kdyz « C y. Zde U je
libovolnd mnozina a 2Y znaé mnozinu vSech jejich podmnozin. Tato relace je uspofddani,
ale neni uplné.

e Y =N a < je relace délitelnosti, tj. x < y prave kdyz x déli y. Tato relace je usporadani,
neni uplné.

e x <ypravekdyz > x; <> ", y;. Tato relace nenf antisymetrickd, tedy neni usporadani.

Nés ovsem nejvice zajima pripad Y = R".

Priklad 19.2. Priklady usporddani na mnoziné R™:
e Usporadani 'po slozkach’ x <y pravé kdyz x; < y; pro vsechna i = 1,...,n. Toto uspora-
déni neni uplné: napt. pro n = 2 jsou vektory x = (0,1) a y = (1,0) nesrovnatelné.

e Lexikografické (‘slovnikové’) uspordadani: x < y pravé kdyz bud’ x = y, nebo existuje m
takové, ze x,, < y,, a pro vSechna i < m plati z; = y;.

Toto usporadani je uplné.
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e Definujme x <y prave kdyz > ", x; <> " y;. Tato relace neni usporadani, protoze neni
antisymetricka. ¢

Prvek z € Y se nazyva (vzhledem ke kvasi-usporadani <)
e minimalni prvek mnoziny Y, kdyz y < x implikuje z < y, pro vSechna y € Y.
e nejmensi prvek mnoziny Y, kdyz x < y, pro vSechna y € Y.

Pro totalni kvasi-usporadani oba pojmy splyvaji.

19.2 Ulohy vicekriterialni optimalizace
V klasické optimalizaci jsme se zabyvali tlohami typu

min f(z), (19.1)
kde X je mnozina pripustnych feseni a f: X — R je ucelova (neboli kriteridlni) funkce. Opti-
malni hodnoty této 1lohy jsou minimalni prvky mnoziny f(X) = { f(z) | z € X } C R. Zde
pojem 'minimalni prvek’ se mysli vzhledem k pfirozenému usporadani na R.

Zobecnéme tuto ulohu. Necht’ f: X — Y a necht’ < je (kvasi-)usporadani na mnoziné Y.
Pak tlohou (19.1) budeme rozumét nalezeni minimalnich prvka mnoziny f(X) C Y vzhledem
k usporadani <. Pfipadné pro kazdy minimélni prvek y mnoziny f(X) chceme najit argument
x € X, ve kterém se nabyvé, tedy splaujicim y = f(z).

Nejcastéji v aplikacich potkdme pifpad Y = R™. Pak mluvime o vicekriteridlng optimalizaci®,
nebot vlastné chceme minimalizovat vice skaldrnich kritérii (slozek zobrazeni f: X — R",
hodnoty zobrazeni jsou vektory a tedy ho piseme tuéné) najednou. Dale se omezime pouze
na tento piipad.

Priiklad 19.3. V obchodé nabizeji ¢tyti druhy aut s témito vlastnostmi:

‘ VW Golf Opel Astra Ford Focus Toyota Corolla
cena [tis. euro] 16 15 14 15
spotteba  [1/100km] 7.2 7.0 7.5 8.2

Chceme levné auto s malou spotiebou. Ktera auta je dobré si koupit a ktera naopak nekoupit?
Méme X = { VW Golf, Opel Astra, Ford Focus, Toyota Corolla } a Y = R2. Tabulka definuje
zobrazen{ f. Nenf oviem jasné, jaké (kvasi-)uspofddani na mnoziné R? pouzit pro rozhodovéni.
Rozhodujme se vzhledem k uspoiddéni 'po slozkach’ <2?. Vzhledem k tomuto uspofddani
nemd mnozina f(X) nejmensi prvek, neboli kritéria jsou v konfliktu. Jeji minimélni prvky jsou
f(Opel Astra) = (15, 7.0) a f(Ford Focus) = (14, 7.5).
Rozhodujme se vzhledem k lexikografickému usporadani, presnéji nejprve se rozhodujme dle
ceny a pak dle spotteby. Nyni minimélni prvek mnoziny f(X) je f(Ford Focus) = (14, 7.5). 4

Priklad 19.4. Chceme fesit (presné ¢i priblizné) nehomogenni linedrni soustavu Ax & b, ale
zaroven chceme, aby velikost vektoru x byla mala. Resime tedy tlohu

min ([|Ax —bllz, [x]).

LAngl. multicriteria optimization. Nazvoslovi oviem neni jednotné, jindy se pouzivaji ndzvy multiobjective
optimization nebo vector optimization (nebot’ hodnoty zobrazen{ f jsou vektory).
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Jaké jsou minimaln{ prvky mnoziny f(R?) vzhledem k uspordddni po slozkdch? Je jich nekone¢né
mnoho, obrazek. Vezmeme-li lexikografické usporadani a je-li soustava preurcena, dostaneme
metodu nejmensi normy. ¢

Piiklad 19.5. V okrese je n vesnic se soufadnicemi ay, ..., a, € R% Do jakého mista x € R?

mame umistit heliport, aby byl ke vsem vesnicim blizko?
Mame X = R? Y =R", a f;(x) = ||]a; — x/|2. Resime tilohu

min([la; —xlla, -+ flan = x[l2).
x€R2
Soucasti ulohy neni (kvasi-)usporadani na mnoziné R™. Jaka (kvasi-)usporddani jsou vhodna?
Uspoiddani po slozkdch: mnozina minimalnich prvki mnoziny f(IR?) je konvexni obal bodu
aj,...,a,. To je intuitivné jasné (i kdyz presny dukaz vynechame): nelezi-li x v tomto konvex-
nim obalu, muzeme zménit x tak, ze se vzdalenost k nékterym bodum a; zmensi a k ostatnim
se nezvetsi. Tedy je hloupost umistit heliport mimo tento konvexni obal.
Max-usporadéani: vede na 1lohu

min max ||a; — x||2.
xcR2 i=1

Toto je uloha klasické (skaldrni) optimalizace. Této formulaci se nékdy tikd minimazni formu-
lace. Minimalizujeme vzdélenost heliportu od nejvzdalenéjsi vesnice. ¢
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parcialni, 113
smérova, 119
totalni, 114
zprava/zleva, 112
determinant, 19

diferencovatelnost, 114
funkce jedné proménné, 112
spojita, 114
totalni, 114
zobrazeni
ve smeéru, 119
dimenze
afinniho podprostoru, 46
linearniho podprostoru, 33
mnohosténu, 183
stény mnohosténu, 186
doplnéni na c¢tverec, 88
dualita
silna, 207
slaba, 206, 240
v linedrnim programovani, 205
dyéada, 22

elipsoid, 89
epigraf, 221
extrém, 4
globalni, 128
vazany rovnostmi, 148
vazany, 6, 130
volny, 6, 130
extremalni bod, 184

faseta, 186
forma
kvadraticka, 83
linearni, 36
Frobeniova
norma, 21
funkce, 2
afinni, 48
konkavni, 219
konvexni, 219
kvadraticka, 87
Lagrangeova, 154
linearni, 36
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po ¢astech afinni, 164 kvadrika, 89
ucelova, 6 i L
Lagrangeuv multiplikdtor, 154

gradient, 120 Lagrangeova funkce, 154
graf funkce, 110 Lagrangeovy multiplikatory, 150
Gramm-Schmidtova ortonormalizace, 55 Laplacian grafu, 92
linearni
hOanSt/’ 38 program v rovnicovém tvaru, 163
plna, 38 forma, 36
hrana mnohosténu, 186 funkee, 36
hrani¢ni bod mnoziny, 127 kombinace, 32, 182

hranice mnoziny, 127 nerovnice. 162

nezavislost, 32

obal, 32, 182

optimalizace, 162

podprostor, 33, 182

program, 162

rovnice, 162

soustava, 23, 66

soustava nehomogenni nedourcena, 66
soustava homogenni, 24

soustava homogenni preurcend, 100
jednotkova matice, 17 soustava nehomogenni, 24, 66
jednotkova sféra, 169 soustava nehomogenni preurcend, 66
zobrazeni, 35

idempotentni matice, 41
idempotentni transformace, 3
injektivni zobrazeni, 3
invertovatelna

matice, 19
inverze matice, 19
inverzni zobrazeni, 3
involuce, 3
isometrie, 54

kolmy, 52 linedrni varieta, 47
kombinace LP relaxace, 172
afinni, 44, 182
konvexni, 181, 182 matice, 17
linearni, 32, 182 antisymetricka, 19
nezaporna, 182 blokova, 22
komplementarni ¢tvercova, 17
podprostory, 34 diagonalni, 17
projektory, 43 diagonalizovatelnd, 80
komplementarita, 206 Hessova, 122
konvexni idempotentni, 41
funkce, 219 indefinitni, 84
kombinace, 182 invertovatelna, 19
kuzel, 182 inverzni, 19
mnozina, 181, 182 Jacobiho, 114
mnohostén, 183 jednotkova, 17
obal, 181, 182 nulova, 17
optimalizacni tuloha, 229 obdélnikova, 17
Kroneckerovo delta, 17 ortogonalni, 54
kuzelosecka, 90 permutacni, 55
kvadraticka positivné/negativné (semi)definitni, 84
forma, 83 regularni, 19
funkce, 87 rotacni, H4
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singularni, 19
siroka, 17
specialni ortogonalni, 54
symetricka, 19
transponovana, 18
trojihelnikova, 17
uzka, 17
metoda
Gauss-Newtonova, 142
Levenberg-Marquardtova, 144
¢tvercu, 66
Newtonova, 139
simplexovd, 192
simplexovéa dvoufazova, 201
simplexova zakladni, 197
metrika eukleidovska, 52
minimalni
hodnota funkce na mnoziné, 4
prvek mnoziny, 4
minimum
funkce na mnoziné, 4, 128
funkce na mnoziné ostré, 4
globalni, 128
lokélni, 130
lokalni ostré, 130
ostré, 128
mnozina
¢iselna, 2
konvexni, 181, 182
omezena, 127
oteviena, 127
uzaviena, 127
mnohostén konvexni, 183
mocnina matice, 18
monom, 78

nadrovina, 46, 183
opérna, 186
nejmensi
ctverce, 66
norma, 71
prvek mnoziny, 4
nerovnost
Jensenova, 219
minimaxni, 238
trojihelnikova, 52
nezavislost

afinni, 47
linearni, 32
norma
p-norma, 169
eukleidovska, 52
Frobeniova, 21
matice, 21
vektorova, 169
nulita matice, 40
nulova matice, 17

obal
afinni, 44, 182
konvexni, 182
linearni, 32, 182
nezaporny, 182
omezeni, 6
omezena mnozina, 127
opérna nadrovina, 186
optimalni
hodnota, 6
reSeni, 6
ortogonalni
doplnék, 57
matice, 54
podprostory, 57
projekce, 59
vektory, 52
ortonormalni mnozina vektoru, 53
oteviena mnozina, 127

primka, 187
permutacni matice, 17
pivot, 194
pivotové pravidlo, 197
pocatek, 33
podprostor, 33
afinni, 44, 182
linearni, 33, 182
trivialni, 33
vlastni, 79
podprostory
komplementarni, 34
ortogondlni, 57
poloprostor, 183
polynom, 78
charakteristicky, 79
homogenni, 78
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Tayloruv, 122
primka, 46
projekce, 35, 41

sikma, 35
projekce ortogonalni, 59
projektor, 41

ortogondlni, 59
projektory

komplementarni, 43
prostor

linearni, 32

nulovy, 37

obrazu, 37

vektorovy, 32
pseudoinverze

matice s L.n. fadky, 72

matice s 1.n. sloupci, 68

obecné matice, 73

regrese, 69
linearni, 69
robustni, 171

regularni
matice, 19
regularizace, 71
relace
binarni, 2
reseni

bazové, 193
degenerované, 193
optimalni, 6
pripustné, 6, 193
restrikce zobrazeni, 3
fez zobrazeni, 119
rovina, 46
rovnice
linearni, 162
normalni, 67
rozklad matice
podle hodnosti, 38
podle vlastnich cisel, 80
QR, 56
spektralni, 80

sestupné itera¢ni metody, 136
simplexova

metoda, 192

tabulka, 196

singularni
¢islo, 102
matice, 19
rozklad, 102
vektor, 102
skalar, 18
skalarni soucin, 22
matic, 20
soucin
vektoru, 52
slackova proménnd, 164
slozené zobrazeni, 3
smer
Gauss-Newtonovuv, 142
Newtonuv, 141
smer
sestupny, 134
vzestupny, 134
soucin
skalarni s. matic, 20
soucin
maticovy, 18
skalarni, 22, 52
vnéjsi, 22
soutradnice, 33
spektralni
rozklad, 80
spektrum matice, 78
stinové ceny, 209
stacionarni bod, 135
stopa matice, 20
subkontura, 221
surjektivni zobrazeni, 3
SVD, 102
Sylvestrovo kritérium, 85
symetricka matice, 19

tecny prostor k mnoziné, 152
transformace, 3

transpozice, 18

trivialni podprostor, 33
trojihelnikova matice, 17

uloha
dopravni, 168
duélni, 205
ekvivalentni, 231
konvexni, 229
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konvexni ve standardnim tvaru, 231
Lagrangeova dualni, 239
linearniho programovani, 162
na nejveétsi nezavislou mnozinu, 175
na nejmensi vrcholové pokryti, 174
na optimalni vyrobni program, 167
primarni, 205
pritazovaci, 173
shlukovani, 12
smésovaci, 167
spojité optimalizace, 5

uzaviend mnozina, 127

varieta
algebraicka, 47
linearni, 47
vektor, 3, 21
normalizovany, 53
radkovy, 21
sloupcovy, 21
vektory
afinné nezavislé, 47
linedarné nezavislé, 32
ortogonalni, 52
ortonormalni, 53
véta
Frobeniova, 66
vlastni
c¢islo, 78
vektor, 78
vlastni podprostor, 79
vnitiek mnoziny, 127
vnitini bod mnoziny, 127
vrchol, 186
vrstevnice funkce, 110
vychylend hodnota, 171

zakladni podprostory matice, 38
zobrazeni, 2

afinni, 47

linearni, 35

spojité, 111
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