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ČVUT v Praze



O čem je lineárńı programováńı (LP)

• Minimalizujeme lineárńı funkci p̌ri lineárńıch omezeńıch

• Často je nutné formulovat podḿınky celoč́ıselnosti

• Sťretává se zde spojitá a kombinatorická optimalizace

Aplikace

• Optimalizace produkčńıch/dopravńıch kapacit

• Nejlepš́ı p̌rǐrazeńı

• Toky v śıti

• Teorie her

• Regrese a aproximace
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Plán

1. Formulace úloh a jazyk LP

2. Množina p̌ŕıpustných řešeńı – konvexńı polyedr

3. Jak nalézt řešeńı – simplexový algoritmus

4. Duálńı úlohy

5. Aplikace

6. Celoč́ıselné LP
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Základńı pojmy a p̌ŕıklady



Definice úlohy LP a jej́ı maticový tvar

Úloha LP

Minimalizuj c1x1 + · · ·+ cnxn

za podḿınek ai1x1 + · · ·+ ainxn ≥ bi , i = 1, . . . ,m

• Soustava lineárńıch nerovnic určuje p̌ŕıpustná řešeńı

• Maticový zápis pro A ∈ Rm×n, b ∈ Rm a c ∈ Rn je

min{cTx | Ax ≥ b, x ∈ Rn}

• Uvedený tvar úlohy LP postihuje nerovnosti ≤ i rovnosti
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Transformace do rovnicového tvaru

Rovnicový tvar úlohy LP

min{cTx | Ax = b, x ≥ 0}

Každou úlohu LP p̌revedeme do tohoto tvaru pomoćı 2 úprav:

1. Přidáńı nezáporné slackové proměnné pro každé omezeńı ve

tvaru nerovnosti ≤
2. Vyjáďreńı neomezené reálné proměnné x jako x = x+ − x−,

kde x+ ≥ 0 a x− ≥ 0
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Typické úlohy

Minimalizace náklad̊u na mix surovin x

• c je vektor jednotkových cen surovin

• A udává množstv́ı látky i obsažené v surovině j

• b udává požadované množstv́ı jednotlivých látek v mixu

Minimalizuj celkovou cenu cTx za podḿınek Ax ≥ b, x ≥ 0

Maximalizace zisku z vyráběných produkt̊u x

• c je vektor jednotkových zisk̊u z prodeje produkt̊u

• A udává spoťrebu materiálu i p̌ri výrobě produktu j

• b udává disponibilńı množstv́ı jednotlivých materiál̊u

Maximalizuj celkový zisk cTx za podḿınek Ax ≤ b, x ≥ 0
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Regresńı problém s vychýlenými hodnotami

• Prokládáme data (xi , yi ), i = 1, . . . ,m, vhodnou lineárńı

regresńı funkćı

f (x ,θ) = θ1φ1(x) + · · ·+ θnφn(x)

• Malá část hodnot yi p̌redstavuje outliers (vychýlené hodnoty)

• Nechceme, aby takové hodnoty p̌ŕılǐs ovlivnily odhad θ

Úloha robustńı regrese

Minimalizuj
m∑
i=1

|yi − f (xi ,θ)|, kde θ ∈ Rn
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Minimaxový problém

• Aproximace složité funkce reálné proměnné polynomem

f (x ,θ) s koeficienty θ ∈ Rn

• Funkci známe v bodech xi , kde má hodnoty yi

• Chceme garanci, že chyba aproximace v každém bodě bude

nejmenš́ı možná

Úloha na minimax

Minimalizuj
m

max
i=1

|yi − f (xi ,θ)|, kde θ ∈ Rn

Obě p̌redchoźı úlohy lze formulovat jako hledáńı p̌ribližného řešeńı

p̌reurčené soustavy lineárńıch rovnic.
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Normy



Jak mě̌rit velikost vektoru?

Definice

Funkce

x ∈ Rn 7→ ∥x∥ ∈ [0,∞)

je norma, pokud plat́ı:

• ∥x∥ = 0 právě tehdy, když x = 0

• ∥αx∥ = |α|∥x∥ pro každé α ∈ R a x ∈ Rn

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ pro každé x, y ∈ Rn
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p-normy

∥x∥p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)
1
p , p ≥ 1

Tři d̊uležité normy

Manhattanská ∥x∥1 = |x1|+ · · ·+ |xn|
Eukleidovská ∥x∥2 =

√
x21 + · · ·+ x2n

Čebyševova ∥x∥∞ = lim
p→∞

∥x∥p = max{|x1|, . . . , |xn|}

• Plat́ı ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤ ∥x∥1
• Existuj́ı normy, které nejsou p-normy
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Jednotkové sféry ťŕı norem

{x ∈ Rn | ∥x∥p = 1}, kde p = 1, 2,∞

10 10 10
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Přibližné řešeńı p̌reurčené soustavy v r̊uzných normách

Hledejme řešeńı úlohy min
x∈Rn

∥Ax− b∥p pro p = 1, 2,∞.

p = 1

Problém min
x∈Rn

m∑
i=1

|aTi x− bi | lze formulovat jako úlohu LP.

p = 2

Úloha má řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u.

p = ∞
Problém min

x∈Rn

m
max
i=1

|aTi x− bi | lze formulovat jako úlohu LP.
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Transformace na úlohy LP



Konvexńı po částech afinńı funkce

Funkce f : Rn → R tvaru

f (x) =
k

max
i=1

(cTi x+ di ), ci ∈ Rn, di ∈ R .

−4 −2 1 5

2

f(x)

x

12



Minimalizace konvexńı po částech afinńı funkce

Následuj́ıćı dvě úlohy jsou ekvivalentńı:

Úloha 1

Minimalizuj
k

max
i=1

(cTi x+ di ) z.p. Ax ≥ b, x ∈ Rn

Úloha 2

Minimalizuj y z.p. Ax ≥ b, cTi x+ di ≤ y ∀i , (x, y) ∈ Rn+1
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Řešeńı p̌reurčené soustavy pomoćı LP

Řešeńı úlohy min
x∈Rn

∥Ax− b∥p pro p = 1,∞ se nalezne takto:

p = ∞
Problém min

x∈Rn

m
max
i=1

|aTi x− bi | lze formulovat jako úlohu LP:

Minimalizuj y z.p. −y ≤ aTi x− bi ≤ y ∀i

p = 1

Problém min
x∈Rn

m∑
i=1

|aTi x− bi | lze formulovat jako úlohu LP:

Minimalizuj
m∑
i=1

yi z.p. −yi ≤ aTi x− bi ≤ yi ∀i
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Př́ıklad – robustńı regrese (1)

Odhadujeme neznámé parametry θ ∈ R3 lineárńı regresńı funkce

f (a1, a2, θ1, θ2, θ3) = θ1a1 + θ2a2 + θ3

na základě pozorováńı ai1, ai2 a bi .
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Př́ıklad – robustńı regrese (2)

Původńı úloha

Minimalizuj
11∑
i=1

|bi − θ1ai1 + θ2ai2 + θ3| za podḿınky θ ∈ R3

Ekvivalentńı LP

Minimalizuj
11∑
i=1

yi za podḿınek θ ∈ R3

−yi ≤ bi − θ1ai1 + θ2ai2 + θ3 ≤ yi i = 1, . . . , 11
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