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Vlastni &isla a vlastni vektory

Necht pro matici A € R"*", nenulovy vektor v € C" a X\ € C plati

Av = \v.
Pak A je matice A a v je pFislugny .
A je vlastni ¢islo v je vlastni vektor

det(A — Al) =0 v € null(A — Al



Diagonalizovatelné matice

Definujme

A = diag(A1,...,A\n) a V=|vi...vp].

e Plati AV = VA.
o Matice A je pokud je V reguldrni.

Spektralni rozklad

Pro diagonalizovatelnou matici A platf

A =VAV! a A=V 1Av.



Spektralni rozklad symetrické matice

Véta
Pro matici A € R"*" jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

e A je symetricka.
o Kazdé vlastni &islo matice A je redlné a existuje ortonormalni

mnozina vlastnich vektorii vi,...,v, matice A.

Tedy pro redlnou symetrickou matici A je matice V = [vy ... v,]
dokonce ortogonalni a platf

A=VAVT = \viv] 4+ A



Spektralni rozklad symetrické matice — interpretace (1)

A=VAVT

Interpretace

e Matice V a VT jsou ortogonalni

e Matice V tak vyjadfuje nap¥. rotaci a matice V' predstavuje
rotaci v opaéném sméru

Vektor Ax tak najdeme pomoci zrotovaného vektoru VTx, na ktery
aplikujeme skalovani matici A a opacnou rotaci V:

Ax = VAV "x



Spektralni rozklad symetrické matice — interpretace (2)

n
A= E )\,-v,-v,-T
i=1

Interpretace

o Kazdy scitanec v,-v;r je az na ndsobek \; ortogonalni projektor
na primku se smérem v;

e Matice A je tedy vaZzeny soulet ortogonalnich projektori

na vzdjemné kolmé p¥imky uréené sméry v;

Vektor Ax tak najdeme jeho vyjadfenim v ortonormalni bazi
(v1,...,v,) a Skdlovanim pomoci vlastnich &isel Aq, ..., Ay

Ax = Z Ai(v] x)v;
i=1



Jak podcitat vlastni &isla?

Z3kladni metoda pro vypodet vlastnich &isel matice A € R"*" je
QR algoritmus:

1. A=A, i =0
2. Dokud neni splnéna ukonéovaci podminka:
2.1 Sestroj QR rozklad, A; = QR

22 A1 =RQ
23 i=1i+1
Tvrzeni
Matice Ag, Ay, ... maji stejné spektrum.



QR algoritmus

e Algoritmus konverguje téméF ve vsech pfipadech k blokové
horni trojihelnikové matici s bloky o velikosti 1 a 2

e Ukazka faktorii R pro ndhodnou matici A € R390%500

(iterace 50, 500 a 2000)




Pozitivni semidefinitnost

Matice A € R™" je , pokud

x'Ax >0 pro kazdy x € R".

Tvrzeni

Pro symetrickou matici A € R™™" jsou tato tvrzeni ekvivalentni.
1. A pozitivné semidefinitni.

2. Vlastni &isla matice A jsou nezaporna.

3. Existuje matice B € R™" takova, e A = B'B.
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. V8echny hlavni minory matice A jsou nezdporné.



Pozitivni definitnost

Matice A € R™" je , pokud

x"Ax >0 pro kazdy x € R"\{0}.

Tvrzeni

Pro symetrickou matici A € R™" jsou tato tvrzeni ekvivalentni.

1. A pozitivné definitni.
2. Vlastni &isla matice A jsou kladna.
3. Existuje reguldrni matice B € R"*" takovd, e A = B'B.

4. VSechny vid¢i hlavni minory matice A jsou kladné.



Choleského rozklad

Véta

Necht A € R"™" je symetrickd. Je-li A pozitivn& semidefinitni,
potom existuje horni trojuhelnikovd matice R € R"*" tak, Ze

A=R'R.

Je-li A pozitivné definitni, je takova matice R jedina.

Aplikace pro symetrickou pozitivné definitni matici A:

e Redeni soustavy Ax = b

e |nvertovani matice A
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Definitnost

Matice A € R™" je

e negativn& semidefinitni, pokud xTAx < 0 pro ka?dé x € R",
e negativné definitni, pokud xTAx < 0 pro kazdé x € R"\{0},
e indefinitni, existuje-li x,y € R" tak, e xTAx < 0 < y'Ay.

Pozorovani

A je negativné definitni, prdvé kdyZ —A je pozitivné definitni.
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Kvadratické formy

je homogenni polynom f: R" — R stupné 2,

n n
f(x):xTAx:ZZa;jx,-xj-, AcR™",
i=1 j=1

Poznamka
Pro kazdou kvadratickou formu 7: R"” — R existuje symetricka
matice A € R"*" takovd, Ze f(x) = x" Ax.

kvadratické formy f odpovida definitnosti matice A.
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Extrémy kvadratické formy

Tvrzeni

UvaZujme kvadratickou formu f(x) = xT Ax, kde A € R™".

e Je-li f pozitivné semidefinitni, pak ma f v bodé 0 minimum.
e Je-li f pozitivné definitni, pak ma f v bod& 0 ostré minimum.

e Je-li f indefinitni, pak f nema minimum ani maximum.

Analogicky pro negativn& semidefinitni matice/maximum.
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Ptiklad: kvadratické formy s diagonalni matici pro n =2

g(y) =y Ay = Ay + -+ Aoy
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Diagonalizace kvadratické formy

Tvrzeni

Pro kaZdou kvadratickou formu f se symetrickou matici A
existuje kvadraticka forma g s diagonalni matici A tak, Ze
f(x) = g(VTx), kde A = VAVT je spektrélni rozklad.

e Transformace x — VTx je rotace, reflexe nebo jejich slozenf

e Forma f ma jednodu$si popis v novém soufadném systému
tvofeném ortonomalni bazi ze sloupci V

ii5)



Ptiklad: vrstevnice kvadratické formy pro n =2

Elipsa

e Vrstevnice vysky 1 kvadratické formy f(x) = x" Ax s pozitivné
definitni matici A € R? je poototena elipsa

e Elipsa ma osy ve sméru vlastnich vektorli vi a vy

1 1

o vEeVsvs

e Délky poloos elipsy jsou
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Kvadraticka funkce

je polynom f: R” — R druhého stupné,
f(x) =x"Ax+b'x+c,

kde A € R™" je symetrickd, b€ R" a c € R.

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce?

Ma-li kvadraticka funkce extrém, existuji xg € R"” a yp takové, Ze
x"Ax+ b x + ¢ = (x — x0) TA(x — x0) + yo.

Potom je f aZ na posunuti a konstantu kvadraticka forma, o typu
extrému v bodé xg rozhodneme podle definitnosti matice A.
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Kvadriky

je vrstevnice vysky 0 kvadratické funkce, tj. mnoZina

{x eR" | x"Ax+b'x+ c =0}

Specialni pfFipady
° (A je pozitivn& definitni)
o (pro n = 2)
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