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Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Nechť pro matici A ∈ Rn×n, nenulový vektor v ∈ Cn a λ ∈ C plat́ı

Av = λv.

Pak λ je vlastńı č́ıslo matice A a v je vlastńı vektor p̌ŕıslušný λ.

λ je vlastńı č́ıslo

det(A− λI) = 0

v je vlastńı vektor

v ∈ null(A− λI)
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Diagonalizovatelné matice

Definujme

Λ = diag(λ1, . . . , λn) a V = [v1 . . . vn].

• Plat́ı AV = VΛ.

• Matice A je diagonalizovatelná pokud je V regulárńı.

Spektrálńı rozklad

Pro diagonalizovatelnou matici A plat́ı

A = VΛV−1 a Λ = V−1AV.
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Spektrálńı rozklad symetrické matice

Věta

Pro matici A ∈ Rn×n jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

• A je symetrická.

• Každé vlastńı č́ıslo matice A je reálné a existuje ortonormálńı

množina vlastńıch vektor̊u v1, . . . , vn matice A.

Tedy pro reálnou symetrickou matici A je matice V = [v1 . . . vn]

dokonce ortogonálńı a plat́ı

A = VΛVT = λ1v1v
T
1 + · · ·+ λnvnv

T
n .
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Spektrálńı rozklad symetrické matice – interpretace (1)

A = VΛVT

Interpretace

• Matice V a VT jsou ortogonálńı

• Matice V tak vyjaďruje nap̌r. rotaci a matice VT p̌redstavuje

rotaci v opačném směru

Vektor Ax tak najdeme pomoćı zrotovaného vektoru VTx, na který

aplikujeme škálováńı matićı Λ a opačnou rotaci V:

Ax = VΛVTx
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Spektrálńı rozklad symetrické matice – interpretace (2)

A =
n∑

i=1

λiviv
T
i

Interpretace

• Každý sč́ıtanec viv
T
i je až na násobek λi ortogonálńı projektor

na p̌ŕımku se směrem vi

• Matice A je tedy vážený součet ortogonálńıch projektor̊u

na vzájemně kolmé p̌ŕımky určené směry vi

Vektor Ax tak najdeme jeho vyjáďreńım v ortonormálńı bázi

(v1, . . . , vn) a škálováńım pomoćı vlastńıch č́ısel λ1, . . . , λn:

Ax =
n∑

i=1

λi (v
T
i x)vi
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Jak poč́ıtat vlastńı č́ısla?

Základńı metoda pro výpočet vlastńıch č́ısel matice A ∈ Rn×n je

QR algoritmus:

1. A0 := A, i := 0

2. Dokud neńı splněna ukončovaćı podḿınka:

2.1 Sestroj QR rozklad, Ai = QR

2.2 Ai+1 := RQ

2.3 i := i + 1

Tvrzeńı

Matice A0,A1, . . . maj́ı stejné spektrum.
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QR algoritmus

• Algoritmus konverguje témě̌r ve všech p̌ŕıpadech k blokově

horńı trojúhelńıkové matici s bloky o velikosti 1 a 2

• Ukázka faktor̊u R pro náhodnou matici A ∈ R500×500

(iterace 50, 500 a 2000)
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Pozitivńı semidefinitnost

Matice A ∈ Rn×n je pozitivně semidefinitńı, pokud

xTAx ≥ 0 pro každý x ∈ Rn.

Tvrzeńı

Pro symetrickou matici A ∈ Rn×n jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı.

1. A pozitivně semidefinitńı.

2. Vlastńı č́ısla matice A jsou nezáporná.

3. Existuje matice B ∈ Rn×n taková, že A = BTB.

4. Všechny hlavńı minory matice A jsou nezáporné.
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Pozitivńı definitnost

Matice A ∈ Rn×n je pozitivně definitńı, pokud

xTAx > 0 pro každý x ∈ Rn \{0}.

Tvrzeńı

Pro symetrickou matici A ∈ Rn×n jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı.

1. A pozitivně definitńı.

2. Vlastńı č́ısla matice A jsou kladná.

3. Existuje regulárńı matice B ∈ Rn×n taková, že A = BTB.

4. Všechny v̊udč́ı hlavńı minory matice A jsou kladné.
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Choleského rozklad

Věta

Nechť A ∈ Rn×n je symetrická. Je-li A pozitivně semidefinitńı,

potom existuje horńı trojúhelńıková matice R ∈ Rn×n tak, že

A = RTR.

Je-li A pozitivně definitńı, je taková matice R jediná.

Aplikace pro symetrickou pozitivně definitńı matici A:

• Řešeńı soustavy Ax = b

• Invertováńı matice A
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Definitnost

Matice A ∈ Rn×n je

• negativně semidefinitńı, pokud xTAx ≤ 0 pro každé x ∈ Rn,

• negativně definitńı, pokud xTAx < 0 pro každé x ∈ Rn \{0},
• indefinitńı, existuje-li x, y ∈ Rn tak, že xTAx < 0 < yTAy.

Pozorováńı

A je negativně definitńı, právě když −A je pozitivně definitńı.
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Kvadratické formy

Kvadratická forma je homogenńı polynom f : Rn → R stupně 2,

f (x) = xTAx =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj , A ∈ Rn×n .

Poznámka

Pro každou kvadratickou formu f : Rn → R existuje symetrická

matice A ∈ Rn×n taková, že f (x) = xTAx.

Definitnost kvadratické formy f odpov́ıdá definitnosti matice A.
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Extrémy kvadratické formy

Tvrzeńı

Uvažujme kvadratickou formu f (x) = xTAx, kde A ∈ Rn×n.

• Je-li f pozitivně semidefinitńı, pak má f v bodě 0 minimum.

• Je-li f pozitivně definitńı, pak má f v bodě 0 ostré minimum.

• Je-li f indefinitńı, pak f nemá minimum ani maximum.

Analogicky pro negativně semidefinitńı matice/maximum.
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Př́ıklad: kvadratické formy s diagonálńı matićı pro n = 2

g(y) = yTΛy = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n

−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
−2

−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

g(y) = y21 + y22 g(y) = −y21 − y22 g(y) = y21 − y22

Λ =

[
1 0

0 1

]
Λ =

[
−1 0

0 −1

]
Λ =

[
1 0

0 −1

]

14



Diagonalizace kvadratické formy

Tvrzeńı

Pro každou kvadratickou formu f se symetrickou matićı A

existuje kvadratická forma g s diagonálńı matićı Λ tak, že

f (x) = g(VTx), kde A = VΛVT je spektrálńı rozklad.

• Transformace x 7→ VTx je rotace, reflexe nebo jejich složeńı

• Forma f má jednoduš̌śı popis v novém soǔradném systému

tvǒreném ortonomálńı báźı ze sloupc̊u V
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Př́ıklad: vrstevnice kvadratické formy pro n = 2

Elipsa

• Vrstevnice výšky 1 kvadratické formy f (x) = xTAx s pozitivně

definitńı matićı A ∈ R2 je pootočená elipsa

• Elipsa má osy ve směru vlastńıch vektor̊u v1 a v2

• Délky poloos elipsy jsou 1√
λ1

a 1√
λ2

e1
0

v2

v1

e2

xTAx = 1
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Kvadratická funkce

Kvadratická funkce je polynom f : Rn → R druhého stupně,

f (x) = xTAx+ bTx+ c ,

kde A ∈ Rn×n je symetrická, b ∈ Rn a c ∈ R.

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce?

Má-li kvadratická funkce extrém, existuj́ı x0 ∈ Rn a y0 takové, že

xTAx+ bTx+ c = (x− x0)
TA(x− x0) + y0.

Potom je f až na posunut́ı a konstantu kvadratická forma, o typu

extrému v bodě x0 rozhodneme podle definitnosti matice A.
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Kvadriky

Kvadrika je vrstevnice výšky 0 kvadratické funkce, tj. množina

{x ∈ Rn | xTAx+ bTx+ c = 0}.

Speciálńı p̌ŕıpady

• Elipsoid (A je pozitivně definitńı)

• Kuželosečka (pro n = 2)
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