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Jak urcit vzdalenost bodu od afinniho podprostoru?

UvaZujme bod z € R™ a afinni podprostor A C R™.

e Minimalizujeme funkci f(x) = ||z — x|| za omezeni x € A
e To je tloha spojité optimalizace, protoze omezeni x € A Fika,
ze A je mnozinou ¥eSeni n&jaké soustavy Ax = b

e \/zdalenost bodu z od A je optimalni hodnota této ulohy

A

Ulohu nejprve vyreSime pro linedrni podprostor A.



Ortogonalita podprostort

Vektor y € R™ je Podprostory X, Y C R™ jsou
X CR™ jeliy L x ,je-liy L X pro
pro kazdé x € X. Piseme y L X. viechnay € Y. Piseme X L Y.

y Y
X

X

Postfehy
e Pokud X LY, potom XNY = {0}

e span(X U Y) miZe byt podprostor men3i nez R"™



Ortogonalni doplnék

Necht X C R™ je linedrni podprostor.
podprostoru X je linedrni podprostor

Xt={yeR"|y L X}

Zakladni fakta

0 o XN X+ ={0}

o dmX +dimXt=m
o (XH)t=X




Ortogonalni doplitky fundamentalnich podprostorii matice

Tvrzeni

Pro kaZdou matici A € R™*" plati

(mgA)t = null AT a (nullA)t = mgAT.

Disledek pro existenci feSeni soustavy linedrnich rovnic:

e Bud m3 soustava Ax = b n&jaké ¥eSeni x € R”,
e anebo existuje nenulové Fefeni y € R™ soustavy ATy = 0
spliiujici y Y b.



Pro€¢ nema soustava Ax = b Zadné feseni?

A=]10 1 -1 b=|0

Napt. proy = (1,2,3) platif ATy =0ay f b.



Ortogonalni projekce na podprostor

Definice

vektoru z € R™ na linedrni podprostor
X CR™ je vektor x € X takovy, Zze (z —x) L X.

X

Vektor z — x se nazyva kolmice (také chybovy vektor, rejekce).



Vzdalenost bodu od linearniho podprostoru

Véta o kolmici

Necht x € X je ortogonalni projekce vektoru z € R™ na linedrni
podprostor X C R™. Plati:

e lz—x|<llz—yll VYyeX, y#x

e Vektor x je jednoznaéné uréen.

Vzdélenost bodu z od podprostoru X je tedy ||z — x||.



Ortogonalni projekce na podprostor s ortonormalni bazi

Véta
Necht ma matice U € R™*" ortonormalni sloupce u1, ..., u,
a X = rngU. Ortogondlni projekci vektoru z € R™ na X je vektor

x=UU"z=(u/2)u; +-- + (u)2)u,

X =rgU



Ptiklad: ortogonalni projekce na pfimku

Ortogonalni projekce vektoru z € R™ na p¥imku prochazejici
pocatkem se sm&rovym vektorem a € R je vektor




Ortogonalni projektor

e Necht mad matice U € R™*" ortonormalni sloupce

° je &tvercova matice P = UUT
Vlastnosti
1. Matice P je idempotentni a symetricka:
P=P>=P".

2. Plati:
rng P =rngU a rng P L null P.

Prvni podminka charakterizuje ortogondlni projektory mezi
¢tvercovymi maticemi.
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Ortogonalni projekce na ortogonalni doplnék

Tvrzeni

1. Kolmice z — x je ortogonalni projekci vektoru z na X,
2. Matice | — UUT je ortogonalni projektor na X*.

3. Vzdélenost bodu z od podprostoru X+ je ||x|| = [[U"z]|.

X =rmgU =rgP

X+ =nullUT = null P
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Prostor R” jako direktni soucet X a Xt

X =rmgU

X+ =nullUT

Tvrzeni

XNXt={0} a X+XLt=R"
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Ortogonalni projekce — shrnuti

Hleddme ortogonalni projekci vektoru z € R™ na linearni
podprostor X C R generovany bazi (ai,...,a,):

e Nalezneme ortonormalni bazi pro X (sloupce matice U)
pomoci QR rozkladu

e Dostaneme komplementarni dvojici ortogonalnich projektort
UUTal—UUT na X a X+t

e Tim nalezneme i vzdalenosti vektoru z k ob&ma podprostoriim

Pozdéji odvodime podobu ortogondlnich projektori p¥fimo pomoci
libovolné baze prostoru X.
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Ortogonalni reflektor

Zrcadleni kolem nadroviny s jednotkovou normdlou u vyjadfuje
Householderova matice H, = 1 — 2uu’ = I — 2P. Je to ortogonalni
symetrickd matice (tzv. ortogonalni reflektor).

X2

X1
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Vzdalenost bodu z od afinniho podprostoru A

A=nullUT + xg

Vyjadd¥ime A= {x € R™ | UTx = b} = nullUT + xo,
kde U ma ortonormalni sloupce a xq spliiuje UTxg = b

Vezmeme ortogonalni projektor P =1 — UUT na nullUT
o Ztejm& x = xg + P(z — xq)

Hledana vzdalenost je ||z — x|| = [[UTz — b|
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