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Jak určit vzdálenost bodu od afinńıho podprostoru?

Uvažujme bod z ∈ Rm a afinńı podprostor A ⊆ Rm.

• Minimalizujeme funkci f (x) = ∥z− x∥ za omezeńı x ∈ A

• To je úloha spojité optimalizace, protože omezeńı x ∈ A ř́ıká,

že A je množinou řešeńı nějaké soustavy Ax = b

• Vzdálenost bodu z od A je optimálńı hodnota této úlohy

z

x1

A
x2

Úlohu nejprve vy̌reš́ıme pro lineárńı podprostor A.
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Ortogonalita podprostor̊u

Vektor y ∈ Rm je ortogonálńı na

podprostor X ⊆ Rm, je-li y ⊥ x

pro každé x ∈ X . Ṕı̌seme y ⊥ X .

0

y

X

Podprostory X ,Y ⊆ Rm jsou

ortogonálńı, je-li y ⊥ X pro

všechna y ∈ Y . Ṕı̌seme X ⊥ Y .

X
Y

0

Posťrehy

• Pokud X ⊥ Y , potom X ∩ Y = {0}
• span(X ∪ Y ) může být podprostor menš́ı než Rm
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Ortogonálńı doplněk

Nechť X ⊆ Rm je lineárńı podprostor.

Ortogonálńı doplněk podprostoru X je lineárńı podprostor

X⊥ = {y ∈ Rm | y ⊥ X}.

X⊥

0

X

Základńı fakta

• X ∩ X⊥ = {0}
• dimX + dimX⊥ = m

• (X⊥)⊥ = X
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Ortogonálńı doplňky fundamentálńıch podprostor̊u matice

Tvrzeńı

Pro každou matici A ∈ Rm×n plat́ı

(rngA)⊥ = nullAT a (nullA)⊥ = rngAT.

Důsledek pro existenci řešeńı soustavy lineárńıch rovnic:

• Buď má soustava Ax = b nějaké řešeńı x ∈ Rn,

• anebo existuje nenulové řešeńı y ∈ Rm soustavy ATy = 0

splňuj́ıćı y ̸⊥ b.
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Př́ıklad

Proč nemá soustava Ax = b žádné řešeńı?

A =

−3 1 2

0 1 −1

1 −1 0

 b =

 1

0

−1


Nap̌r. pro y = (1, 2, 3) plat́ı ATy = 0 a y ̸⊥ b.
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Ortogonálńı projekce na podprostor

Definice

Ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na lineárńı podprostor

X ⊆ Rm je vektor x ∈ X takový, že (z− x) ⊥ X .

z

x

z− x

X

Vektor z− x se nazývá kolmice (také chybový vektor, rejekce).
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Vzdálenost bodu od lineárńıho podprostoru

Věta o kolmici

Nechť x ∈ X je ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na lineárńı

podprostor X ⊆ Rm. Plat́ı:

• ∥z− x∥ < ∥z− y∥ ∀y ∈ X , y ̸= x

• Vektor x je jednoznačně určen.

z

x

z− x

X y

Vzdálenost bodu z od podprostoru X je tedy ∥z− x∥.
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Ortogonálńı projekce na podprostor s ortonormálńı báźı

Věta

Nechť má matice U ∈ Rm×n ortonormálńı sloupce u1, . . . ,un
a X = rngU. Ortogonálńı projekćı vektoru z ∈ Rm na X je vektor

x = UUTz = (uT1 z)u1 + · · ·+ (uTn z)un

z

x

z− x

X = rngU

u1 u2

8



Př́ıklad: ortogonálńı projekce na p̌ŕımku

Ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na p̌ŕımku procházej́ıćı

počátkem se směrovým vektorem a ∈ Rm je vektor

x =
(aTz)a

aTa
.

z

x

a
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Ortogonálńı projektor

• Nechť má matice U ∈ Rm×n ortonormálńı sloupce

• Ortogonálńı projektor je čtvercová matice P = UUT

Vlastnosti

1. Matice P je idempotentńı a symetrická:

P = P2 = PT.

2. Plat́ı:

rngP = rngU a rngP ⊥ nullP.

Prvńı podḿınka charakterizuje ortogonálńı projektory mezi

čtvercovými maticemi.
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Ortogonálńı projekce na ortogonálńı doplněk

Tvrzeńı

1. Kolmice z− x je ortogonálńı projekćı vektoru z na X⊥.

2. Matice I−UUT je ortogonálńı projektor na X⊥.

3. Vzdálenost bodu z od podprostoru X⊥ je ∥x∥ = ∥UTz∥.

X⊥ = nullUT = nullP

z

x

z− x

X = rngU = rngP
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Prostor Rm jako direktńı součet X a X⊥

X⊥ = nullUT

z

x

z− x

X = rngU

Tvrzeńı

X ∩ X⊥ = {0} a X + X⊥ = Rm

12



Ortogonálńı projekce – shrnut́ı

Hledáme ortogonálńı projekci vektoru z ∈ Rm na lineárńı

podprostor X ⊆ Rm generovaný báźı (a1, . . . , an):

• Nalezneme ortonormálńı bázi pro X (sloupce matice U)

pomoćı QR rozkladu

• Dostaneme komplementárńı dvojici ortogonálńıch projektor̊u

UUT a I−UUT na X a X⊥

• T́ım nalezneme i vzdálenosti vektoru z k oběma podprostor̊um

Později odvod́ıme podobu ortogonálńıch projektor̊u p̌ŕımo pomoćı

libovolné báze prostoru X .
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Ortogonálńı reflektor

Zrcadleńı kolem nadroviny s jednotkovou normálou u vyjaďruje

Householderova matice Hu = I− 2uuT = I− 2P. Je to ortogonálńı

symetrická matice (tzv. ortogonálńı reflektor).

x1

x2

u

f(x)

x
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Vzdálenost bodu z od afinńıho podprostoru A

0

z− x0

x− x0

nullUT

z

x

A = nullUT + x0

x0

• Vyjáďŕıme A = {x ∈ Rm | UTx = b} = nullUT + x0,

kde U má ortonormálńı sloupce a x0 splňuje UTx0 = b

• Vezmeme ortogonálńı projektor P = I−UUT na nullUT

• Zřejmě x = x0 + P(z− x0)

• Hledaná vzdálenost je ∥z− x∥ = ∥UTz− b∥
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