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Co maji spole¢ného tato linearni zobrazen
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Ortogonalita



Eukleidovsky prostor R”

e Standardni skalarni sou&in
x'y =x1y1 + - + Xn¥n
e Eukleidovskd norma
Xl = VXTx = /3 4+ 4 2
e Eukleidovskd metrika

d(x,y) =[x —y|l

Cauchyho-Schwarzova a trojihelnikova nerovnost

[xTyl < [Ix[l]ly] [+ yll < lIx]l + [lyll



Uhel mezi dvéma vektory

mezi nenulovymi vektory x a y je &islo ¢ € [0, 7] spliiujici

XTy

Iyl

cos

Geometricky vyznam skalarniho sou&inu x"y = ||x||||y|| cos ¢

Cislo ||x|| cos ¢ je orientovana délka pravotihlého priimétu
vektoru x na p¥imku span{y}

Specidlng: pokud |ly|| = 1, ten primét je vektor (x'y)y. 3



Ortogonalni vektory

Vektory x a y jsou (pigeme x L y) pokud xTy = 0.
Vektory xi, ..., Xy jsou pokud x; L x; pro i # j.

Specidlné: 0 L x pro kazdy vektor x.

Pythagorova véta
Pro vektory x,y plati:

2 2 2
xLy & lx+yll® =l + llyll*



Ortonormalni vektory

Ortogondlni vektory ug, ..., uk jsou pokud spliuji
Juf = -+ = Jlugl] = 1.

Diilezita fakta
e Ortonormalni vektory jsou linedrné nezavislé
e Tedy tvofi tzv.

° jsou soufadnice vektoru
x € span{uy,...,ux} v této bazi a plati

X = (qu)ul 4+t (uzx)uk

Pozorovani: vektor (ulx)u; je pravothly prim&t x na span{u;}



Matice U € R™*" s ortonormalnimi sloupci

e Ekvivalentn&: UTU = |

o Nutné plati m > n diky linedrni nezdvislosti sloupcii
Tvrzeni
UvaZujme linedrni zobrazeni f(x) = Ux. Potom f zachovava:

1. skalarni soutin, f(x)Tf(y) = x"y,
2. délku vektord, |[f(x)| = [|x]|,

3. Uhel mezi nenulovymi vektory.

Linearni zobrazeni f spliiujici ||f(x)| = ||x]| je



Ortogonalni matice

Definice

je matice U € R"*" s ortonormalnimi sloupci.

N3asledujici vlastnosti ¢tvercové matice U jsou ekvivalentni:

1. U je ortogonalni

2. UT=uU"!

3. UUT =1

4. U m3a ortonormalni ¥adky
5

. UT je ortogonalni



Ptiklady ortogonalnich matic




Rota¢ni matice v R?

Rotace f vektoru v roviné kolem pocatku o thel ¢ proti sméru
hodinovych rudicek je vyjadfena matici

cosp —singp
sinp  cosp

/x SO:%
0 -1
X1 1 0




Permutaéni matice v R”

Permutacni matice je matice, jejiz sloupce jsou permutované
vektory standardni baze. Nap¥. v R3 mdme

O = O

0 1
[63 e 62} =10 0
1 0
e3 e3

e €2 e €2



Matice zrcadleni v R?

Zrcadleni (reflexe) f vektoru v roving kolem p¥imky prochazejici
potatkem a sm&rnici tan(%) je vyjadfeno matici

cos  singp
sinp —cosp

X2
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Householderova matice

Zrcadleni v R"” kolem nadroviny s jednotkovou normalou u
prochdzejici potatkem vyjadfuje matice

Hy, =1 —2uu’

X2

X1
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QR rozklad a jeho aplikace




Proc jsou ortogonalni matice preferovany ve vypocétech?

Princip
Vystup numerického algoritmu by nemél byt zatizen dodatecnou
neurditosti nad neurcitost vstupnich dat.

e Ortogonalni matice U zachovava chyby na vstupu

e Pokud je presnd hodnota x = x’ + e, kde x’ je p¥iblizng
spoditand hodnota a e je chyba, pak

Ux = U(x' + e) = Ux' + Ue

o Velikost chyby zlstane stejnd, protoze ||Ue| = ||e]|
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Gram-Schmidtova ortogonalizace

Pro dané linedrné nezdvislé vektory aq,...,a, € R” nalezneme
vektory qi,...,q, € R™ takové, Ze
1. q1,...,q, jsou ortonormalni a

2. plati span{qi,...,qx} = span{ai,...,ax} pro kazdé k < n.

Algoritmus
__a
® 1= o
e Pro k=2,..., n spotti
Q) = ax — Z(Q; ax)q; a qix = I f(”
] qk
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QR rozklad matice s plnou sloupcovou hodnosti

je v tomto p¥ipadé jen maticova formulace
Gram-Schmidtovy ortogonalizace:

Tvrzeni

Pro kaZdou matici A € R™*" s LN sloupci existuje

e matice Q € R™*" s ortonormalnimi sloupci a

e horni troj. matice R € R"*" s kladnou diagondlou spliiujici

A = QR.

e Tento QR rozklad je pro takovou matici jednozna&né& urcen

e Sloupce matice Q tvofi ortonormalni bazi pro rng A
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QR rozklad — plna verze

Véta
Pro kaZdou matici A € R™*" existuje
e ortogonalni matice Q € R™*™ 3
e horni troj. matice R € R™*" s nezdpornou diagonalou
spliiujicf

A = QR.

e Tento QR rozklad nemusi byt jednoznaény

e Numericky stabilni vypotet QR rozkladu je zaloZen na
iterativni aplikaci Householderovych reflexi

ii5)



PIna verze QR rozkladu — p¥iklady

Jedné regularni matice

0 —20 -14 1 0 —20 15| [5 25 —4
3 21 4| = 25 15 12 16| |0 25 10
4 11 =2 20 -9 12 0 0 10

Matice s LN sloupci

1 -1 4 1 -1 1 17[2 3 2
1 4 2| 1|1 1 -1 1||0 5 -2
1 4 2| 2ft 1 1 -1|lo o0 4
1 -1 0 1 -1 -1 -1/ |0 0 O
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QR rozklad — redukovana verze pro m > n

Vynechdme poslednich m — n nulovych ¥adkii matice R, poslednich
m — n sloupcii matice Q a dostaneme A = Q'R’:

e matice Q' € R™*" m3 ortonormalni sloupce

e Ctvercova matice R” € R"" je horni trojihelnikovd

Redukovany QR rozklad matice s LN sloupci
-1 4 1 -1 1

1
2 2
14—2_111—10 5
1 4 201 211 1 1
0 4
1 -1 0 1 -1 -1
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Resi|

me soustavu Ax = b pomoci plného QR rozkladu A = QR:

Ax=b (1)
QRx=b (2)
Q'QRx=Q'b (3)
Rx=Q"b (4)

Pro¢ to funguje?
e Nasobeni ortogondlni matici QT zleva je ekvivalentni dprava
e Soustava (4) je snadno FeSitelnd zp&tnou substituci

N

e Existuji numericky stabilngjsi a presnéjsi implementace
QR rozkladu oproti rychlejsi Gaussové eliminaci
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QR rozklad a rozsifeni na ortonormalni bazi

Pro zadany vektor jednotkové délky a € R” chceme nalézt

ortogonalni matici Q € R™*", jejiz prvni sloupec je a.

ReSeni

T

e PIng QR rozklad a = Qr, kde r = [a o...o} e R™¥ je
horni trojihelnikovd matice s nezdpornou diagondlu

e 7 toho odvodime v =1

e Sloupce Q predstavuji hledané rozsifeni na ortonorm. bazi
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