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Co maj́ı společného tato lineárńı zobrazeńı?
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Ortogonalita



Eukleidovský prostor Rn

• Standardńı skalárńı součin

xTy = x1y1 + · · ·+ xnyn

• Eukleidovská norma

∥x∥ =
√
xTx =

√
x21 + · · ·+ x2n

• Eukleidovská metrika

d(x, y) = ∥x− y∥

Cauchyho-Schwarzova a trojúhelńıková nerovnost

|xTy| ≤ ∥x∥∥y∥ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥
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Úhel mezi dvěma vektory

Úhel mezi nenulovými vektory x a y je č́ıslo φ ∈ [0, π] splňuj́ıćı

cosφ =
xTy

∥x∥∥y∥
.

Geometrický význam skalárńıho součinu xTy = ∥x∥∥y∥ cosφ
Č́ıslo ∥x∥ cosφ je orientovaná délka pravoúhlého pr̊umětu

vektoru x na p̌ŕımku span{y}

0

x

y
y

∥y∥ · ∥x∥ cosφ
φ

Speciálně: pokud ∥y∥ = 1, ten pr̊umět je vektor (xTy)y. 3



Ortogonálńı vektory

Vektory x a y jsou ortogonálńı (ṕı̌seme x ⊥ y) pokud xTy = 0.

Vektory x1, . . . , xk jsou ortogonálńı pokud xi ⊥ xj pro i ̸= j .

Speciálně: 0 ⊥ x pro každý vektor x.

Pythagorova věta

Pro vektory x, y plat́ı:

x ⊥ y ⇔ ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.
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Ortonormálńı vektory

Ortogonálńı vektory u1, . . . ,uk jsou ortonormálńı pokud splňuj́ı

∥u1∥ = · · · = ∥uk∥ = 1.

Důležitá fakta

• Ortonormálńı vektory jsou lineárně nezávislé

• Tedy tvǒŕı tzv. ortonormálńı bázi

• Fourierovy koeficienty jsou soǔradnice vektoru

x ∈ span{u1, . . . ,uk} v této bázi a plat́ı

x = (uT1 x)u1 + · · ·+ (uTk x)uk

Pozorováńı: vektor (uTi x)ui je pravoúhlý pr̊umět x na span{ui}
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Matice U ∈ Rm×n s ortonormálńımi sloupci

• Ekvivalentně: UTU = I

• Nutně plat́ı m ≥ n d́ıky lineárńı nezávislosti sloupc̊u

Tvrzeńı

Uvažujme lineárńı zobrazeńı f(x) = Ux. Potom f zachovává:

1. skalárńı součin, f(x)Tf(y) = xTy,

2. délku vektor̊u, ∥f(x)∥ = ∥x∥,
3. úhel mezi nenulovými vektory.

Lineárńı zobrazeńı f splňuj́ıćı ∥f(x)∥ = ∥x∥ je lineárńı izometrie.
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Ortogonálńı matice

Definice

Ortogonálńı matice je matice U ∈ Rn×n s ortonormálńımi sloupci.

Následuj́ıćı vlastnosti čtvercové matice U jsou ekvivalentńı:

1. U je ortogonálńı

2. UT = U−1

3. UUT = I

4. U má ortonormálńı řádky

5. UT je ortogonálńı
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Př́ıklady ortogonálńıch matic



Rotačńı matice v R2

Rotace f vektoru v rovině kolem počátku o úhel φ proti směru

hodinových ručiček je vyjáďrena matićı[
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]

x1

x2

x

f(x)

φ
φ = π

2[
0 −1

1 0

]
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Permutačńı matice v Rn

Permutačńı matice je matice, jej́ıž sloupce jsou permutované

vektory standardńı báze. Nap̌r. v R3 máme

[
e3 e1 e2

]
=

0 1 0

0 0 1

1 0 0
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Matice zrcadleńı v R2

Zrcadleńı (reflexe) f vektoru v rovině kolem p̌ŕımky procházej́ıćı

počátkem a směrnićı tan(φ2 ) je vyjáďreno matićı[
cosφ sinφ

sinφ − cosφ

]

x1

x2

f(x)

x

tan(φ2 ) = −1, φ = 3
2π[

0 −1

−1 0

]
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Householderova matice

Zrcadleńı v Rn kolem nadroviny s jednotkovou normálou u

procházej́ıćı počátkem vyjaďruje matice

Hu = I− 2uuT
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u
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QR rozklad a jeho aplikace



Proč jsou ortogonálńı matice preferovány ve výpočtech?

Princip

Výstup numerického algoritmu by neměl být zat́ıžen dodatečnou

neurčitost́ı nad neurčitost vstupńıch dat.

• Ortogonálńı matice U zachovává chyby na vstupu

• Pokud je p̌resná hodnota x = x′ + e, kde x′ je p̌ribližně

spoč́ıtaná hodnota a e je chyba, pak

Ux = U(x′ + e) = Ux′ +Ue

• Velikost chyby z̊ustane stejná, protože ∥Ue∥ = ∥e∥
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Gram-Schmidtova ortogonalizace

Pro dané lineárně nezávislé vektory a1, . . . , an ∈ Rm nalezneme

vektory q1, . . . ,qn ∈ Rm takové, že

1. q1, . . . ,qn jsou ortonormálńı a

2. plat́ı span{q1, . . . ,qk} = span{a1, . . . , ak} pro každé k ≤ n.

Algoritmus

• q1 =
a1

∥a1∥

• Pro k = 2, . . . , n spočti

q′k = ak −
k−1∑
i=1

(qTi ak)qi a qk =
q′k

∥q′k∥
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QR rozklad matice s plnou sloupcovou hodnost́ı

QR rozklad je v tomto p̌ŕıpadě jen maticová formulace

Gram-Schmidtovy ortogonalizace:

Tvrzeńı

Pro každou matici A ∈ Rm×n s LN sloupci existuje

• matice Q ∈ Rm×n s ortonormálńımi sloupci a

• horńı troj. matice R ∈ Rn×n s kladnou diagonálou splňuj́ıćı

A = QR.

• Tento QR rozklad je pro takovou matici jednoznačně určen

• Sloupce matice Q tvǒŕı ortonormálńı bázi pro rngA
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QR rozklad – plná verze

Věta

Pro každou matici A ∈ Rm×n existuje

• ortogonálńı matice Q ∈ Rm×m a

• horńı troj. matice R ∈ Rm×n s nezápornou diagonálou

splňuj́ıćı

A = QR.

• Tento QR rozklad nemuśı být jednoznačný

• Numericky stabilńı výpočet QR rozkladu je založen na

iterativńı aplikaci Householderových reflex́ı
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Plná verze QR rozkladu – p̌ŕıklady

Jedné regulárńı matice

0 −20 −14

3 27 −4

4 11 −2

 =
1

25

 0 −20 −15

15 12 −16

20 −9 12


5 25 −4

0 25 10

0 0 10



Matice s LN sloupci
1 −1 4

1 4 −2

1 4 2

1 −1 0

 =
1

2


1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

1 −1 −1 −1



2 3 2

0 5 −2

0 0 4

0 0 0
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QR rozklad – redukovaná verze pro m > n

Vynecháme posledńıch m− n nulových řádk̊u matice R, posledńıch

m − n sloupc̊u matice Q a dostaneme A = Q′R′:

• matice Q′ ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce

• čtvercová matice R′ ∈ Rn×n je horńı trojúhelńıková

Redukovaný QR rozklad matice s LN sloupci
1 −1 4

1 4 −2

1 4 2

1 −1 0

 =
1

2


1 −1 1

1 1 −1

1 1 1

1 −1 −1


2 3 2

0 5 −2

0 0 4
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Řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic pomoćı QR rozkladu

Řeš́ıme soustavu Ax = b pomoćı plného QR rozkladu A = QR:

Ax = b (1)

QRx = b (2)

QTQRx = QTb (3)

Rx = QTb (4)

Proč to funguje?

• Násobeńı ortogonálńı matićı QT zleva je ekvivalentńı úprava

• Soustava (4) je snadno řešitelná zpětnou substitućı

• Existuj́ı numericky stabilněǰśı a p̌resněǰśı implementace

QR rozkladu oproti rychleǰśı Gaussově eliminaci
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QR rozklad a rozš́ı̌reńı na ortonormálńı bázi

Pro zadaný vektor jednotkové délky a ∈ Rn chceme nalézt

ortogonálńı matici Q ∈ Rn×n, jej́ıž prvńı sloupec je a.

Řešeńı

• Plný QR rozklad a = Qr, kde r =
[
α 0 . . . 0

]T
∈ Rn×1 je

horńı trojúhelńıková matice s nezápornou diagonálu

• Z toho odvod́ıme α = 1

• Sloupce Q p̌redstavuj́ı hledané rozš́ı̌reńı na ortonorm. bázi
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