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Lineárńı prostory, matice a soustavy



Lineárńı prostor

• Lineárńı prostor Rn a lineárńı podprostory X ⊆ Rn

• Vektory x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

• Ekvivalentně vektory ṕı̌seme sloupcově x =
[
x1 . . . xn

]T
• Standardńı báze prostoru Rn je (e1, . . . , en)

e1 e2

e3

x = x1e1 + x2e2 + x3e3
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Lineárńı zobrazeńı

• Matice A ∈ Rm×n

• Lineárńı zobrazeńı f : Rn → Rm má podobu

f(x) = Ax

pro nějakou matici A ∈ Rm×n (v závislosti na volbě báze!)

e1 e2

e3

x = x1e1 + x2e2 + x3e3

e1 e2

e3

f(x) = x1f(e1) + x2f(e2) + x3f(e3)
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Lineárńı zobrazeńı: p̌ŕıklad R2 → R2

e1

e2

f(e1)

f(e2)

0 0

f(x) = Ax =

[
1.5 0.5

0 1

]
x
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Sloupcový a řádkový pohled na součin Ax

Vyjáďŕıme A ∈ Rm×n prosťrednictv́ım sloupc̊u a1, . . . , an ∈ Rm×1:

Ax =
[
a1 . . . an

]x1...
xn

 = x1a1 + · · ·+ xnan

Vyjáďŕıme A ∈ Rm×n prosťrednictv́ım řádk̊u aT1 , . . . , a
T
m ∈ R1×n:

Ax =

a
T
1
...

aTm

 x =

a
T
1 x
...

aTmx


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Řešeńı soustavy Ax = b geometricky

Sloupcově

Hledáme vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn splňuj́ıćı

x1a1 + · · ·+ xnan = b

Řádkově

Hledáme vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn lež́ıćı v pr̊uniku

m⋂
i=1

{x ∈ Rn | aTi x = bi}
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Součin matic

Pro A ∈ Rm×p a B ∈ Rp×n definujeme C = AB ∈ Rm×n jako

cij =

p∑
k=1

aikbkj , i = 1, . . . ,m, j = 1 . . . , n.

Sloupcově-̌rádkově

AB =
[
a1 . . . ap

]b
T
1
...

bTp

 = a1b
T
1 + · · ·+ apb

T
p

Řádkově-sloupcově

AB =

a
T
1
...

aTm

[
b1 . . .bn

]
=

[
Ab1 . . .Abn

]
=

a
T
1B
...

aTmB


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Součin blokových matic

A11 . . . A1p
...

. . .
...

Am1 . . . Amp


B11 . . . B1n

...
. . .

...

Bp1 . . . Bpn

 =

C11 . . . C1n
...

. . .
...

Cm1 . . . Cmn



kde

Cij =

p∑
k=1

AikBkj , i = 1, . . . ,m, j = 1 . . . , n
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Prostor obraz̊u matice A ∈ Rm×n

rngA = {Ax | x ∈ Rn} ⊆ Rm

Interpretace

• Obor hodnot (range, image) lineárńıho zobrazeńı f(x) = Ax

• Množina všech vektor̊u y takových, že Ax = y má řešeńı

• Lineárńı obal sloupc̊u matice A (sloupcový prostor)

Hodnost matice A je č́ıslo

rankA = dim rngA.
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Rank factorization

Rozklad matice podle hodnosti

Pro každou matici A ∈ Rm×n hodnosti r existuj́ı matice

B ∈ Rm×r a C ∈ Rr×n splňuj́ıćı

A = BC.

• Úspora paměti pro r ≪ min{m, n}
• Rozklad neńı jednoznačný

• Z tohoto vztahu plyne rankA = rankAT
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Nulový prostor matice A ∈ Rm×n

nullA = {x ∈ Rn | Ax = 0} ⊆ Rn

Interpretace

• Množina vektor̊u, které se zobraźı na nulový vektor (jádro)

• Množina řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Ax = 0

• Množina všech vektor̊u x kolmých na každý řádek matice A

Jaký je vztah mezi rngA a nullA ?

10



Matice s plnou hodnost́ı

Pro matici A ∈ Rm×n jsou tvrzeńı pod sebou ekvivalentńı:

Prostor obraz̊u

1. Ax = y má řešeńı ∀y
2. rngA = Rm

3. rankA = m

4. A má LN řádky

5. A má pravou inverzi

6. AAT je regulárńı

Nulový prostor

1. Ax = 0 řeš́ı jen x = 0

2. nullA = {0}
3. rankA = n

4. A má LN sloupce

5. A má levou inverzi

6. ATA je regulárńı
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Dimenze fundamentálńıch podprostor̊u matice

Věta

Pro každou matici A ∈ Rm×n plat́ı

rankA+ dimnullA = n

Interpretace

• Č́ım věťśı je rankA, t́ım menš́ı je ḿıra degenerace lineárńıho

zobrazeńı f(x) = Ax

• Č́ıslo n − rankA je počet LN řešeńı soustavy Ax = 0
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Afinńı podprostory



Afinńı kombinace

Afinńı kombinace vektor̊u x1, . . . , xk ∈ Rn je lineárńı kombinace

α1x1 + · · ·+ αkxk , kde α1 + · · ·+ αk = 1.

Afinńı obal vektor̊u x1, . . . , xk ∈ Rn je množina

{α1x1 + · · ·+ αkxk | α1 + · · ·+ αk = 1, α1, . . . , αk ∈ R}.

x2

x1

0

{αx1 + (1− α)x2 | α ∈ R}
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Afinńı podprostor

Definice

Afinńı podprostor je množina A ⊆ Rn splňuj́ıćı[
x1, . . . , xk ∈ A, α1, . . . , αk ∈ R,

k∑
i=1

αi = 1

]
⇒

k∑
i=1

αixi ∈ A.

• Př́ıklady: bod, p̌ŕımka, rovina, lineárńı prostor Rn

• Je-li X lineárńı podprostor Rn a x0 ∈ Rn, pak je množina

X + x0 = {x+ x0 | x ∈ X}

afinńı podprostor Rn

14



Afinńı podprostor je posunutý lineárńı podprostor

Věta

Pro každý afinńı podprostor A ̸= ∅ existuje jediný lineárńı

podprostor X a nějaký vektor x0 ∈ A splňuj́ıćı

A = X + x0

Dimenze afinńıho podprostoru A je dimX .

x0
X

A = X + x0

0
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Afinńı podprostory a lineárńı soustavy

Tvrzeńı

Nechť A ⊆ Rn. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. A je afinńı podprostor.

2. Existuje matice A a vektor b tak, že

A = {x ∈ Rn | Ax = b}.
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Afinńı zobrazeńı

Zobrazeńı f : Rn → Rm je afinńı, pokud

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1f(x1) + · · ·+ αk f(xk)

plat́ı pro všechna x1, . . . , xk ∈ Rn, α1, . . . , αk ∈ R,
∑k

i=1 αi = 1.

Tvrzeńı

Nechť f : Rn → Rm. Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı.

1. Zobrazeńı f je afinńı.

2. Existuje A ∈ Rm×n a b ∈ Rm tak, že f(x) = Ax+ b.

Speciálně: afinńı funkce f : Rn → R má tvar f (x) = aTx+ b.
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Afinńı zobrazeńı – p̌ŕıklad R2 → R2

e1

e2

f(e1)

f(e2)

0

b

f(x) = Ax+ b =

[
1.5 0.5

0 1

]
x+

[
2.5

0.5

]
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Analogie

Lineárńı Afinńı

lineárńı kombinace afinńı kombinace

lineárńı obal afinńı obal

lineárńı podprostor X afinńı podprostor X + x0
řešeńı soustavy Ax = 0 řešeńı soustavy Ax = b

nullA x0 + nullA

lineárńı zobrazeńı Ax afinńı zobrazeńı Ax+ b
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