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O čem je optimalizace?

Optimization

Mathematical optimization or mathematical programming is the

selection of a best element (with regard to some criterion) from

some set of available alternatives. (Wikipedia)

Optimalizačńı úloha je určena:

• množinou prvk̊u, ze kterých vyb́ıráme

• kritériem, které prvky ohodnocuje reálným č́ıslem

• požadavkem na minimalizaci/maximalizaci toho kritéria
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Aplikace

Nep̌reberné množstv́ı úloh ve strojovém učeńı, umělé inteligenci,

rozpoznáváńı, informatice, statistice, fyzice a ekonomii:

• Hledáme optimálńı trasu robota

• Uč́ıme neuronovou śı̌t

• Konstruujeme nejlevněǰśı transportńı śı̌t

• Minimalizujeme náklady na výrobu produktu

• Predikujeme budoućı vývoj náhodné veličiny
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Z pohledu studenta

Ćıle

1. Naučit se matematicky formulovat úlohy vyžaduj́ıćı

optimalizaci jistého kritéria p̌ri zadaných omezeńıch

2. Porovnat varianty zadaného problému a jejich obt́ıžnost

3. Navrhnout vhodnou metodu řešeńı

Které oblasti matematiky využijeme?

• lineárńı algebra

• matematická analýza
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Optimalizačńı úloha minimalizace

Minimalizuj f (x) za podḿınky x ∈ X

• Množina p̌ŕıpustných řešeńı X ⊆ X ′

• Účelová funkce f : X ′ → R

• Minimum funkce f na množině X je prvek x∗ ∈ X , pro který

plat́ı f (x∗) ≤ f (x) ∀x ∈ X

• Množinu všech minim funkce f na X znač́ıme jako

argmin
x∈X

f (x) = {x∗ ∈ X | f (x∗) ≤ f (x) ∀x ∈ X}
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Optimalizačńı úloha maximalizace

Maximalizuj f (x) za podḿınky x ∈ X

• Maximum funkce f na množině X je prvek x∗ ∈ X , pro který

plat́ı f (x∗) ≥ f (x) ∀x ∈ X

• Množinu všech maxim funkce f na X znač́ıme jako

argmax
x∈X

f (x) = {x∗ ∈ X | f (x∗) ≥ f (x) ∀x ∈ X}

Převod Min na Max

argmax
x∈X

f (x) = argmin
x∈X

−f (x)
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Př́ıklady optimalizačńıch úloh



Prokládáme body p̌ŕımkou

Modelujeme vztah váhy x [kg] a výšky y [cm] na základě dat.
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Ćıl

Hledáme p̌ŕımku, která co nejtěsněji prolož́ı černé body.
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Prokládáme body p̌ŕımkou – formulace modelu

Máme m mě̌reńı (xi , yi ) ∈ R2 váhy a výšky.

Vztah vyjáďŕıme lineárńı funkćı

f (x , θ1, θ2) = θ1 + θ2x ,

kde θ1 a θ2 jsou neznámé parametry.
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Soustava lineárńıch rovnic yi = θ1 + θ2xi , i = 1, . . . ,m,

s neznámými θ1 a θ2 je vlivem náhody p̌reurčená.

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Minimalizuj
m∑
i=1

(yi − f (xi , θ1, θ2))
2 za podḿınky θ1, θ2 ∈ R
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Prokládáme body p̌ŕımkou – formulace modelu maticově

y =

y1
...

ym

 ∈ Rm×1 A =

1 x1
...

...

1 xm

 ∈ Rm×2 θ =

[
θ1

θ2

]
∈ R2×1

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Minimalizuj ∥y − Aθ∥2 za podḿınky θ ∈ R2
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Prokládáme body p̌ŕımkou – řešeńı

Pomoćı lineárńı algebry lze úlohu reformulovat jako hledáńı řešeńı

soustavy lineárńıch rovnic

ATAθ = ATy.

Ta má v našem p̌ŕıpadě jediné řešeńı θ∗ = (ATA)−1ATy.

Optimálńı řešeńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u:

θ∗1 = 130.2, θ∗2 = 0.6.
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Hledáme optimálńı směs zeleniny

Pro 3 druhy syrové zeleniny udává tabulka výživové hodnoty, ceny

a nejmenš́ı p̌redepsaný obsah živin v jedné p̌ŕıloze j́ıdla.

Mrkev B́ılé zeĺı Okurka Požadavek

Vitaḿın A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg

Vitaḿın C [mg/kg] 60 300 80 15 mg

Vláknina [g/kg] 30 20 10 4 g

Cena [Kč/kg] 26 22 60

Ćıl

Nalézt množstv́ı každého druhu zeleniny [kg], které minimalizuje

cenu p̌ŕılohy j́ıdla p̌ri splněńı p̌redepsaných výživových limit̊u.
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – formulace modelu

Mrkev B́ılé zeĺı Okurka Požadavek

Vitaḿın A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg

Vitaḿın C [mg/kg] 60 300 80 15 mg

Vláknina [g/kg] 30 20 10 4 g

Cena [Kč/kg] 26 22 60

Úloha lineárńıho programováńı

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – řešeńı

Úloha lineárńıho programováńı

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4

• Optimálńı řešeńı je (0.115, 0.027, 0) za cenu 3.592

• Při požadavku na okurku x3 ≥ 0.1 dostaneme řešeńı

(0.097, 0.004, 0.1) za cenu 8.618
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Minimalizujeme Himmelblauovu funkci

Funkce f (x) = (x21 + x2 − 11)2 + (x1 + x22 − 7)2 má 4 lokálńı

minima (nap̌r. (3,2)) a 1 lokálńı maximum.

Gradientńı metoda z bodu x0 = (2, 1) s krokem α = 0.01:

xk+1 = xk − α∇f (xk)
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Nejkraťśı ǩrivka

Ćıl

Nalezněte nejkraťśı ǩrivku spojuj́ıćı 2 body v rovině.

Intuice napov́ıdá, že řešeńım je úsečka.
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Nejkraťśı ǩrivka – formulace a řešeńı úlohy

• Uvažujme x, y ∈ R2 a p̌redpokládejme, že x1 ̸= y1.

• Křivka spojuj́ıćı x a y je grafem spojitě diferencovatelné

funkce f : [x1, y1] → R, kde f (x1) = x2 a f (y1) = y2.

• Délka ǩrivky je D(f ) =
∫ y1
x1

√
1 + f ′(t)2 dt

Úloha variačńıho počtu

min D(f )

kde f je spojitě diferencovatelná funkce vyhovuj́ıćı omezeńım výše

Úlohu řeš́ı afinńı funkce procházej́ıćı body x a y.
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Kategorie optimalizačńıch úloh

Typ množiny p̌ŕıpustných řešeńı X definuje tyto kategorie:

• spojitá optimalizace – X je nespočetná množina vektor̊u v Rn

vyjáďrená jako množina řešeńı rovnic a nerovnic

• diskrétńı optimalizace – X je konečná/spočetná

• variačńı počet – X obsahuje reálné funkce

V tomto kurzu se budeme zabývat spojitou optimalizaćı.
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Obecně o úloze spojité optimalizace



Spojitá optimalizace

Úloha v obecném tvaru

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , ℓ

x1, . . . , xn ∈ R

Úsporněji ṕı̌seme:

min {f (x) | g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ Rn}
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Základńı otázky

min {f (x) | g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ Rn︸ ︷︷ ︸
X

}

Je úloha p̌ŕıpustná?

Je množina X neprázdná?

Existuje globálńı minimum?

• Nabývá funkce f na X minima, neboli argmin
x∈X

f (x) ̸= ∅?

• Jak velká je množina argmin
x∈X

f (x)?

V aplikaćıch se často spokoj́ıme s lokálńım minimem.
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Formy řešeńı

Analytický tvar

Globálńı minimum úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u pro lineárńı regresi je

vektor parametr̊u θ∗ = (ATA)−1ATy ∈ R2.

Algoritmus

Optimálńı směs zeleniny x∗ ∈ R3 minimalizuj́ıćı cenu v úloze

lineárńıho programováńı spoč́ıtá simplexová metoda.

Iteračńı metoda

Lokálńı minimum x∗ funkce f : Rn → R aproximuje posloupnost

x1, x2, . . . generovaná gradientńı metodou.
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Úloha na optimálńı uḿıstěńı

Hledáme lokaci pro heliport, z něhož dolétne helikoptéra po úsečce

do nejvzdáleněǰśıho z m bodů a1, . . . , am ∈ R2 v nejkraťśım čase.

Optimalizačńı úloha

Minimalizuj f (x) =
m

max
i=1

∥x− ai∥ za podḿınky x ∈ R2

a1 = (0, 0), a2 = (5,−1), a3 = (1,−4), a4 = (−4, 3)
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Úloha na nejmenš́ı kruh

Nejděte nejmenš́ı kruh obsahuj́ıćı m daných bodů a1, . . . , am ∈ R2.

Optimalizačńı úloha

Min r za podḿınek ∥x− ai∥ ≤ r , x ∈ R2, r ∈ R, i = 1, . . . ,m

• Tato úloha je ekvivalentńı úloze na optimálńı uḿıstěńı

• Lze ji ekvivalentně formulovat jako úlohu, v ńıž jsou všechny

funkce diferencovatelné:

Min y za podḿınek ∥x− ai∥2 ≤ y , x ∈ R2, y ∈ R, i = 1, . . . ,m
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Časté proȟrešky p̌ri formulaci a řešeńı optimalizačńıch úloh

min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0︸ ︷︷ ︸
X

}

• Neńı žrejmé, co je účelová funkce f

• Omezuj́ıćı podḿınky nejsou jasně specifikovány

• Účelová funkce je zaměněna s funkcemi definuj́ıćımi omezeńı

• Proměnné a zadané parametry úlohy nejsou rozlǐseny

• Záměna nutných a postačuj́ıćıch podḿınek optimality

• Řešeńı neexistuje, p̌resto je nalezeno

• Funkce f nemá derivaci, p̌resto je spočtena

• Lokálńı optimum je zaměněno za globálńı

• Maticové výrazy jsou nesmyslné (viz maticové zločiny)
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Optimalizace B0B33OPT



O čem to bude

1. Aplikace lineárńı algebry (8 p̌rednášek)
• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, lineárńı regrese

• PCA, ortogonálńı Prokrust̊uv problém

• Maticové rozklady: QR, spektrálńı, Choleského, SVD

2. Analýza a numerické metody (6 p̌rednášek)
• Podḿınky optimality pro volné lokálńı extrémy

• Iteračńı metody: gradientńı, Newtonova, Gauss-Newtonova,

Levenberg-Marquardtova

• Omezeńı ve tvaru rovnost́ı, Lagrangeovy multiplikátory

3. Lineárńı programováńı (6 p̌rednášek)
• Konvexńı polyedry

• Simplexová metoda

• Dualita

4. Úvod do konvexńı optimalizace (3 p̌rednášky)
• Konvexńı množiny a funkce

• Tř́ıdy konvexńıch úloh
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O čem to nebude a p̌ritom by mohlo

• Numerická lineárńı algebra

• Výpočetńı složitost optimalizačńıch algoritmů

• Numerické metody pro úlohy s omezeńımi

• Dualita pro konvexńı úlohy

• KKT podḿınky

• Variačńı počet

• Celoč́ıselné programováńı

• Semidefinitńı programováńı

• Polynomiálńı optimalizace
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V jakých kurzech optimalizaci využijete

• Kombinatorická optimalizace

• Rozpoznáváńı a strojové učeńı

• Robotika

• Julia for Optimization and Learning

• Umělá inteligence v robotice

• Optimalizace a teorie her

• Výpočetńı teorie her

• Statistical Machine Learning

• Optimálńı a robustńı ř́ızeńı
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Výpočetńı nástroje

Programovaćı jazyky a prosťred́ı

• Python + NumPy + SciPy

• Matlab

• Rychle se prosazuje Julia + JuMP

Solvery (̌rešiče)

• SeDuMi, GLPK, Gurobi
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