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O &em je optimalizace?

Optimization

Mathematical optimization or mathematical programming is the
selection of a best element (with regard to some criterion) from
some set of available alternatives. (Wikipedia)

je uréena:

e mnozinou prvki, ze kterych vybirdme
e kritériem, které prvky ohodnocuje redlnym &islem

e pozadavkem na minimalizaci/maximalizaci toho kritéria



Aplikace

Nepfeberné mnozstvi tloh ve strojovém udeni, umélé inteligenci,
rozpoznavani, informatice, statistice, fyzice a ekonomii:

Hleddme optimalni trasu robota

e U&ime neuronovou sit

Konstruujeme nejlevné&j$i transportni sit

e Minimalizujeme ndklady na vyrobu produktu

Predikujeme budouci vyvoj nahodné veli¢iny



Z pohledu studenta

Cile

1. Naudit se matematicky formulovat dlohy vyZadujici
optimalizaci jistého kritéria p¥i zadanych omezenich

2. Porovnat varianty zadaného problému a jejich obtiZnost

3. Navrhnout vhodnou metodu ¥eseni

Které oblasti matematiky vyuZijeme?

e linedrni algebra

e matematicka analyza



Optimalizaéni tloha minimalizace

Minimalizuj f(x) za podminky x € X

e MnoZina pt¥ipustnych ¥edeni X C X’
UZelova funkce f: X' — R

Minimum funkce f na mnoziné X je prvek x* € X, pro ktery
plati f(x*) < f(x) Vx € X

MnoZinu v8ech minim funkce f na X znalime jako

argmin f(x) = {x* € X | f(x*) < f(x) Vx € X}
xeX



Optimaliza¢ni tloha maximalizace

Maximalizuj f(x) za podminky x € X

° f na mnozing X je prvek x* € X, pro ktery
plati f(x*) > f(x) Vx € X

e MnoZinu vSech maxim funkce f na X znadime jako

argmax f(x) = {x" € X | f(x*) > f(x) Vx € X}
xeX

Pfevod Min na Max

arg max f(x) = argmin —f(x)
xeX xeX



Pt¥iklady optimaliza¢nich uloh



Prokladame body pfimkou

Modelujeme vztah vihy x [kg] a vysky y [cm] na zdklad& dat.
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Hledame p¥imku, kterd co nejtésnéji prolozi ¢erné body.



Prokladame body pfimkou — formulace modelu

Mame m mé&Feni (x;, y;) € R? vahy a vyZky. 200
Vztah vyjad¥ime linedrni funkci

f(X, 01, 92) =01 + Orx,

kde 61 a 0, jsou nezndmé parametry. x

Soustava linedrnich rovnic y; = 01 + 0ox;, i = 1,..., m,
s neznamymi 01 a 0 je vlivem nahody

Uloha nejmensich ¢tverci

Minimalizuj Z x,,91,92)) za podminky 61,6, € R



Prokladame body pfimkou — formulace modelu maticové
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Uloha nejmensich ¢tverci

Minimalizuj |y — A8||?> za podminky 6 € R?



Prokladame body pfimkou — FeSeni

7N

Pomoci linearni algebry Ize dlohu reformulovat jako hledani feseni
soustavy linedrnich rovnic

ATAO = ATy.

Ta md v nadem p¥ipadg jediné Yedeni 8* = (ATA)"1ATy.
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Hledame optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy syrové zeleniny uddva tabulka vyZivové hodnoty, ceny

a nejmensi predepsany obsah Zivin v jedné pfiloze jidla.

Mrkev  Bilé zeli Okurka | Pozadavek
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
Vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K&/kg] 26 22 60
Cil

Nalézt mnozstvi kazdého druhu zeleniny [kg], které minimalizuje
cenu pfilohy jidla p¥i splnéni pfedepsanych vyZivovych limitd.
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Hledame optimalni smés zeleniny — formulace modelu

Mrkev  Bilé zeli Okurka | Pozadavek
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
Vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K&/kg] 26 22 60

Uloha linearniho programovani

min  26x3 + 22x, + 60x3

za podminek x; > 0, i=1,2,3
35x1 +0.5x + 0.28x3 > 0.5
60x; +300x> +80x3 > 15
30x1 +20x> + 10x3 > 4
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Hledame optimalni smés zeleniny — feSeni

Uloha linearniho programovani

min  26x; + 22xp + 60x3

za podminek x; >0, i=1,2,3
35x; + 0.5x + 0.28x3 > 0.5
60x; + 300x, + 80x3 > 15
30x1 +20xo +10x3 > 4

e Optimdlni ¥eseni je (0.115,0.027,0) za cenu 3.592

e P¥i poZadavku na okurku x3 > 0.1 dostaneme ¥eSeni
(0.097,0.004,0.1) za cenu 8.618
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Minimalizujeme Himmelblauovu funkci

Funkce f(x) = (x? + x2 — 11)2 + (x1 + x3 — 7) m3a 4 lokaIn{
minima (nap¥. (3,2)) a 1 lokaIni maximum.

Gradientni metoda z bodu x¢ = (2,1) s krokem o = 0.01:

Xkt1 = Xk — aVF(xk)
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Nejkratsi kfivka

Naleznéte nejkratsi k¥ivku spojujici 2 body v roving.

Intuice napovida, Ze feSenim je Usecka.
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Nejkratsi kfivka — formulace a FeSeni tlohy

e UvaZujme x,y € R? a predpoklddejme, Ze x; # y1.
° spojujici x a y je grafem spojité diferencovatelné
funkece f: [x1,y1] = R, kde f(x1) = x2 a f(y1) = yo.

. je D(f) = [ \/1+f'(t)? dt

Uloha varia&niho pottu
min D(f)

kde f je spojité diferencovatelna funkce vyhovujici omezenim vyse
Ulohu ¥e¥i afinni funkce prochdzejici body x a y.

ii5)



Kategorie optimaliza¢nich uloh

Typ mnoziny pFipustnych ¥eSeni X definuje tyto kategorie:

e spojita optimalizace — X je nespoetnd mnoZina vektord v R"
vyjadfend jako mnoZina ¥eSeni rovnic a nerovnic

e diskrétni optimalizace — X je kone&na/spoletna

e variacni pocet — X obsahuje redlné funkce

V tomto kurzu se budeme zabyvat spojitou optimalizaci.
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Obecné o uloze spojité optimalizace




Spojita optimalizace

Uloha v obecném tvaru

min  f(x1,...,Xn)
za podminek gi(x1,...,xp) <0, i=1,...,m
hi(X17 '7Xn) = 07 =1, 7€

Uspornéji piseme:

min {f(x) | g(x) <0, h(x) =0, x e R"}
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Zakladni otazky

min {f(x) | g(x) <0, h(x) =0, x € R"}
X

Je dloha ptipustna?

Je mnozina X neprazdnd?

Existuje globalni minimum?

e Nabyvd funkce f na X minima, neboli arg min f(x) # 0?7
xeX

e Jak velkd je mnoZina arg min f(x)?
xeX

V aplikacich se ¢asto spokojime s
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Formy FeSeni

Analyticky tvar
Globalni minimum udlohy nejmensich &tverch pro linedrni regresi je
vektor parametrii 8* = (ATA)"1ATy € R?.

Algoritmus
Optimalni sm&s zeleniny x* € R® minimalizujici cenu v dloze
linedrniho programovani spoditd simplexovd metoda.

Iteraéni metoda

Lokalni minimum x* funkce 7: R"” — R aproximuje posloupnost

X1, X2, ... generovand gradientni metodou.
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Uloha na optimalni umisténi

Hledame lokaci pro heliport, z néhoZ dolétne helikoptéra po tseéce
do nejvzdslengjgtho z m bodii a1, ..., am, € R? v nejkratéim Zase.

Optimalizaéni uloha

Minimalizuj f(x) = mrglex — a;|| za podminky x € R?
=

a; = (0,0), a, = (5, —1), asz = (1, —4), az = (—4, 3)
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Uloha na nejmensi kruh

Nejd&te nejmensi kruh obsahujici m danych bodti ag, ..., a,, € R?.

Optimalizaéni uloha

Min r za podminek ||x —a;|| <r, x€R? reR, i=1,...,m

e Tato dloha je ekvivalentni tiloze na optimalni umistén{

e Lze ji ekvivalentn& formulovat jako dlohu, v niZ jsou viechny
funkce diferencovatelné:

Min y za podminek |[x —a;||? <y, x€R? yeR, i=1,...,m
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min {f(x) | x € R", g(x) < 0,h(x) =0}

X

e Neni zfejmé, co je Gcelova funkce f

o Omezujici podminky nejsou jasné specifikovany

e Utelovs funkce je zamén&na s funkcemi definujicimi omezeni
e Proménné a zadané parametry dlohy nejsou rozliseny

e Zaména nutnych a postalujicich podminek optimality

e Redeni neexistuje, pfesto je nalezeno

e Funkce f nema derivaci, pfesto je spoétena

e Lokdlni optimum je zaménéno za globalni

e Maticové vyrazy jsou nesmysiné (viz maticové zlo&iny)
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Optimalizace BOB330PT




1. Aplikace linedrni algebry (8 prednasek)
e Metoda nejmensich &tvercd, linedrni regrese
e PCA, ortogonalni Prokrustlv problém
e Maticové rozklady: QR, spektrélni, Choleského, SVD

2. Analyza a numerické metody (6 predndsek)
e Podminky optimality pro volné lokalni extrémy
e [teratni metody: gradientni, Newtonova, Gauss-Newtonova,

Levenberg-Marquardtova

e Omezeni ve tvaru rovnosti, Lagrangeovy multiplikatory

3. Linedrni programovani (6 prednasek)
e Konvexni polyedry
e Simplexova metoda
e Dualita

4. Uvod do konvexni optimalizace (3 prednasky)
e Konvexni mnoZiny a funkce

e T¥idy konvexnich uloh
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O ¢em to nebude a p¥itom by mohlo

e Numericka linedrni algebra

e Vypocletni slozZitost optimalizaénich algoritmi
e Numerické metody pro lGlohy s omezenimi

e Dualita pro konvexni tlohy

o KKT podminky

e Varialni pocet

e Celotiselné programovani

e Semidefinitni programovani

e Polynomialni optimalizace
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V jakych kurzech optimalizaci vyuzZijete

e Kombinatorickd optimalizace

e Rozpozndvani a strojové uceni

e Robotika

e Julia for Optimization and Learning
e Uméla inteligence v robotice

e Optimalizace a teorie her

e Vypocetni teorie her

e Statistical Machine Learning

e Optimdlni a robustni Fizeni
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Vypocetni nastroje

Programovaci jazyky a prostiedi
e Python + NumPy + SciPy
e Matlab
e Rychle se prosazuje Julia + JuMP

Solvery (¥esice)

e SeDuMi, GLPK, Gurobi
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