1 Indukce na prirozenych cislech
Uloha 1. Pro ka#dé piirozené ¢islo n € N definujme
U, =0 +13+2°+... 4+ nd

(V sumaénim zdpisu tedy definujeme U, := >°F ,3.)
Dokazte, ze pro vSechna n € N plati rovnost

- n?(n+ 1)

Un
4

ReSeni (komicky podrobné). Chceme dokazovat tvrzeni

Pro v8echna n € N plati U, = M.

Pro kazdé pfirozené ¢islo n € N si jako V(n) oznadime tvrzeni

n?(n+1)>2

Plati rovnost U,, = 1

Tvrzeni, které chceme dokazovat, je tvaru
Pro vSechna n € N plati V(n).

Mizeme tedy vyuzit matematickou indukci a toto tvrzeni dokdzat tim, Ze
dokazeme dvé tvrzeni:

Zakladni krok V7(0).

Indukcni krok Pro vSechna n € N plati: pokud V(n), pak V(n + 1).
Obé tvrzeni dokdZzeme s podrobnym komentarem.

Zakladni krok Tvrzeni V' (0) je tvrzeni

Plati rovnost Uy = W.

Cislo U, je definovano jako 0%, tedy U, = 0. Zminéna rovnost, kterou
mame dokazat, je tedy

0%(0 + 1)?
—

0=
Prava strana je vSak rovna nule, ¢imz je dikaz u konce.
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Indukcni krok Mame dokézat tvrzeni
Pro vSechna n € N plati: pokud V(n), pak V(n + 1).
Méjme tedy n € N a dokaZzme tvrzeni
Pokud V' (n), pak V(n + 1).

Abychom dokézali tvrzeni tvaru implikace, predpokladejme platnost
V(n) (tomu se fikd indukéni predpoklad) a dokazme V(n + 1). In-
dukéni pfedpoklad je

Plati rovnost U,, — W.
Na zakladé tohoto predpokladu mame dokazat tvrzeni

Plati rovnost U, = w‘

Na levé strané je
Up1=0"+13+2°+...+n° + (n+1)°
=Un + (n+1)°
Z indukéniho predpokladu je tento vyraz roven vyrazu

n?(n + 1)
4

s _ ni(n+1)2+4(n+1)>
_ (n+ 1)2(n24+ 4(n+1))
_(n+ 1)2(n24+ 4n + 4)
_(n+ 1)2(n4+ 2)?

a )

+(n+1)

coz je prava strana dokazované rovnosti.

Dokéazali jsme tedy jak zdkladni krok, tak indukéni krok. Diky principu
matematické indukce mtzeme vyvodit, Ze rovnost

U, = ”2(”: Dk

plati pro vSechna prirozena cisla n.



ReSeni (standardni). Budeme postupovat indukci podle 7.

Zakladni krok Rovnost Uy = W plati, protoze se obé strany po tpravach
rovnaji nule.

Indukcni krok Pro dané n méme induk¢ni predpoklad

_ n’(n+1)°
Un="3"

a chceme dokazat

Uny1 = 7(n+1)24(n+2)2.

To dokazuje nésledujici série rovnosti

U1 =02+ 12428+ +n+ (n+1)°
:Un+(n+1)3

n?(n +1)?
— (4 ) +(n+1)3

_ (m+12(n+2)
— Z ,

kde prvni rovnost plati z definice U,,.;, druhd rovnost z definice U,,
treti vyuzi tim indukéniho predpokladu, a ¢tvrté diky jednoduchym
algebraickym tpravam.

Rovnost ze zadani tedy plati pro vSechna pfirozena ¢isla n.

Uloha 2. Méjme = € R, pro které plati z # 1. Dokazte (indukci podle n),
ze pro vSechna n € N plati rovnost

zhtl — 1

l+z+---+2" =
z—-1

Dale dokazte, Ze nerovnost

\fo+ﬁ+---+\/ﬁ<§(n+1)\/n—+1

plati pro vSechna prirozena n.
Vyrazy, ve kterych se vyskytuji tii tecky, pfevedte do sumaéniho zépisu.



Uloha 3. Necht M je n-prvkovad mno#ina a necht pro C C P(M) plati, Ze
kdykoli A€ Ca B e€C, pak AN B # 0.
Dokazte, ze
ic| < 2mt,

Uloha 4. Dokazte, %e pro kazdé pfirozené ¢islo n spliujici n > 3 plati ne-

rovnost
n! 2

n®  n2’

Uloha 5. Predpokladejte, %e existuji konstanty a, b, c, d takové, e pro
vSechna kladnd cela ¢isla n plati rovnost

Yi(i+1)=an’+bn*+cn+d

1=1

Vybérem konkrétnich hodnot pro n odvodte, jakych hodnot by pak dané
konstanty nutné musely nabyvat (vyuZijte své znalosti linedrni algebry).
Poté potvrdte obecnou platnost vasi rovnosti indukci.

2 Induktivne definované mnoziny

Uloha 6. 1. Induktivné definujte mnozinu vSech sudych prirozenych cisel
(jako podmnoZinu v$ech pfirozenych &isel).

2. Induktivné definujte mnozinu vSech lichych pfirozenych cisel.
Uloha 7. Necht S je podmnozina N x N zadana induktivnimi pravidly
1. (n,0) je v S pro kazdé n € N.
2. Pokud je (n,m) v S, pak jev Si(n,m+1).
e Ukazte, Ze (4,3) € S.
e Dokazte, ze S =N x N.
Pri reSeni tlohy vam mtZe pomoci nakreslit si obrazek.
Uloha 8. Necht T je podmnozina N x N zadana induktivnimi pravidly

1. (0,0) jev T.



2. Pokud je (n,m) v S, pak jev Si(n,m+1).

3. Pokud je (n,m) v S, pak je v Si(n+1,m).

4. Pokud je (n,m) v S, pakjev Si(n+1,m+1).
e Dokazte dvéma riznymi zptsoby, ze (4,3) € T.
e Dokazte, ze T'=N x N.

e Jak by vypadala mnozina T, kdybyste z jeji induktivni definice ode-
brali prvni, druhé, treti ¢i ctvrté pravidlo?

Uloha 9. Necht ¥ = {a, b}. (Mno#inu  chépejte jako abecedu o dvou sym-
bolech a, b.) Mnozinu S C ¥* definujeme nésledujicimi induktivnimi pra-
vidly:

l.eesS.
2. Pokud w € S, pak awb € S.
3. Pokud w € S, pak bwa € S.

4. Pokudwe SauesS, pkwuels.

Pfipomenuti: MnoZina ¥* je mnoZina vSech (kone¢nych) slov nad abecedou
2, symbolem € oznacujeme prazdné slovo.

e Ukazte, ze S obsahuje slova aabbbbaa i baba.

e Dokazte strukturdlni indukci, Ze vSechna slova v mnoziné S obsahuji
stejny pocet znakd a i b.

Uloha 10. Mé&jme néjakou abecedu (mnoZinu znakil) ¥ a pevné vyberme
slovo w € X*. Induktivné definujte podmnozZinu mnoziny »* obsahujici
presné slova obsahujici w jako podietézec.

Poznamka: Pro ¥ = {0,1} a w = 000 plati, Ze w je obsaZeno ve slové
010101 jako podposloupnost, ale ne jako podietézec. Jako podietézec je w
obsazeno naprtiklad ve slové 1001000101.
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