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Syntaxe vyrokové logiky Formule vyrokové logiky
Rovnost formuli

Syntaxe vyrokové logiky

Slang: Vyrokova logika studuje pouze logické spojky. Jednoduché
vyroky oznacuje jako logické promé&nné.
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Syntaxe vyrokové logiky Formule vyrokové logiky
Rovnost formuli

Syntaxe vyrokové logiky

Slang: Vyrokova logika studuje pouze logické spojky. Jednoduché
vyroky oznacuje jako logické promé&nné.

Vyrok je oznamovaci véta, o jejiz pravdivosti Ize rozhodnout.
Pokud vyrok formalné zapiseme, vznikne tzv. formule.

Syntaxe se zabyva tim, jak vyrok spravné formalné& zapsat, do
syntaxe patfi téz odvozovaci systémy.

Sémantika Ye$i pravdivost vyrokil, zde pouze vzhledem k pouZitym
logickym spojkam. DileZitym pojmem bude sémanticky disledek
a jeho testovani pomoci resoluéni metody.
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Syntaxe vyrokové logiky Formule vyrokové logiky
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Syntaxe vyrokové logiky

Jazyk vyrokové logiky obsahuje tyto symboly:
@ logické proménné - mnoZina A logickych promé&nnych musi byt
neprazdnd; pro tuto pfednasku budiz A = {a, b, c}
@ logické spojky - zdkladni sada je =, A, V, =, <, kde
— je NOT, A je AND, V je OR, = je IF.. THEN,
< je IF AND ONLY IF (IFF)

@ zavorky
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Syntaxe vyrokové logiky

Jazyk vyrokové logiky obsahuje tyto symboly:
@ logické proménné - mnoZina A logickych promé&nnych musi byt
neprazdnd; pro tuto pfednasku budiz A = {a, b, c}
@ logické spojky - zdkladni sada je =, A, V, =, <, kde
— je NOT, A je AND, V je OR, = je IF.. THEN,
< je IF AND ONLY IF (IFF)

@ zavorky

Poznamka
V literatufe najdete i jind znadeni, jako napt. & je AND, — je IF,
< je IFF.
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Syntaxe vyrokové logiky Formule vyrokové logiky
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Syntaxe vyrokové logiky

Definice

Je ddna mnoZina logickych prom&nnych A # ().

Formule vyrokové logiky je definovana induktivné té€mito pravidly:
© Kazda logickd proménna je formule, tzv. atomickd formule.

@ IJsou-li a, B formule, pak také (—a), (a A B), (aV B),
(o = ) a (o & ) jsou formule.

© KaZda formule vznikla pouZitim kone&né mnoha kroki 1 a 2.

MnoZinu v8ech formuli s prom&nnymi z A ozna&ime Fle(A).
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Syntaxe vyrokové logiky

Definice
Je ddna mnoZina logickych prom&nnych A # ().
Formule vyrokové logiky je definovana induktivné té€mito pravidly:

© Kazda logickd proménna je formule, tzv. atomickd formule.

@ IJsou-li a, B formule, pak také (—a), (a A B), (aV B),
(o = ) a (o & ) jsou formule.

© KaZda formule vznikla pouZitim kone&né mnoha kroki 1 a 2.

MnoZinu v8ech formuli s prom&nnymi z A ozna&ime Fle(A).

Otdazka
Jsou fetézce ¢ = (b= aV c) a ¢ =(-b= a)V c formule?
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Syntaxe vyrokové logiky

Relaxace z definice
@ Nebudeme psat vné&jsi zdvorky kolem formule.
@ Nebudeme psat zavorky kolem negace (" negace vaze silngji
neZ ostatni spojky”).
Retézec odpovidajici relaxované definici budeme povaZovat za
formuli. Relaxovany tvar je pFijemné&jsi pro ¢lovéka a pro poéitaé
jsme schopni zavorky jednoznaéné doplnit.
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Syntaxe vyrokové logiky

Relaxace z definice
@ Nebudeme psat vné&jsi zdvorky kolem formule.
@ Nebudeme psat zavorky kolem negace (" negace vaze silngji
neZ ostatni spojky”).

Retézec odpovidajici relaxované definici budeme povaZovat za
formuli. Relaxovany tvar je pFijemné&jsi pro ¢lovéka a pro poéitaé
jsme schopni zavorky jednoznaéné doplnit.

Priklad

Retézec ¢ = (((—b) = a) V ¢) tvo¥i formuli
a fetézec ¢ = (—b = a) V ¢ je jejim relaxovanym tvarem.
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Syntaxe vyrokové logiky

Definice
Syntakticky strom formule je kofenovy strom, ktery zachycuje, jak
formule vznikla. Induktivné je definovan takto:
@ Je-li formule atomickad, pak jeji syntakticky strom ma jediny
vrchol oznadeny pfislusnou logickou proménnou.
@ Je-li formule tvaru -, pak jeji syntakticky strom ma v kofeni
spojku —, jeho jedinym ndslednikem je ko¥en podstromu pro .
@ Je-li formule tvaru o o 3, kde o zna&i nékterou z bindrnich
logickych spojek, pak jeji syntakticky strom ma v kofeni
spojku o, jeho levym ndslednikem je kofen podstromu pro «,
jeho pravym naslednikem je kofen podstromu pro (5.
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Syntaxe vyrokové logiky

Poznamka

Kazdé formuli odpovida jediny syntakticky strom. Jde o riizné
datové struktury pro praci s formulemi: STRING a TREE
P¥itom struktura TREE je mnohem prakti¢t&jsi.

Vyzva: Zkuste si rozmyslet rekurzivni algoritmus, ktery formuli,
kterd je na vstupu zapsana jako Fet&zec (nerelaxovany, tj. se viemi
zdvorkami), uloZi do paméti jako bindrni strom.
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Syntaxe vyrokové logiky

Poznamka

Kazdé formuli odpovida jediny syntakticky strom. Jde o riizné
datové struktury pro praci s formulemi: STRING a TREE

P¥itom struktura TREE je mnohem prakti¢t&jsi.

Vyzva: Zkuste si rozmyslet rekurzivni algoritmus, ktery formuli,
kterd je na vstupu zapsana jako Fet&zec (nerelaxovany, tj. se viemi
zdvorkami), uloZi do paméti jako bindrni strom.

Poznamka

Podformule formule ¢ odpovidaji podstromim syntaktického
stromu pro , jeZ maji v koteni kterykoliv vrchol stromu a déle
obsahuji v8echny potomky tohoto vrcholu.
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Syntaxe vyrokové logiky

Definice

Rovnost formuli: Dvé formule jsou si rovny, pokud tvofi stejny
fetézec (v nerelaxovaném tvaru), aneb pokud jim odpovida stejny
syntakticky strom.

Priklad
a# ——a, aV b# bV a (neplati syntaktickd komutativita V)
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Syntaxe vyrokové logiky

Definice

Rovnost formuli: Dvé formule jsou si rovny, pokud tvofi stejny
fetézec (v nerelaxovaném tvaru), aneb pokud jim odpovida stejny
syntakticky strom.

Ptiklad
a# ——a, aV b# bV a (neplati syntaktickd komutativita V)

Dusledek

Existuje nekone&n& mnoho formuli (i nad kone¢nou neprazdnou
mnozinou logickych prom&nnych).
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey

Sémantika vyrokové logiky

Sémantika vyrokové logiky Yesi otazku pravdivosti formuli vzhledem
k pravdivosti atomickych formuli a k pouZitym logickym spojkam.
Budeme znadit pravdu jako 1 a nepravdu jako O.

Zname-li pravdivost/nepravdivost atomickych formuli, je tim
uréeno zobrazeni u: A — {0, 1}. (Jak ji zjistime, to je zdleZitost
vn&jsiho svéta, nap¥. fyzikalnim mé&fenim.)

Podle vyznamu logickych spojek, miizeme pak jednoznaéné uréit
pravdivost/nepravdivost kazdé formule, aneb rozi¥it zobrazeni u
na celou mnoZinu Fle(A).

Alena Gollova Vyrokova logika 10/23



Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule
Dalsi logické spojky

Syntaxe vyrokové logiky
Sémantika vyrokové logiky

Sémantika vyrokové logiky

Sémantika logickych spojek

o
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Alena Gollova Vyrokova logika 11/23



Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey

Sémantika vyrokové logiky

Sémantika logickych spojek

o | —a al|BlaNB|laVp|la=06|asf
0| 1 0|0 0 0 1 1
110 0|1 0 1 1 0
1/0 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1
Poznamka

Implikaci o = (3 Ize chdpat jako slib: Nastame-li «, tak udé&lam (.
Implikace je nepravdiva pouze tehdy, kdyZ jsme slib nesplnili.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey
“ S

Sémantika vyrokové logiky

Definice
Pravdivostni ohodnoceni u je zobrazeni u: Fle(A) — {0,1}
respektujici sémantiku logickych spojek, aneb spliiujici:

o u(—a) =1 prav& tehdy, kdy? u(a) = 0.

o u(aw A ) =1 pravé tehdy, kdyZ u(a) = u(B) = 1.

e u(a Vv B) =0 pravé& tehdy, kdyz u(a) = u(B) = 0.

o u(aw = ) =0 pravé tehdy, kdyZz u(a) =1 and u(8) = 0.
o u(a < B) =1 pravé tehdy, kdyZ u(a) = u(p).

u(a) = 1 znamen3, Ze formule o je pravdivd v ohodnoceni u,
u(a) = 0 znamen3, Ze formule o je nepravdivd v ohodnoceni u.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey
g

Sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni

KaZdé pravdivostni ohodnoceni u : Fle(A) — {0,1} je jednozna¥ng
uréeno svymi hodnotami na atomickych formulich a € A.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey

Sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni

KaZdé pravdivostni ohodnoceni u : Fle(A) — {0,1} je jednozna¥ng
uréeno svymi hodnotami na atomickych formulich a € A.

Dusledek

Je-li n atomickych formuli, pak po&et vSech rliznych pravdivostnich
ohodnoceni je 2",

Pravdivostni hodnoty formule o n logickych promé&nnych ve viech
riznych ohodnocenich |ze zapsat do tabulky o 2" Fadcich. Kazdy
radek representuje jiné ohodnoceni.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey
g

Sémantika vyrokové logiky

Definice

Formule se nazyva

@ spinitelna formule, jestlize je pravdiva aspoii v jednom
ohodnocent,

@ tautologie, jestlize je pravdiva ve vSech ohodnocenich,

@ kontradikce, jestlize neni pravdivd v Zddném ohodnoceni.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky BEIE (gt ey

Sémantika vyrokové logiky

Definice
Formule se nazyva

@ spinitelna formule, jestlize je pravdiva aspoii v jednom
ohodnoceni,

@ tautologie, jestlize je pravdiva ve vSech ohodnocenich,

@ kontradikce, jestlize neni pravdivd v Zddném ohodnoceni.

Priklad

Formule ¢ = (=b = a) V c je splnitelna, protoZe je pravdivad napt.
v ohodnoceni u daném hodnotami u(a) = u(b) = u(c) = 1. Toto
ohodnoceni u dosvédCuje splnitelnost formule ¢.

Formule ¢ v8ak nenf tautologie, svédkem je ohodnoceni &1 dané
hodnotami @i(a) = (b) = &(c) = 0, v némZ je &(y) = 0.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky TEIE (st ey

Sémantika vyrokové logiky

Definice

Rekneme, Ze formule ¢ a 9 jsou tautologicky ekvivalentni
(sémanticky ekvivalentni), jestlize pro kazdé ohodnoceni u plati:

u(e) = u(v). Znatime ¢ H .

Poznamka

Tautologicky ekvivalentni formule maji stejny sloupeéek v tabulce
pravdivostnich hodnot, uréuji tedy stejnou booleovskou funkci.
Libovolna funkce n prom&nnych z {0,1}"” do {0, 1} se nazyvd
booleovska funkce.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dalsi logické spojky
g

Sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni

Pro kazdé dvé& formule o a 3 plati:
a H B pravé tehdy, kdyZ je formule o < [ tautologie.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dalsi logické spojky

Sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni

Pro kazdé dvé& formule o a 3 plati:
a H B pravé tehdy, kdyZ je formule o < [ tautologie.

Tvrzeni
Jsou-li 0, B, v a § formule spliiujici « H v a  H 4§, pak plati
® ~aH
@ (o f) H (y00), kde o oznaluje libovolnou binarni spojku.

Aneb tautologickd ekvivalence respektuje logické spojky.
MZeme substituovat podformule za tautologicky ekvivalentni
podformule a neporus$ime tautologickou ekvivalenci.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky TEIE (st ey

Sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni
Pro kazdé formule «, 8 a y plati:
e aNaHa, aVaH a(sémantickd idempotence A a V)
e aNBHPBANa, aVPHLBLVa (sém. komutativita A a V)

o aN(BAY)H (@AB)AY, aV(BVy)H (aVB)Vy
(sémanticka asociativita A a V)

e aN(fVa)Ha, aV(BAa)H a (sém. absorpce A a V)
e —aHa

o (e NB)H —~aV B,
—(a VvV B) H —a A =3 (De Morganovy zakony)

o an(BVY)H (eAB)V(aAy),
aV(BAY)H(aVB)A(aVy) (sém. distributivni zdkony)
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky TEIE (st ey

Sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni-pokracovani
e a=0HaVvp
o a= [ H - = —a (obmé&n&nd implikace)

easfH(a=pB)AN(L=a)

Dalsi relaxace z definice formule

Pokud bude (pod)formule obsahovat pouze opakujici se spojku A
(resp. pouze V), nemusime v ni psat zavorky.

Syntakticky strom takové formule bude obsahovat vrchol se
spojkou A (resp. V) majici patfi¢ny pocet naslednikd.

Nap¥. ¢ = (aV bV c) A a je formule s logickymi prom&nnymi a, b, c.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dalsi logické spojky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni

Tautologicka ekvivalence je relace ekvivalence na mnoziné viech
formuli Fle(A), ktera rozd&li formule celkem do 2(") riiznych t¥id,
kde n = |A| je potet logickych promé&nnych.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dal&7 logické spojky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni

Tautologicka ekvivalence je relace ekvivalence na mnoziné viech
formuli Fle(A), ktera rozd&li formule celkem do 2(") riiznych t¥id,
kde n = |A| je potet logickych promé&nnych.

Dalsi logické spojky

Logicka spojka je ddna svoji sémantikou. Mohli bychom pro kazdy
sloupec délky 2" v tabulce pravdivostnich ohodnoceni zavést
logickou spojku arity n.

B&Zn& se pouzivaji bindrni spojky | NAND (Shefferova &arka),

1 NOR (Peirceova 3ipka) a & XOR (vylu¢ovaci nebo) a dale
nularni spojky TRUE - znaéime tt a FALSE - znadime ff.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule
Dal3i logické spojky

Syntaxe vyrokové logiky
Sémantika vyrokové logiky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Dalsi logické spojky

Sémantika novych spojek je uréena nasledujici tabulkou:

|t a|Bla|BlalB|adp
01 oo 1 1 0
0[1] 1 0 1
1/o0] 1 0 1
1[1] 0 0 0

Alena Gollova Vyrokova logika 20/23



Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dal&7 logické spojky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Dalsi logické spojky

Sémantika novych spojek je uréena nasledujici tabulkou:

|t a|flal|lBlalB|ladp
0|1 0|0 1 1 0
0|1 1 0 1
10 1 0 1
1|1 0 0 0
Poznamka

Zkuste ptiradit znacku pro logickou spojku kazdému sloupeéku
v tabulce o dvou logickych promé&nnych (sloupetkii je 2% = 16).
Kromé& uZ zavedenych logickych spojek by mélo stalit <, <, +-.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule
Dal3i logické spojky

Syntaxe vyrokové logiky
Sémantika vyrokové logiky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni
Pro libovolné formule «, 3 plati:
° afBH ~(anp)
o alfH(avp)
o a®fH (aA=B)V(-aAp)H ~(aep)
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky B (e ey

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Tvrzeni
Pro libovolné formule «, 3 plati:
° afBH ~(anp)
o alfH(avB)
° a® B H(aA=p)V(~anpB) H ~(asp)

Tvrzeni
Pro libovolnou formuli « plati:
ott H —ff
o tAa Ha, ttVa H tt,
ffaaH ff, fva H a
e aN-aH ff,aV-aH tt
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dal&7 logické spojky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Zobecnéna definice formule

Je ddna mnoZina logickych prom&nnych A # ().

Formule vyrokové logiky je definovana induktivné témito pravidly:
© KaZda logickd promé&nna je formule, tzv. atomicka formule.
Q Jsou-li , B formule, pak také (—a), (a A B), (aV ),

(a=0), (= p), (o] B), (el B), (a® B) jsou formule.

Také tt, ff jsou formule.
© Kazda formule vznikla pouZitim kone&né mnoha kroki 1 a 2.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dal&7 logické spojky

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Zobecnéna definice formule

Je ddna mnoZina logickych prom&nnych A # ().

Formule vyrokové logiky je definovana induktivné témito pravidly:
© KaZda logickd promé&nna je formule, tzv. atomicka formule.
Q Jsou-li , B formule, pak také (—a), (a A B), (aV ),

(a=0), (= p), (o] B), (el B), (a® B) jsou formule.

Také tt, ff jsou formule.

© Kazda formule vznikla pouZitim kone&né mnoha kroki 1 a 2.

Zobecnéna definice pravdivostniho ohodnoceni

Pravdivostni ohodnoceni u je zobrazeni u: Fle(A) — {0,1}
respektujici sémantiku viech logickych spojek.
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Pravdivostni ohodnoceni
Tautologicky ekvivalentni formule

Sémantika vyrokové logiky Dal&7 logické spojky
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