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Definice &. 1
Orientovany graf G je dvojice (V, E), kde
@ V je neprazdna kone¢nd mnoZina, prvky nazyvame vrcholy,
e E C V x V je mnozina (n&kterych) uspofddanych dvojic
prvkid z mnoziny V, jeji prvky nazyvame orientované hrany.

Pokud e = (u, v) je hrana, ¥ikime, Ze u je potate¢ni vrchol, v je
koncovy vrchol hrany e a Ze hrana e je incidentni s vrcholy u, v.
Hranu e = (u, v) n&kdy zna&ime jen e = uv.

Hrana e = (v, v) se nazyva smycka, hrany e; = (u, v)

a e; = (v, u) jsou antiparalelni hrany.
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Definice &. 2
Orientovany graf G je trojice (V, E,¢), kde
@ V je neprazdna kone¢nd mnozina vrcholli,
@ E je kone¢na mnoZina orientovanych hran,
@ ¢ je prirazeni, které kaZzdé hrané e € E p¥ifazuje usporadanou
dvojici (u, v), kde u,v € V, a nazyva se vztah incidence.

Tato definice dovoluje i paralelni hrany a rozliSuje je jmény hran.
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Umluva

V&imnéme si, Ze definice & 1 dovoluje smycky, a z pohledu definice
&. 2 vymezuje prosté orientované grafy.

Nebude-li ¥e¢eno jinak, budeme pouZivat definici & 1 a orientovany
graf pro nds bude prosty orientovany graf, tedy dvojice G = (V, E).

Poznamka

Prosty orientovany graf G = (V, E) lze ztotoZnit s bindrni relaci
na mnoziné V.
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Definice

Necht G je orienovany graf obsahujici vrchol v.

Vstupni stuperi vrcholu v je poet hran s koncovym vrcholem v,
znati se di(v), anebo deg;,(v) nebo d~(v).

Vystupni stuperi vrcholu v je polet hran s po¢ateénim vrcholem v,
znadi se doyt(v), anebo deg,,.(v) nebo d™(v).

Stuperi vrcholu v je pak d(v) = dip(v) + doyt(v).

Lemma
Pro kazdy graf G plati ZVGV din(v) = |E| = ZVGV dout (V).
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Definice
@ Orientovany sled (délky k) v grafu G je posloupnost vrcholii
a hran vp,e1,v1,60,...,Vk_1, €k, Vi takova, Ze hrana

e = (vi—1,v;) pro kazdé i =1,2,... k.
Jestlize vy = vy, pak se jednd o uzavieny orientovany sled.
@ Orientovany tah v grafu G je orientovany sled, ve kterém se
neopakuji hrany.
e Orientovand cesta v grafu G je orientovany tah, ve kterém se
neopakuji vrcholy (s tou vyjimkou, Ze miZe platit vp = vy).
@ Cyklus v grafu G je uzavfend orientovana cesta, kterd ma
aspon jednu hranu.
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Poznamky

1) Orientovanid cesta &i cyklus v grafu uréuji podgraf grafu G,
nebot se v nich neopakuji vrcholy ani hrany. Budeme s témito
pojmy pracovat opét podle potteby bud jako s posloupnosti
vrcholl a hran, nebo jako s podgrafem skladajicim se z té&chto
vrchol(l a hran.

2) V orientovaném grafu maji svdj vyznam i pGvodni neorientované
pojmy sled, tah, cesta (kde kazdd hrana e; je incidentni s vrcholy
Vi_1 a vj, priemZ nezileZi na tom, zda je hrana orientovand po
sméru, anebo proti sméru sledu, tahu, cesty).
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Lemma (o zkraceni na orientovanou cestu)

Pokud v grafu G existuje orientovany sled z vrcholu v do
vrcholu v, pak v ném existuje i orientovana cesta z u do v,
ktera neni del3i nez dany orientovany sled.

Dusledek: Uzav¥eny orientovany (netrividlni) sled obsahuje cyklus.

Definice

Vrchol v je orientované dostupny z vrcholu u, pokud v grafu G
existuje orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Poznamka

Relace orientované dostupnosti je reflexivni a transitivni, ale
nemusi byt symetricka.
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Definice

Graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé dva jeho vrcholy u, v
existuje orientovana cesta z u do v (a tudiZ i zp&t).

Definice
Kazdy maximalni podgraf grafu G, ktery je silné souvisly, se
nazyva komponenta silné souvislosti grafu G.

Poznamka

Komponenta silné souvislosti je jednozna¢né uréena mnoZinou
svych vrcholli, je to podgraf indukovany danou mnoZinou vrcholi.
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Definice

Eulerovsky tah v orientovaném grafu G je orientovany tah, ktery
obsahuje v8echny hrany (kaZdou jednou) a vechny vrcholy grafu.

Definice
Orientovany graf, ve kterém existuje uzav¥eny eulerovsky tah, se
nazyva eulerovsky orientovany graf.

Tvrzeni

Orientovany graf je eulerovsky, pravé kdyZ je souvisly a pro kazdy
jeho vrchol plati: dip(v) = dout(v)
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Tvrzeni

Orientovany graf obsahuje otev¥eny eulerovsky tah, pravé kdyzZ je
souvisly a existuji v ném dva vrcholy v a w, pro které plati
dout(V) = din(V) +1, din(W) = out(W) +1,

pritemz vSechny ostatni vrcholy spliiuji dip(u) = dout(u).

Poznamka

Pro hledani eulerovského tahu v orientovaném grafu funguje stejny
algoritmus jako v neorientovaném grafu, pouze hrany musime do
tahu p¥idavat po sméru.
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Definice
Koren orientovaného grafu je vrchol, z néhoZ vede orientovana
cesta do kaZdého vrcholu grafu.

Tvrzeni

Orientovany graf je siln& souvisly, pravé kdyZ kazdy jeho vrchol je
kofenem.
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Definice
Orientovany graf je kofenovy strom, pokud je to strom a ma koten.

Tvrzeni

Kofenovy strom ma jen jeden kofen. Navic v kofenovém stromé je
kofen jedinym vrcholem, ktery ma dj,(v) = 0.

Poznamka

Pojem strom je neorientovany - vyZaduje (slabou) souvislost
a neexistenci kruZnic. Pozor na anglickou a ¢eskou terminologii:

@ acyclic graph = graf bez kruznic

e directed acyclic graph = (orientovany) acyklicky graf
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Poznamka

Termin koFenovy strom se pouZivd i u neorientovanych stromi,

znamen3 strom s vyznaenym vrcholem (orientace je implicitn&

min&na od ko¥ene k listdm). Takto Ize kazdy strom jednoznatn&
zakofenit v libovolném vrcholu.

Hloubka (vy%ka) stromu je délka nejdel3i cesty od kofene k listu.

Pviklad
Existuji ¢tyfi neisomorfni kofenové stromy o &tyfech vrcholech.
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Definice
Orientovany graf je acyklicky, jestlize neobsahuje Zadny cyklus.

Tvrzeni

V acyklickém grafu je aspofi jeden vrchol s dj,(v) = 0 (tzv. zdroj)
a aspoii jeden vrchol s doue(v) = 0 (tzv. vylevka).
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Definice

Ocislovani vrcholl vy, va,. .., v, orientovaného grafu G se nazyva
topologické ocislovani vrcholii, jestlize pro kaZdou hranu

e = (v;,vj) plati i < j, tj. potatetni vrchol ma mensi &islo neZ
koncovy vrchol.

Tvrzeni

Orientovany graf je acyklicky, pravé kdyZ ma topologické
ocislovani vrcholi.
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Algoritmus na topologické ocislovani vrcholii

Vstup: acyklicky orientovany graf G = (V/, E)

Vystup: topologické ocislovani vrcholl vi, va, ..., v,

Myglenka algoritmu: O¢&isluje nejmendim moZnym &islem vrchol v
se vstupnim stupné&m dj,(v) = 0 a utrhne ho z grafu (samoziejmé
i s hranami). Graf G—v je opét acyklicky, postup miZeme
opakovat, dokud nejsou o&islovany vSechny vrcholy.

P¥itom trhani vrcholu nemusime délat v datové struktute grafu G,
stadi pouze aktualizovat vstupni stupné vrchold.
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Algoritmus na topologické ocislovani vrcholt
© Spotitdme vstupni stupn& dj,(v) pro viechny v € V.
@ Polozime M := {v|djp(v) =0}, i :=1.
© Dokud M # () opakujeme:
e Vybereme né&jaky v € M a odstranime ho z M.

PoloZime v; ;== v, i == i+ 1.
o Pro kazdou hranu e = (v, w) s potate&nim vrcholem v
provedeme:

o din(w) « din(w) — 1,
o kdyZ dj,(w) = 0, tak p¥iddme w do M.

Q Topologické ocislovani vrcholl je vi, va, ..., vy.
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Korektnost algoritmu

@ Terminace - variant = pocet ocislovanych vrchold.
(ProtoZe v8echny podgrafy jsou acyklické, je mnozina M
neprazdnd, dokud nejsou otislovany v8echny vrcholy. P¥itom
v kaZzdém kroku je o&islovan jeden dal3i vrchol.)

o Parcialni korektnost - invariant = " O¢&islovani je topologickym
ocislovanim vrchold podgrafu indukovaného mnozinou jiz
otislovanych vrcholl.” (Lze dokazat indukci.)

JelikoZ algoritmus zastavi, aZ kdyZ jsou olislovany v8echny
vrcholy, ziskdme topologické o&islovani vrcholl grafu G.
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Poznamka

Algoritmus rozpoznd nepfipustny vstup - pokud graf G nenfi
acyklicky, bude mnozina M prazdnd d¥ive, nez budou o&islovany
vdechny vrcholy.

Pouziti topologického ocislovani vrcholii

Ostré &astetné usporadani < na mnoziné V odpovida acyklickému
orientovanému grafu G = (V,E): (u,v) € E, prav& kdyz u < v.
Fakt, Ze vrcholy acyklického grafu Ize topologicky odislovat,
umoZziiuje dodefinovat porovndni pro viechny dvojice prvki.

Kazda ¢aste¢né usporadand mnoZina miZe byt vnofena do linedrné
usporddané mnoziny.
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Algoritmus na topologické ocislovani vrcholii
Vstup: Orientovany graf G = (V, E), kde n = |V|, m = |E]|.
Pro kaZdy vrchol v je zaddn seznam A(v)
véech hran s pocate¢nim vrcholem v.
Vystup: Topologické o&islovani vrchold (vi, va. .., v,)
nebo hlaska, Ze graf neni acyklicky.

Datové struktury: Pole D délky n, kde D(v) = dj,(v) v podgrafu
indukovaném jesté neodislovanymi vrcholy.
MnoZina M vrcholl se vstupnim stupném nula.
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Algoritmus na topologické ocislovani vrcholii

(inicializace)

e for all v € V do D(v) < 0 enddo

e for all e = (u,v) € E do D(v) < D(v) + 1 enddo

oM<« ()

e for all v e V do if D(v) =0 then M <~ M U {v} endif enddo
e+ 0
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Algoritmus na topologické ocislovani vrcholi
(¢islovani vrcholl)
e while M # () do
@ vyber v € M (a odisluj ho a utrhni - viz dle)
@i+ i+1, vi+v
o M+ M\ {v}
e for all e = (v, w) € A(v) do
e D(w)« D(w)—-1
o if D(w) =0 then M <~ MU {w} endif enddo
@ enddo
e if i = n then output (vi,v2...,v,)
else output “G nenfi acyklicky " endif
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Casova narotnost algoritmu

Vy3Se uvedeny algoritmus na topologické o&islovani vrcholl pracuje
v &ase O(m + n).

KazZdou hranu zpracujeme jednou pfFi inicializaci pole D a nejvyse
jednou p¥i jejim utrhnuti. Representace grafu je volena tak,
abychom snadno nasli hrany s po¢ateénim vrcholem v, kdyz tento
vrchol chceme utrhnout.
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Definice

Jadro orientovaného grafu G = (V, E) je mnozina J C V jeho
vrcholl takovd, Ze

@ mezi libovolnymi dvéma vrcholy z J nevede z4dna hrana,

© z kazdého vrcholu mimo J vede aspoii jedna hrana do J.

Orientovany graf miZe mit Zadné, jedno &i vice jader. Nap¥. cyklus
délky tfi nem3 jadro, zatimco cyklus délky &tyfi ma jadra dvé.
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Tvrzeni

Acyklicky orientovany graf ma jadro a to je ureno jednoznalné.

Algoritmus na hledani jadra

K nalezenf jadra Ize pouZit topologické o&islovani vrcholi od konce:
Posledni vrchol ddme do jadra a vrcholy, ze kterych do né&j vede
hrana, ddme mimo jadro. To opakujeme, dokud nejsou v8echny
vrcholy zafazeny do jadra ¢ mimo néj.
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Korektnost algoritmu

@ Terminace - variant = pofet zatazenych vrchold.
(P¥i kazdém kroku je zaFazen aspoii jeden dal3i vrchol.)
@ Parcidlni korektnost - invariant = " AktudIni mnoZina J je
jadro v podgrafu indukovaném mnoZinou jiZ zafazenych
vrcholl.” (Lze dokazat indukci.)
Jelikoz algoritmus zastavi, aZ kdyZ jsou zafazeny vSechny
vrcholy, ziskdme jadro celého grafu G.
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Algoritmus na hledani jadra

Vstup: Acyklicky graf G = (V, E), kde n = |V|, m = |E|.
Pro kazdy vrchol v je zaddn seznam A(v)
véech hran s po¢ate¢nim vrcholem v.

Vystup: MnoZina J vrcholl jadra grafu.

Datové struktury: Pro kaZdy vrchol v bude seznam B(v)
obsahovat vSechny hrany s koncovym vrcholem v.
Booleovské pole P délky n oznaduje, zda mize vrchol v byt v jadve.
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Algoritmus na hledani jadra

(inicializace)

e najdi topologické o&islovani vrchold (vi,va. .., vy)

o forall e = (v,w) € E do B(w) < B(w) U {v} enddo
o J+ 0

e for all v € V do P(v) < true enddo

(za¥azeni vrchol()
e for i <— n downto 1 do

e if P(v;) then

o J+ JU {V,'}
o forall e = (w,v;) € B(v;) do P(w) < false enddo endif
@ enddo
e output J
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Casova narotnost algoritmu

Vy%e uvedeny algoritmus na hledani jadra acyklického grafu
pracuje v ¢ase O(m + n).

P¥itom topologické uspo¥adani vrcholi najdeme v €ase O(m + n),
rozd&leni hran do seznamii podle koncovych vrcholi trvd &as O(m),
zafazovani vrcholi do jadra ¢i mimo jaddro vyZaduje &as O(m + n).
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Pouziti jadra orientovaného grafu

Jadro orientovaného grafu se pouZiva v teorii her.

Hru hraji dva hradi a prohraje ten, kdo uz nem3d dalsi tah.
Orientovany graf pro hru G = (V, E) ma za vrcholy situace hry
a orientované hrany e = (51, S2) jsou tam, kde ze situace S Ize
prejit jednim tahem do situace S».

Ma-li graf jadro, pak existuje neprohravajici strategie a tou je
"tahnout vidy do jadra". Pokud je graf acyklicky, tak je tato
strategie dokonce vyhravajici (s potate¢ni situaci mimo jadro by
vyhrdl prvni hra¢ a naopak).
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