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Piiklad 4)

Napriiklad:

int ff(int x, int y)
{
if (x > 0)
return ff(x-1, y)*y;
return 1;
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Piiklad 10)

Ze zadani lze vycist, ze
a=2, b =3, f(n) =n?

takze spravné je moznost e), tedy

Piiklad 12)

Reseni pomoci stromu rekurze

Prvni tfi trovné stromu rekurze:

/\/ﬁlogz(n)\
V% logy (%) //\\ V5 logo (%)
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Mezivypocty:



e rekurentnf vzorec: T'(n) = 6T (%) + /nlogy(n),

e hloubka stromu: h = logz(n),

e pocet uzli v i-té trovni: u; = 6°,

e pocet listi: L = 6'°83(") = plogs(6)

e odhad optimalni asymptotické slozitosti zpracovani listu: 1, € © (n1°g3(6)),

e pocet operaci na zpracovani viech uzlu i-té trovneé:

1= \fo (3 oo () = vitosstm (5~ vitoma(03 ()

e pocet operaci na zpracovani vSech vnitinich uzla:

logz(n)—1

To= 3 (ﬁlogQ(n) (\%)i—ﬁlo&(sﬂ <ﬁ§)>

Rozdélme T,n; na dvé ¢asti, a to soucet geometrické fady A, kde

= logzél Vnlogy(n) <ﬁ§> ,

a soucet aritmeticko-geometrické fady B, kde

_ logjfé 1 Vilogy(3)i <\j’§>

Protoze vime, ze vysledek Ty, = A — B musi byt kladny, musi platit A > B. Pfi vySetfovani asympto-
tické slozitosti souctu funkci stac¢i brat v potaz nejrychleji rostouci funkci, takze nam staci vycislit
asymptotickou slozitost souctu geometrické fady A.

Soucet geometrické rady A

o Resime: 4= DI iloga(m) (G5) 7 = Vittora(m T (208)

. 7 . y__ m__
e Soucet geometrické posloupnosti: > it a1¢"1 = a3 qq_ll.

e Po dosazeni:

logz(n) i—1 logz(n) logs(2v/3
6 2\/3 -1 nlogs(2v3) _ 1
A= Vitlogy(n) () — Vilogg(m) 2L rlogy(m) 1
—~ \V3 2v3 -1 2v3 -1

Aeo© (\/ﬁlogz(n)(nlogi”@\/ﬁ) - 1)) =0 (\/ﬁlogQ(”)nlogg’@ﬁ) - \/ﬁlogz(n))
=0 (\/ﬁlogQ(n)nb%@ﬁ))

Odhad optimalni asymptotické slozitosti zpracovani vnitinich uzla je tedy
Toni € © (\/ﬁlogQ(n)nlogi‘(zﬁ))
a odhad optiméalni asymptotické slozitosti zpracovani listu je

T, € © <nlog2(6)) .
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Vysledny odhad je tedy
Toni + T €O (maX(nlog2(6)7 ﬁlogz(n)nlogS(Qﬁ))) .

Vysledek lze zjistit napiiklad limitou:

i nlos2(6)
im = =
oo /ilogy(n)nlogs(2V3)

)

takze funkce n'°82(6) roste rychleji a funkei /7 log, (n)nlogS(Q\/g) muzeme zanedbat. Vysledna slozitost
celého algoritmu je tedy

T(n)€© (nlOgQ(G)) .

ResSeni pomoci substituéni metody

Zkusme dokazat, ze T(n) € © (nl°82 (6)) pomoci substitucni metody. Musime zv1ast dokazat, ze funkce
n1°22(6) je horni i dolni odhad asymptotické slozitosti.

Horni odhad asymptotické slozitosti

Zacnéme s ditkazem horniho odhadu, tedy T'(n) € O(n'°82(9), kde T'(n) = 6T (%) + Vnlogy(n).

Chceme dokézat, ze plati
T(n) < cnlog2(6)

pro néjaké ¢ > 0 a ng > 0, pokud (indukéni predpoklad)

(3 <e()

Z rekurentniho vztahu:

"4 Vitlogy(n).

T'(n)=6T (%) + /i logy(n) < 6e (131)10?;2(6

Zkusme dokazat, ze existuje ¢ > 0 takové, ze pro kazdé n > ng plati

6c (§>10g2(6) + v/nlog,

6 - 3_1082(6)Cn1082(6) + \/ﬁlog2

Vnlogy(n) < !n'°82(0) d>0.

Stacf tedy dokézat, ze n'°82(6) je hornim odhadem funkce v/nlogs(n), coz lze napiiklad limitou
Vnlogy(n)

n—oo o8 (6)
nebo prostou tvahou:

e funkce /n i funkce logy(n) rostou sublinedrné, takze jejich ndsobek musi rust pomaleji, nez

n-n=n?



o funkce n'°22(%) roste rychleji, nez n? (protoze logy(6) > 2),
Dokazali jsme tedy, ze pokud plati indukéni predpoklad, pak plati
T(n) < cn'o82)
pro néjaké ¢ > 0 a ng > 0. Zbyva dokazat, ze
T(no) < CngogQ(G)

plati pro néjaké ng. Napiiklad pro ng =4 ac= W:

Vnlogy(n) < (1 _6. 3,10&(6)) cn108(6)
410g2(6) — 610g2(4)
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Takze T'(n) € O(nlog2(6)),

ResSeni pomoci Mistrovské véty

Zkusme moznost 1. Mistrovské véty (vime, ze by méla vyjit), tedy:
f(n) €O (nlogb(“)_e) ,€> 0.
Pokud je tento vyrok pravdivy, potom podle Mistrovské véty musi platit T'(n) € © (nlogb(a)) )
Dosad'me ze zaddni a = 6, b = 2, f(n) = y/nlogy(n) a ziskdme vyrok
Vvnlogs(n) € O <nlog?(6)+6> ,e> 0,

ktery chceme dokézat. Napifklad pro € = log,(6) — 2 vyjde nt92(6)t¢ = n2_ Protoze log,(6) > 2, tak
€ > 0. Nyni sta¢i pouzit podobnou tvahu, jako pfi dokazovani horniho odhadu v substituéni metodé,
abychom ukézali, ze funkce f(n) = v/nlogy(n) roste pomaleji, nez n?, a tedy Ze opravdu plati

T(n) € © (nlog?(ﬁ)) .



