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Algoritmizace: 3. cvičeńı

Matouš Vrba

5. 10. 2021



Rekurzivńı algoritmy
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� Opakovaně děĺıme problém na menš́ı podproblémy, které uḿıme
vy̌rešit a jejichž řešeńı zpětně využ́ıváme pro poskládáńı výsledného
řešeńı.

�
”
Funkce, co opakovaně volá sebe samu.“

� Př́ıklady rekurzivńıch algoritmů?
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� Opakovaně děĺıme problém na menš́ı podproblémy, které uḿıme
vy̌rešit a jejichž řešeńı zpětně využ́ıváme pro poskládáńı výsledného
řešeńı.

�
”
Funkce, co opakovaně volá sebe samu.“

� Př́ıklady rekurzivńıch algoritmů?

– Faktoriál: N ! = (N − 1)! ·N = (N − 2)! · (N − 1) ·N
– Fibonacciho posloupnost:

f(N) = f(N −2)+f(N−1) = f(N −3)+f(N−2)+f(N−1)

– Merge sort, Quick sort
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� Složitost rekurzivńıch algoritmů vyjaďrujeme rekurentńım vztahem

T (n) = aT
(n

b

)

+ f(n)



Složitost rekurzivńıch algoritmů
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� Složitost rekurzivńıch algoritmů vyjaďrujeme rekurentńım vztahem

T (n) = aT
(n

b

)

+ f(n)

� Pro p̌revod na p̌ŕımé vyjáďreńı (ve smyslu O, Θ nebo Ω) máme ťri
metody:

– Substitučńı metoda
– Metoda rekurzivńıch stromů
– Mistrovská věta (Master theorem)
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Kolikrát bude zavolána funkce xyz p̌ri zavoláńı rekur(5)?

void rekur(int x) {

if(x < 1) return;

rekur(x-1);

xyz ();

rekur(x-2);

}
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Př́ıklad 3
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Charakterizujte slovy, jakou hodnotu vrát́ı funkce f v závislosti na
hodnotách jej́ıch vstupńıch parametr̊u.

int f(int x, int y) {

if(x > 0) return f(x - 1, y) + y;

return 0;

}
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Charakterizujte slovy, jakou hodnotu vrát́ı funkce f v závislosti na
hodnotách jej́ıch vstupńıch parametr̊u.

int f(int x, int y) {

if(x > 0) return f(x - 1, y) + y;

return 0;

}

f(3, 10) = f(2, 10) + 10

= f(1, 10) + 10 + 10

= f(0, 10) + 10 + 10 + 10

= 0 + 10 + 10 + 10
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Napǐste rekurzivńı funkci, která pro zadané č́ıslo N vyṕı̌se řetězec
skládaj́ıćı se z N jedniček následovaných 2N dvojkami. Pro dané N bude
funkce volat sama sebe právě N -krát. Př́ıklad: pro N = 2 vyṕı̌se 112222.
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Napǐste rekurzivńı funkci, která pro zadané č́ıslo N vyṕı̌se řetězec
skládaj́ıćı se z N jedniček následovaných 2N dvojkami. Pro dané N bude
funkce volat sama sebe právě N -krát. Př́ıklad: pro N = 2 vyṕı̌se 112222.

def f(N):

if N > 0:

print (1)

f(N - 1)

print (2)

print (2)
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Rekurzivńı algoritmus A děĺı úlohu o velikosti n na 2 stejné části.
Každou část muśı zpracovat dvakrát. Čas poťrebný na rozděleńı úlohy na
části a na spojeńı d́ılč́ıch řešeńı je úměrný hodnotě n. Jaký vztah
popisuje složitost algoritmu A?

A. T (n) = 4T
(

n
2

)

+ n
B. T (n) = nT

(

4n
2

)

C. T (n) = T
(

n

2

)

+ 4n
2

D. T (n) = 2T
(

n
4

)

+ n
E. T (n) = nT

(

n
2

)

+ n log(n)
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Rekurzivńı algoritmus A pracuje tak, že pro n > 1 data rozděĺı na 4 části
stejné velikosti, zpracuje 5 těchto část́ı (tj. jednu dvakrát), a pak jejich
řešeńı spoj́ı. Na samotné rozděleńı problému a spojeńı řešeńı menš́ıch
část́ı poťrebuje dobu úměrnou n2–n.
Určete asymptotickou složitost pomoćı

1. stromu rekurze,
2. Mistrovské věty,
3. a substitučńı metody.
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� Jaká je hloubka stromu (kǒren je v 0-té úrovni)?
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� Jaká je hloubka stromu (kǒren je v 0-té úrovni)?

◦ log4(n), protože v každé úrovni děĺıme problém na čtvrtiny.
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� Jaká je hloubka stromu (kǒren je v 0-té úrovni)?

◦ log4(n), protože v každé úrovni děĺıme problém na čtvrtiny.

� Kolik je v i-té úrovni uzl̊u?
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� Jaká je hloubka stromu (kǒren je v 0-té úrovni)?

◦ log4(n), protože v každé úrovni děĺıme problém na čtvrtiny.

� Kolik je v i-té úrovni uzl̊u?

◦ 5i, protože v každé úrovni se počet uzl̊u zvěťśı 5-krát.

� Kolik operaćı proběhne v jednom uzlu v i-té úrovni?
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� Jaká je hloubka stromu (kǒren je v 0-té úrovni)?

◦ log4(n), protože v každé úrovni děĺıme problém na čtvrtiny.

� Kolik je v i-té úrovni uzl̊u?

◦ 5i, protože v každé úrovni se počet uzl̊u zvěťśı 5-krát.

� Kolik operaćı proběhne v jednom uzlu v i-té úrovni?

◦
(

n
4i

)2
− n

4i
, protože v i-té úrovni jsme problém zmenšili 4i-krát.



Př́ıklad 11: strom rekurze – pokračováńı
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� Hloubka d = log4(n), v i-té úrovni 5i uzl̊u, každý
(

n
4i

)2
− n

4i
operaćı



Př́ıklad 11: strom rekurze – pokračováńı
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� Hloubka d = log4(n), v i-té úrovni 5i uzl̊u, každý
(

n
4i

)2
− n

4i
operaćı

� Kolik operaćı vyžaduje zpracováńı i-té úrovně?
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(

n
4i
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� Kolik operaćı vyžaduje zpracováńı i-té úrovně?

◦ 5i
[
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)2
− n

4i
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◦ V posledńı úrovni jsou jen listy s konstantńı složitost́ı – kolik jich je?
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5. 10. 2021 B4B33ALG 11 / 18

� Hloubka d = log4(n), v i-té úrovni 5i uzl̊u, každý
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◦ Celkem 5d = 5log4(n) = n?:

loga(x) = loga(b) · logb(x),
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◦ Celkem 5d = 5log4(n) = n?:

loga(x) = loga(b) · logb(x),

5log4(n) = 5log4(5)·log5(n) =
(

5log5(n)
)log4(5) = nlog4(5).
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◦ V posledńı úrovni jsou jen listy s konstantńı složitost́ı – kolik jich je?

◦ Celkem 5d = 5log4(n) = n?:

loga(x) = loga(b) · logb(x),

5log4(n) = 5log4(5)·log5(n) =
(

5log5(n)
)log4(5) = nlog4(5).

◦ Takže zpracováńı celé posledńı úrovně je Θ
(

nlog4(5)
)

.
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� Zpracováńı celé posledńı úrovně je Θ
(

nlog4(5)
)

.



Př́ıklad 11: strom rekurze – pokračováńı
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� Zpracováńı celé posledńı úrovně je Θ
(

nlog4(5)
)

.
� Kolik operaćı proběhne ve vniťrńıch uzlech?
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� Zpracováńı celé posledńı úrovně je Θ
(

nlog4(5)
)

.
� Kolik operaćı proběhne ve vniťrńıch uzlech?

◦ Sč́ıtáme p̌res všechny úrovně kromě té posledńı, kde jsou listy.
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◦ To jsou součty geometrické posloupnosti
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◦ To jsou součty geometrické posloupnosti:

k
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i=1

a1q
i−1 = a1

qk − 1

q − 1
, q 6= 1.
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� Zpracováńı list̊u v posledńı úrovni Θ
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� Celkem za celý strom (vniťrńı uzly + listy):
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Pro rekurentńı funkci T (n) = aT
(

n
b

)

+ f(n), kde a ≥ 1 a b > 1 plat́ı:

1. pokud f(n) ∈ O
(

nlogb(a)−ǫ
)

, ǫ > 0,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

,
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5. 10. 2021 B4B33ALG 14 / 18
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nlogb(a)
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, (počet list̊u
”
p̌rebije“ cenu větveńı)
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)

, ǫ > 0,
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(

nlogb(a)
)

, (počet list̊u
”
p̌rebije“ cenu větveńı)

2. pokud f(n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a) log(n)
)

,
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, (počet list̊u
”
p̌rebije“ cenu větveńı)

2. pokud f(n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a) log(n)
)

,

3. pokud f(n) ∈ Ω
(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n

b

)

≤ cf(n), c < 1,
pak T (n) ∈ Θ(f(n)),
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)
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p̌rebije“ počet list̊u).
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Pro rekurentńı funkci T (n) = aT
(

n
b

)

+ f(n), kde a ≥ 1 a b > 1 plat́ı:

1. pokud f(n) ∈ O
(

nlogb(a)−ǫ
)

, ǫ > 0,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

, (počet list̊u
”
p̌rebije“ cenu větveńı)

2. pokud f(n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a) log(n)
)

,

3. pokud f(n) ∈ Ω
(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n

b

)

≤ cf(n), c < 1,
pak T (n) ∈ Θ(f(n)), (cena větveńı

”
p̌rebije“ počet list̊u).

Ze zadáńı máme
T (n) = 5T

(n

4

)

+ (n2 − n),

proto a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n.
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Pro rekurentńı funkci T (n) = aT
(

n
b

)

+ f(n), kde a ≥ 1 a b > 1 plat́ı:

1. pokud f(n) ∈ O
(

nlogb(a)−ǫ
)

, ǫ > 0,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

, (počet list̊u
”
p̌rebije“ cenu větveńı)

2. pokud f(n) ∈ Θ
(

nlogb(a)
)

,

pak T (n) ∈ Θ
(

nlogb(a) log(n)
)

,

3. pokud f(n) ∈ Ω
(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n

b

)

≤ cf(n), c < 1,
pak T (n) ∈ Θ(f(n)), (cena větveńı

”
p̌rebije“ počet list̊u).

Ze zadáńı máme
T (n) = 5T

(n

4

)

+ (n2 − n),

proto a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n.
Zkusme ťret́ı možnost.
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� Máme a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n
� Plat́ı f(n) ∈ Ω

(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n
b

)

≤ cf(n), c < 1?
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� Máme a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n
� Plat́ı f(n) ∈ Ω

(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n
b

)

≤ cf(n), c < 1?

1. Existuje takové ǫ > 0, aby (n2 − n) ∈ Ω
(

nlog4(5)+ǫ
)

?
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� Máme a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n
� Plat́ı f(n) ∈ Ω

(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n
b

)

≤ cf(n), c < 1?

1. Existuje takové ǫ > 0, aby (n2 − n) ∈ Ω
(

nlog4(5)+ǫ
)

?
Pro ǫ = 2− log4(5) dostáváme (n2 − n) ∈ Ω (n2), což jistě plat́ı,
protože (n2 − n) ∈ Θ(n2).
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� Máme a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n
� Plat́ı f(n) ∈ Ω

(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n
b

)

≤ cf(n), c < 1?

1. Existuje takové ǫ > 0, aby (n2 − n) ∈ Ω
(

nlog4(5)+ǫ
)

?
Pro ǫ = 2− log4(5) dostáváme (n2 − n) ∈ Ω (n2), což jistě plat́ı,
protože (n2 − n) ∈ Θ(n2).

2. Existuje takové c < 1, aby 5
(

n2

16
− n

4

)

≤ c(n2 − n)?
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� Máme a = 5, b = 4 a f(n) = n2 − n
� Plat́ı f(n) ∈ Ω

(

nlogb(a)+ǫ
)

, ǫ > 0, a af
(

n
b

)

≤ cf(n), c < 1?

1. Existuje takové ǫ > 0, aby (n2 − n) ∈ Ω
(

nlog4(5)+ǫ
)

?
Pro ǫ = 2− log4(5) dostáváme (n2 − n) ∈ Ω (n2), což jistě plat́ı,
protože (n2 − n) ∈ Θ(n2).

2. Existuje takové c < 1, aby 5
(

n2

16
− n

4

)

≤ c(n2 − n)?

Pro c = 5/16:

5

(

n2

16
−

n

4

)

≤
5

16
(n2 − n)

n2 − 4n ≤ n2 − n

což plat́ı pro n > 0, takže T (n) ∈ Θ(n2 − n) = Θ(n2)
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Chceme ukázat, že T (n) ∈ O(n2), kde T (n) = 5T
(

n
4

)

+ (n2 − n).
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Chceme ukázat, že T (n) ∈ O(n2), kde T (n) = 5T
(

n
4

)

+ (n2 − n).

Tzn. z definice: T (n) ≤ cn2 pro nějaké c > 0 a n0 > 0.
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Chceme ukázat, že T (n) ∈ O(n2), kde T (n) = 5T
(

n
4

)

+ (n2 − n).

Tzn. z definice: T (n) ≤ cn2 pro nějaké c > 0 a n0 > 0.

Myšlenka důkazu indukćı:

� Dokažme, že pokud plat́ı T
(

n
a

)

≤ c
(

n
a

)2
, tak plat́ı též T (n) ≤ cn2.
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Chceme ukázat, že T (n) ∈ O(n2), kde T (n) = 5T
(

n
4

)

+ (n2 − n).

Tzn. z definice: T (n) ≤ cn2 pro nějaké c > 0 a n0 > 0.

Myšlenka důkazu indukćı:

� Dokažme, že pokud plat́ı T
(

n
a

)

≤ c
(

n
a

)2
, tak plat́ı též T (n) ≤ cn2.

� Potom stač́ı jen dokázat, že T (n0) ≤ cn2
0 plat́ı pro nějaké n0, a muśı

to platit i pro všechna n = k · b · n0, k ∈ N
+.
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Chceme dokázat, že plat́ı T (n) ≤ cn2,

pokud T
(

n
4

)

≤ c
(

n
4

)2
(indukčńı p̌redpoklad).
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Chceme dokázat, že plat́ı T (n) ≤ cn2,

pokud T
(

n
4

)

≤ c
(

n
4

)2
(indukčńı p̌redpoklad).

Z rekurentńıho vztahu:

T (n) = 5T
(n

4

)

+ (n2 − n)
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pokud T
(

n
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)

≤ c
(

n
4

)2
(indukčńı p̌redpoklad).

Z rekurentńıho vztahu:

T (n) = 5T
(n

4

)

+ (n2 − n) ≤ 5c
(

n
4

)2
+ (n2 − n)

= n2( 5c
16

+ 1)− n
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)
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(

n
4

)2
(indukčńı p̌redpoklad).

Z rekurentńıho vztahu:

T (n) = 5T
(n

4

)

+ (n2 − n) ≤ 5c
(

n
4

)2
+ (n2 − n)

= n2( 5c
16

+ 1)− n ≤ cn2

Plat́ı nap̌r. pro c = 16.



Př́ıklad 11: substitučńı metoda - pokračováńı
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+ (n2 − n) ≤ 5c
(
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4

)2
+ (n2 − n)

= n2( 5c
16

+ 1)− n ≤ cn2

Plat́ı nap̌r. pro c = 16.

Stač́ı nalézt takové n0, pro které vztah plat́ı.
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Chceme dokázat, že plat́ı T (n) ≤ cn2,

pokud T
(

n
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)

≤ c
(

n
4

)2
(indukčńı p̌redpoklad).

Z rekurentńıho vztahu:

T (n) = 5T
(n

4

)

+ (n2 − n) ≤ 5c
(

n
4

)2
+ (n2 − n)

= n2( 5c
16

+ 1)− n ≤ cn2

Plat́ı nap̌r. pro c = 16.

Stač́ı nalézt takové n0, pro které vztah plat́ı. Nap̌ŕıklad pro n0 = 4:

T (n) = 42(
5 · 16

16
+ 1)− 4 ≤ 16 · 42,

92 ≤ 256.
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Chceme dokázat, že plat́ı T (n) ≤ cn2,

pokud T
(

n
4

)

≤ c
(

n
4

)2
(indukčńı p̌redpoklad).

Z rekurentńıho vztahu:

T (n) = 5T
(n

4

)

+ (n2 − n) ≤ 5c
(

n
4

)2
+ (n2 − n)

= n2( 5c
16

+ 1)− n ≤ cn2

Plat́ı nap̌r. pro c = 16.

Stač́ı nalézt takové n0, pro které vztah plat́ı. Nap̌ŕıklad pro n0 = 4:

T (n) = 42(
5 · 16

16
+ 1)− 4 ≤ 16 · 42,

92 ≤ 256.

Obdobně bychom dokázali T (n) ∈ Ω(n2).
Důsledek: T (n) ∈ Θ(n2).
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� Ve skupinách řešte p̌ŕıklady 4, 10, 12 včetně substitučńı metody
� Do řešeńı napǐste jména všech členů skupiny
� Vyfocené řešeńı (nebo jako PDF) odešlete do konce týdne na

matous.vrba@fel.cvut.cz s p̌redmětem ALG 3
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