Optimalizace

11. Dualita v linedrnim programovani
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Véty o dualité

min ¢’x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y>0
x>0 ATy <c
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Véty o dualité

min ¢’x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y>0
x>0 ATy <c

Véta (o slabé dualité)
Pro kazda p¥ipustna x,y platic’x > bTy.

Diikaz: Pro p¥ipustna x,y ziejmé& plati ¢"x >y Ax > y'b.
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Véty o dualité

min ¢’x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y>0
x>0 ATy <c

Véta (o slabé dualité)
Pro kazda p¥ipustna x,y platic’x > bTy.
Diikaz: Pro pipustnd x,y ziejmé plati ¢"x > yTAx > y7b.
Véta (o komplementarité)
Necht x,y jsou p¥ipustnd. Pak ¢"x = by pravé kdy?
Zj ajx; =b; nebo y; =0 Vi
x;=0 nebo > . ajyi=¢ vy

Diikaz: Podminky komplementarity jdou napsat jako y7 (Ax —b) = 0= (¢’ — yTA)x.

Véta pak plyne z ¢"x > y"Ax > yTb.
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Véty o dualité

min ¢’x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y>0
x>0 ATy <c

Véta (o slabé dualité)
Pro kazda p¥ipustna x,y platic’x > bTy.
Diikaz: Pro p¥ipustna x,y ziejmé& plati ¢"x >y Ax > y'b.
Véta (o komplementarité)
Necht x,y jsou p¥ipustnd. Pak ¢"x = by pravé kdy?

Zj ajx; =b; nebo y; =0 Vi

x;=0 nebo > . ajyi=¢ vy

Diikaz: Podminky komplementarity jdou napsat jako y7 (Ax —b) = 0= (¢’ — yTA)x.
Véta pak plyne z ¢"x > y"Ax > yTb.
Véta (o silné dualitd)
Primarni Gloha ma optimalni YeSeni, pravé kdyz dudlni tiloha ma optimalni ¥eseni.
Pokud x,y jsou optimalni ¥eSeni, pak c'x = by.

Diikaz neuvadime (je sloZity).
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P¥iklad na slabou dualitu

min  2x; + 5x + 6x3 = 9 max 3y1+ Vv +3y3— yz=2
5= 214+ xp+2x3>3 0= wn >0
4 = X1+ 2% +2x3 > 1 0= ¥ >0

= x1+3x+ x3>3 1= V3 >0
1= —x1+ x—2x3> -1 1= ya >0
2= xi >0 0= 2+ yot ys— ya<2
1= X2 >0 b= »n+2p+3+ ya<5b

0= X3ZO —1= 2y1—|—2y2+ y3—2y4§6

3/15



Pt¥iklad na silnou dualitu + komplementaritu

min  2x; + 5xp + 6x3 = 5.4 max 3y1+ W +3y3— y3 =054
3= 21+ x+2x3>3 02= n >0
2.4 = x1+2x +2x3>1 0= Yo >0
3= x1+3x%+ x3>3 1.6 = ¥3 >0
—06= —x34+ xx—2x3>—1 0= va >0
1.2 = X1 >0 2= 2+ yo+ y3— ya<2
0.6 = X2 >0 5= y+2»+3n+ <5

0= x3 >0 3= 2n1+ 2+ y3 —2y4 <6
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Dovolené moznosti FeSitelnosti primarni a dualni dlohy

primar/dudl ‘mé optimum neomezend nepfipustna

ma optimum v X X
neomezena X X v
nep¥ipustna X v v

e Tvrzeni v prvnim sloupci a prvnim ¥adku plynou ze silné duality

e Zbyla tvrzeni plynou ze slabé duality
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Véta o stinovych cenach

Definuj funkci
f(b) =min{c’x | Ax>b, x>0} =max{b’y |ATy<c,y>0}

Véta (o stinovych cendach)
Necht m3a dudlni Gloha pro n&jaké b pravé jedno optimalni YeSeni y*.

*

Pak je funkce f na n&jakém okoli bodu b diferencovatelnd a plati Vf(b) = y*.
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Véta o stinovych cenach

Definuj funkci
f(b) =min{c’x | Ax>b, x>0} =max{b’y |ATy<c,y>0}

Véta (o stinovych cendach)
Necht m3a dudlni Gloha pro n&jaké b pravé jedno optimalni YeSeni y*.
Pak je funkce f na n&jakém okoli bodu b diferencovatelnd a plati Vf(b) = y*.

Diikaz: Dudl nabyvé optima v jediném extremalnim bod& y* p¥ipustného mnohosténu dualu:

5

\y’\

b
ATy<c y>0 /

Zménime-li nepatrn& b, optimalni dudlni ¥eSeni se nezméni a zistane jediné.
Tedy na malém okoli bodu b je f(b) = bTy* a Vf(b) = y*.

6/15



Priklad

min  2x; 4 5x; + 6x3 = 5.4

2x; + xo +2x3 >3
X1+ 2x +2x3 > 1
x1+ 3%+ x3>3
-1+ X —2x3 > —1
X1 >0
X2 >0

x3 >0

f(b)=bTy" = (3

max 3 y1+ y2+3ys— ya=54

02 = " ~ 0
0= y2 >0
1.6 = ¥3 >0
0= ya>0

21+ o+ y3— ya <2
yi+2y+3y3+ ya<5
211 + 2o+ y3 — 2y, <6

. 1,3, -1)7(0.2,0,1.6,0) =54
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Priklad

min  2x; + 5xo + 6x3 = 5.402

2x1 + xp + 2x3 > 3.01
X1+ 2x +2x3 > 1
x1+ 3%+ x3>3
—x1+ X —2x3>—1
X1 20
X >0
x3 >0

max 3.0ly; + y» +3y3 — y4 = 5.402

0.2=
0=
1.6 =
0=

n >0
¥2 >0

3 >0

ya >0

2yi+ yot y3— ya<2
vi+2y2+3y3+ ya<5
2y1+ 2+ y3 —2y4 <6

f(b)=b"y* =(3.01, 1, 3, —1)7 (0.2, 0, 1.6, 0) = 5.402
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Dualni dloha pro LP v rovnicovém tvaru

DokaZme, Ze tyto dvé& dlohy jsou navzdjem dudlni:

min ¢’x max bTy
zapodm. Ax=Dhb za podm. y € R”
x>0 ATy <c
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Dualni dloha pro LP v rovnicovém tvaru

DokaZme, Ze tyto dvé& dlohy jsou navzdjem dudlni:

min ¢’x max bTy
za podm. Ax=b za podm. y € R™
x>0 ATy <c
P¥epidme je jako
min  c’x max b(y, —y_)
za podm. _2 x > [_z] za podm. yr,y- >0
x>0 AT(y:—y-)<c
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Dualni dloha pro LP v rovnicovém tvaru

DokaZme, Ze tyto dvé& dlohy jsou navzdjem dudlni:

min ¢’x max bTy
za podm. Ax=b za podm. y € R™
x>0 ATy <c
P¥epidme je jako
min  c’x max b(y, —y_)
za podm. _2 x > [_ﬂ za podm. yr,y- >0
x>0 AT(y:—y-)<c

kde dudlni dloha jde déle pFepsat jako

y_
za podm. yi,y- >0
[AT —AT] y*] <c

y_

O této dvojici vime, Ze je navzajem dudlni (viz prvni slide). 615



Dualni dloha pro LP v obecném tvaru

min )" ¢jx; max > yb;
jeJ icl
za podm. > a;xj = b; za podm. y; € R
JjeJ
> aijX; > b; yi >0
jed
Z ajjx; < b; yi<0
JjeJ
xi € R > yiaj = ¢
icl
xj =0 > Yiag < g
icl
x; <0 z:/y,au > ¢
ic

kde

I={1,....m}y=h Ul UL
J=A{1,....,n} =HUJLUJ

Vi€l
Viel,
vViel
Vi€ b
Vje Jy

VjeJ
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Ptiklad:

min  2xy —3x3 + Xy

za podm. 2x; — x» + x3 + 2x4
—x1 + 2x — 3x3

Xy — Xo — X3 — 3xa

X1

X2

X3

X4

max  6y;
za podm.
2y
s
Y1
2y1

+ 5y2

+ 2y2
=3y

i €R
y3
+ y3
— =0

<
—3y3>1
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Dualni feSeni jako certifikat optimality

Vektory x,y jsou optimalni pro tlohy

min ¢'x max bTy
za podm. Ax>b za podm. y >
x>0 Ay <c
pravé tehdy, kdyz spliiuji soustavu
c'x=b'y
Ax > b
>0
y>0
ATy <c
Tedy p¥ipustné dudlni fedeni y spliiujici ¢"x = by je diikaz ( ) toho,

Ze p¥ipustné primarni ¥eSeni x je optimalni.
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P¥iklady na LP dualitu



Jak byste spocitali minimum z danych &isel?

min  ¢ixy + -+ ChXn max y
zapodm. x31+---+x, =1 za podm. y € R
x; >0 y < ¢ Vi
neboli
min  ¢”x max y
za podm. 17x =1 zapodm. yeR
x>0 yl<c
e silnd dualita: optimalni hodnota primaru i dudlu je otividng min{cy,..., ¢y}
e slabd dualita: ¢1x3 + -+ 4 ¢ox, > min{cy,...,ch} >y

e komplementarita: optimalni x, y spliiuji

(X,' = O)V(y = C,') Vi
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Ekonomicka interpretace duality

Vyroba lupink( a hranolkil z brambor a oleje:

max 120/ + 76h min 100a + 16b
za podm. 2/ 4+ 1.5h < 100 za podm. a> 0
0.4/ +0.2h < 16 b> 0
/> 0 2a + 0.4b > 120
h> 0 1.5a+0.2b> 76

Vyznam dudlni dlohy:
e a, b jsou jednotkové ceny surovin (brambor a oleje)

o Prekupnik: Jaké nejniZsi ceny mohu nabidnout, aby mi vyrobce prodal své
zasoby surovin?

e OptimdlIni dudlini YeSeni je a = 32 a b = 140 (stinové ceny surovin).
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Miéek v mnohosténu

min{c'x | Ax > b, x € R"}

e Mitek v poloze x je uvnitf mnohosténu: Ax > b
e Potencidlni energie cx je minimalni pro x = x* (primarni optimum)
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Miéek v mnohosténu

min{c'x|Ax>b,x eR"} = max{b’y |[ATy=c y>0}

e Mitek v poloze x je uvnitf mnohosténu: Ax > b

e Potencidlni energie cx je minimalni pro x = x* (primarni optimum)
e Rovnovdha sil na mi¢ek (mitek se nehybe): c =3, yra; = ATy*
Sily stén pisobi dovnitf mnohosténu: y;* > 0
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Miéek v mnohosténu

min{c'x|Ax>b,x eR"} = max{b’y |[ATy=c y>0}

e Mitek v poloze x je uvnitf mnohosténu: Ax > b
e Potencidlni energie cx je minimalni pro x = x* (primarni optimum)
e Rovnovdha sil na mi¢ek (mitek se nehybe): c =3, yra; = ATy*

Sily stén pisobi dovnitf mnohosténu: y;* > 0

Kdy? a] x* > b; (miek se st&ny i nedotyka), sila stény na mitek je y* = 0.

Proto y(a/x* — b;) = 0 (komplementarita). )15



Median

Zopakuj: Funkce f(x) = >"7_; [x — a;| nabyvd minima v medidnu &isel ay, ..., a,.
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Median

Zopakuj: Funkce f(x) = >_"_; [x — a;| nabyvd minima v medidnu &isel ay, ...

,an-
min Yz max > -, (pi— qi)a;
za podm.  x+2z > a za podm. pi >0 i=1,...,n
—X+zi > —a; g >0 i=1,...,
zie R pi+qgi=1 i=1,...,n
x€R Sora(pi—ai) =0
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Median
Zopakuj: Funkce f(x)

min Yz

za podm. X+ z;
—X + z;

Zj

X

= >""; |x — a;| nabyvd minima v medidnu &isel ay, ...

max 31 (pi — gi)ai
> a; za podm. pi >0 i=1,.
> —a g >0 =
eR pitqi=1 i=1
€R Sia(pi—aq) =0

Dudlini dlohu zjednodusime substituci

na

2pi=1+1t;, 2q=1-t

max{ Y aiti ’ Yo ti=0,-1<t< 1}

,dn.
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Median

Zopakuj: Funkce f(x) = >"7_; [x — a;| nabyvd minima v medidnu &isel ay, ..., a,.
min 377z max 371, (pi — gi)aj
za podm.  x+2z > a za podm. pi >0 i=1,...,n
—X+zi > —a; g >0 i=1,...,n
zie R pi+qgi=1 i=1,...,n
x €R Yia(pi—q) =0

Dudlini dlohu zjednodusime substituci
2pi=1+1t;, 2q=1-t
na

max{ Y aiti ’ Yo ti=0,-1<t< 1}

Pozorovani: Optimdini hodnoty se nezméni, posuneme-li body a; o konstantu b.
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za podm.  x+2z > a za podm. pi >0 i=1,...,n
—X+zi > —a; g >0 i=1,...,n
zie R pi+qgi=1 i=1,...,n
x €R Yia(pi—q) =0

Dudlini dlohu zjednodusime substituci
2pi=1+1t, 2qi=1-1¢
na
max{ Y ait;| i =0, -1<t; <1}

Pozorovani: Optimdini hodnoty se nezméni, posuneme-li body a; o konstantu b.
Zvolime tedy b tak, aby median &isel a; byl x = 0:
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Median

Zopakuj: Funkce f(x) = >"7_; [x — a;| nabyvd minima v medidnu &isel ay, ..., a,.
min 377z max 371, (pi — gi)aj
za podm.  x+2z > a za podm. pi >0 i=1,...,n
—X+zi > —a; g >0 i=1,...,n
zie R pi+qgi=1 i=1,...,n
x €R Yia(pi—q) =0

Dudlini dlohu zjednodusime substituci
2pi=1+1t;, 2q=1-t

na

max{ 27:1 ajt; ’ Zle ;=0 —-1<¢t < 1}
Pozorovani: Optimdini hodnoty se nezméni, posuneme-li body a; o konstantu b.
Zvolime tedy b tak, aby median &isel a; byl x = 0:
e Pak opt. hodnota primaru bude "7 [x — a;| = >, |a/]
e ProtoZe kladnych a zdpornych a; je stejny polet, dudini optimum spliiuje
tt=—1proa;<0at;=1proa >0

Tedy dudlini optimdIni hodnota je Y7, a;jt; = > 1, |aj].
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