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Věty o dualitě

min cTx max bTy

za podm. Ax ≥ b za podm. y ≥ 0

x ≥ 0 ATy ≤ c

Věta (o slabé dualitě)

Pro každá p̌ŕıpustná x, y plat́ı cTx ≥ bTy.

Důkaz: Pro p̌ŕıpustná x, y žrejmě plat́ı cT x ≥ yT Ax ≥ yT b.

Věta (o komplementaritě)

Necht’ x, y jsou p̌ŕıpustná. Pak cTx = bTy právě když∑
j aijxj = bi nebo yi = 0 ∀i

xj = 0 nebo
∑

i aijyj = cj ∀j
Důkaz: Podḿınky komplementarity jdou napsat jako yT (Ax− b) = 0 = (cT − yT A)x.

Věta pak plyne z cT x ≥ yT Ax ≥ yT b.

Věta (o silné dualitě)

Primárńı úloha má optimálńı řešeńı, právě když duálńı úloha má optimálńı řešeńı.

Pokud x, y jsou optimálńı řešeńı, pak cTx = bTy.

Důkaz neuvád́ıme (je složitý).
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Věta pak plyne z cT x ≥ yT Ax ≥ yT b.

Věta (o silné dualitě)
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Př́ıklad na slabou dualitu

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 9 max 3y1 + y2 + 3y3 − y4 = 2

5 = 2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3 0 = y1 ≥ 0

4 = x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

5 = x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1 = y3 ≥ 0

−1 = −x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 1 = y4 ≥ 0

2 = x1 ≥ 0 0 = 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

1 = x2 ≥ 0 4 = y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

0 = x3 ≥ 0 −1 = 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6
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Př́ıklad na silnou dualitu + komplementaritu

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.4 max 3y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.4

3 = 2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3 0.2 = y1 ≥ 0

2.4 = x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

3 = x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0

−0.6 = −x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0

1.2 = x1 ≥ 0 2 = 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

0.6 = x2 ≥ 0 5 = y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

0 = x3 ≥ 0 3 = 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6
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Dovolené možnosti řešitelnosti primárńı a duálńı úlohy

primár/duál má optimum neomezená nep̌ŕıpustná

má optimum X x x

neomezená x x X

nep̌ŕıpustná x X X

• Tvrzeńı v prvńım sloupci a prvńım řádku plynou ze silné duality

• Zbylá tvrzeńı plynou ze slabé duality

5 / 15



Věta o st́ınových cenách

Definuj funkci

f (b) = min{ cTx | Ax ≥ b, x ≥ 0 } = max{bTy | ATy ≤ c, y ≥ 0 }

Věta (o st́ınových cenách)

Necht’ má duálńı úloha pro nějaké b právě jedno optimálńı řešeńı y∗.

Pak je funkce f na nějakém okoĺı bodu b diferencovatelná a plat́ı ∇f (b) = y∗.

Důkaz: Duál nabývá optima v jediném extremálńım bodě y∗ p̌ŕıpustného mnohostěnu duálu:

y∗

ATy ≤ c, y ≥ 0

b

Změńıme-li nepatrně b, optimálńı duálńı řešeńı se nezměńı a z̊ustane jediné.

Tedy na malém okoĺı bodu b je f (b) = bT y∗ a ∇f (b) = y∗.
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Př́ıklad

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.4

02

max 3

.01

y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.4

02

2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3

.01

0.2 = y1 ≥ 0

x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0

−x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0

x1 ≥ 0 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

x2 ≥ 0 y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

x3 ≥ 0 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6

f (b) = bTy∗ = (3

.01

, 1, 3, −1)T (0.2, 0, 1.6, 0) = 5.4

02
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Př́ıklad

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.402 max 3.01y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.402

2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3.01 0.2 = y1 ≥ 0

x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0

−x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0

x1 ≥ 0 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

x2 ≥ 0 y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

x3 ≥ 0 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6

f (b) = bTy∗ = (3.01, 1, 3, −1)T (0.2, 0, 1.6, 0) = 5.402
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Duálńı úloha pro LP v rovnicovém tvaru

Dokažme, že tyto dvě úlohy jsou navzájem duálńı:

min cTx max bTy

za podm. Ax = b za podm. y ∈ Rm

x ≥ 0 ATy ≤ c

Přepǐsme je jako

min cTx max bT (y+ − y−)

za podm.

[
A

−A

]
x ≥

[
b

−b

]
za podm. y+, y− ≥ 0

x ≥ 0 AT (y+ − y−) ≤ c

kde duálńı úloha jde dále p̌repsat jako

max
[

bT − bT
] [y+

y−

]
za podm. y+, y− ≥ 0[

AT − AT
] [y+

y−

]
≤ c

O této dvojici v́ıme, že je navzájem duálńı (viz prvńı slide).
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Duálńı úloha pro LP v obecném tvaru

min
∑
j∈J

cjxj max
∑
i∈I

yibi

za podm.
∑
j∈J

aijxj = bi za podm. yi ∈ R ∀i ∈ I0∑
j∈J

aijxj ≥ bi yi ≥ 0 ∀i ∈ I+∑
j∈J

aijxj ≤ bi yi ≤ 0 ∀i ∈ I−

xj ∈ R
∑
i∈I

yiaij = cj ∀j ∈ J0

xj ≥ 0
∑
i∈I

yiaij ≤ cj ∀j ∈ J+

xj ≤ 0
∑
i∈I

yiaij ≥ cj ∀j ∈ J−

kde

I = {1, . . . ,m} = I0 ∪ I+ ∪ I−

J = {1, . . . , n} = J0 ∪ J+ ∪ J−
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Př́ıklad:

min 2x1 − 3x3 + x4 max 6y1 + 5y2

za podm. 2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 6 za podm. y1 ∈ R
−x1 + 2x2 − 3x3 ≤ 5 y2 ≤ 0

x1 − x2 − x3 − 3x4 ≥ 0 y3 ≥ 0

x1 ≥ 0 2y1 − y2 + y3 ≤ 2

x2 ∈ R −y1 + 2y2 − y3 = 0

x3 ≥ 0 y1 − 3y2 − y3 ≤ −3

x4 ≤ 0 2y1 − 3y3 ≥ 1
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Duálńı řešeńı jako certifikát optimality

Vektory x, y jsou optimálńı pro úlohy

min cTx max bTy

za podm. Ax ≥ b za podm. y ≥ 0

x ≥ 0 ATy ≤ c

právě tehdy, když splňuj́ı soustavu

cTx = bTy

Ax ≥ b

x ≥ 0

y ≥ 0

ATy ≤ c

Tedy p̌ŕıpustné duálńı řešeńı y splňuj́ıćı cTx = bTy je důkaz (certifikát) toho,

že p̌ŕıpustné primárńı řešeńı x je optimálńı.
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Př́ıklady na LP dualitu



Jak byste spoč́ıtali minimum z daných č́ısel?

min c1x1 + · · ·+ cnxn max y

za podm. x1 + · · ·+ xn = 1 za podm. y ∈ R
xi ≥ 0 y ≤ ci ∀i

neboli

min cTx max y

za podm. 1Tx = 1 za podm. y ∈ R
x ≥ 0 y1 ≤ c

• silná dualita: optimálńı hodnota primáru i duálu je očividně min{c1, . . . , cn}
• slabá dualita: c1x1 + · · ·+ cnxn ≥ min{c1, . . . , cn} ≥ y

• komplementarita: optimálńı x, y splňuj́ı

(xi = 0) ∨ (y = ci ) ∀i
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Ekonomická interpretace duality

Výroba luṕınk̊u a hranolk̊u z brambor a oleje:

max 120l + 76h min 100a + 16b

za podm. 2l + 1.5h ≤ 100 za podm. a ≥ 0

0.4l + 0.2h ≤ 16 b ≥ 0

l ≥ 0 2a + 0.4b ≥ 120

h ≥ 0 1.5a + 0.2b ≥ 76

Význam duálńı úlohy:

• a, b jsou jednotkové ceny surovin (brambor a oleje)

• Překupńık: Jaké nejnižš́ı ceny mohu nab́ıdnout, aby mi výrobce prodal své

zásoby surovin?

• Optimálńı duálńı řešeńı je a = 32 a b = 140 (st́ınové ceny surovin).
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Ḿıček v mnohostěnu
0 cTx = 0

a3

a1
a2

x∗

c

min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ Rn }

= max{bTy | ATy = c, y ≥ 0 }

• Mı́ček v poloze x je uvniťr mnohostěnu: Ax ≥ b

• Potenciálńı energie cTx je minimálńı pro x = x∗ (primárńı optimum)

• Rovnováha sil na ḿıček (ḿıček se nehýbe): c =
∑

i y
∗
i ai = ATy∗

• Śıly stěn působ́ı dovniťr mnohostěnu: y∗i ≥ 0

• Když aT
i x∗ > bi (ḿıček se stěny i nedotýká), śıla stěny na ḿıček je y∗i = 0.

Proto y∗i (aT
i x∗ − bi ) = 0 (komplementarita).
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Medián

Zopakuj: Funkce f (x) =
∑n

i=1 |x − ai | nabývá minima v mediánu č́ısel a1, . . . , an.

min
∑n

i=1 zi max
∑n

i=1(pi − qi )ai
za podm. x + zi ≥ ai za podm. pi ≥ 0 i = 1, . . . , n

−x + zi ≥ −ai qi ≥ 0 i = 1, . . . , n

zi ∈ R pi + qi = 1 i = 1, . . . , n

x ∈ R
∑n

i=1(pi − qi ) = 0

Duálńı úlohu zjednoduš́ıme substitućı

2pi = 1 + ti , 2qi = 1− ti

na

max
{∑n

i=1 ai ti
∣∣ ∑n

i=1 ti = 0, −1 ≤ ti ≤ 1
}

Pozorováńı: Optimálńı hodnoty se nezměńı, posuneme-li body ai o konstantu b.

Zvoĺıme tedy b tak, aby medián č́ısel ai byl x = 0:

• Pak opt. hodnota primáru bude
∑n

i=1 |x − ai | =
∑n

i=1 |ai |
• Protože kladných a záporných ai je stejný počet, duálńı optimum splňuje

ti = −1 pro ai < 0 a ti = 1 pro ai > 0.

Tedy duálńı optimálńı hodnota je
∑n

i=1 ai ti =
∑n

i=1 |ai |.
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