
Optimalizace
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Spektrálńı rozklad



Vlastńı č́ısla a vektory

Necht’ pro matici A ∈ Rn×n, nenulový vektor v ∈ Cn a λ ∈ C plat́ı

Av = λv.

Pak λ je vlastńı č́ıslo matice A a v je vlastńı vektor p̌ŕıslušný λ.

Můžeme p̌repsat jako

(A− λI)v = 0

• λ je vlastńı č́ıslo, právě když je to kǒren charakteristického polynomu:

pA(λ) = det(A− λI) =
n∏

i=1

(λi − λ) = 0

Je to polynom stupně n, tedy A má n vlastńıch č́ısel (poč́ıtaje násobnost).

• Množina vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušných jednomu vlastńımu č́ıslu λ je

null(A− λI) \ {0}
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Diagonalizovatelné matice

Necht’ λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice a v1, . . . , vn jim p̌ŕıslušné vlastńı vektory.

Soustavu

Avi = λi vi , i = 1, . . . , n

lze napsat jako

AV = VΛ

kde

V = [ v1 · · · vn ], Λ =

λ1

. . .

λn


• V Matlabu: [V,D]=eig(A) (kde D je Λ)

• Jestliže V lze zvolit regulárńı, pak

A = VΛV−1

Λ = V−1AV

Tedy A je diagonalizovatelná (= podobná diagonálńı matici).

2 / 16



Spektrálńı rozklad symetrické matice

Věta (Spektrálńı věta)

Necht’ matice A ∈ Rn×n je symetrická (AT = A). Pak:

• Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou reálná.

• Existuje ortonormálńı množina n vlastńıch vektor̊u matice A.

Komplexně sdružené č́ıslo k č́ıslu x = a + bi ∈ C je č́ıslo x = a− bi .

Absolutńı hodnota č́ısla x ∈ C je reálné č́ıslo |x | = (xx)1/2 = (a2 + b2)1/2.

Adjungovaná matice ke komplexńı matici A je matice A∗ = A
T

.

Norma vektoru x ∈ Cn je ‖x‖ = (x∗x)1/2 = (|x1|2 + · · ·+ |xn|2)1/2.

Důkaz prvńıho tvrzeńı: Necht’ A∗ = A a Av = λv. Pak

λ‖v‖2 = λv∗v = v∗Av = v∗A∗v = (Av)∗v = (λv)∗v = λv∗v = λ‖v‖2.

Když v 6= 0, pak tedy λ = λ, tedy λ ∈ R.

Důkaz druhého tvrzeńı pro speciálńı p̌ŕıpad r̊uzných vl. č́ısel: Jestliže λi 6= λj , pak

λj v
T
i vj = vT

i (Avj ) = (Avi )
T vj = λi v

T
i vj .

Z toho (λi − λj )vT
i vj = 0, z toho vT

i vj = 0.

Důsledek (spektrálńı rozklad symetrické matice)

Je-li A ∈ Rn×n symetrická, ve spektrálńım rozkladu lze V zvolit ortogonálńı a

A = VΛV−1 = VΛVT = λ1v1vT
1 + · · ·+ λnvnvT
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Kvadratické formy



Kvadratická forma

Funkce f : Rn → R je kvadratická forma, je-li to je homogenńı polynom stupně 2.

V maticové formě:

f (x) = xT Ax =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij xi xj pro nějakou A ∈ Rn×n

Tvrzeńı

Pro každou kvadratickou formu f : Rn → R existuje symetrická matice

A ∈ Rn×n taková, že f (x) = xT Ax.

Důkaz: Pro každou čtvercovou A je

A = 1
2

(A + AT )︸ ︷︷ ︸
symetrická

+ 1
2

(A− AT )︸ ︷︷ ︸
antisymetrická

.

Ale xT (A− AT )x = xT Ax− xT AT x = xT Ax− (xT Ax)T = 0 (protože xT Ax je skalár).

Tedy xT Ax = 1
2

xT (A + AT )x.

Př́ıklad:

f (x , y) = 2x2 − 2xy + y 2 =
[
x y

] [2 −2

0 1

][
x

y

]
=

[
x y

] [ 2 −1

−1 1

][
x

y

]
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Definitnost kvadratické formy / jej́ı matice

Kvadratická forma f je

• positivně semidefinitńı, když f (x) ≥ 0 pro každé x

• negativně semidefinitńı, když f (x) ≤ 0 pro každé x

• positivně definitńı, když f (x) > 0 pro každé x 6= 0

• negativně definitńı, když f (x) < 0 pro každé x 6= 0

• indefinitńı, když f (x) > 0 a f (y) < 0 pro nějaká x, y

Definitnost́ı čtvercové matice A rozuḿıme definitnost kvadr. formy f (x) = xT Ax.
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Částečné uspǒrádáńı indukované definitnost́ı

Na množině Rn×n zavedeme binárńı relaci � takto:

A � B ⇐⇒ B− A je positivně semidefinitńı

Věta

Relace � je částečné uspǒrádáńı (tedy reflexivńı, transitivńı a antisymetrická).

• Speciálně: A � 0 znač́ı, že A je positivně semidefinitńı.

• A,B jsou neporovnatelné, právě když A− B je indefinitńı.
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Extrémy kvadratické formy

Tvrzeńı

Necht’ f (x) = xT Ax je kvadratická forma.

• Je-li f positivně semidefinitńı, pak má v bodě 0 minimum.

• Je-li f negativně semidefinitńı, pak má v bodě 0 maximum.

• Je-li f positivně definitńı, pak má v bodě 0 ostré minimum.

• Je-li f negativně definitńı, pak má v bodě 0 ostré maximum.

• Je-li f indefinitńı, pak nemá minimum ani maximum

(protože je neomezená shora i zdola).

Pozor: Je-li f nap̌r. positivně semidefinitńı, pak může ḿıt minimum i v jiných

bodech než 0.
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Definitnost matice z hlavńıch minor̊u

Pro A ∈ Rn×n a neprázdnou množinu I ⊆ {1, . . . , n} označme AI = [aij ]i,j∈I .

Př́ıklady matic AI pro n = 3:a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 [
a11 a12

a21 a22

] [
a11 a13

a31 a33

] [
a22 a23

a32 a33

]

I ={1,2,3} I ={1,2} I ={1,3} I ={2,3}

• Hlavńı minor matice A je č́ıslo det AI pro nějakou neprázdnou I ⊆ {1, . . . , n}.
• Vůdč́ı hlavńı minor je hlavńı minor pro I = {1, . . . , k} a nějaké k ≤ n.

Věta

Symetrická matice je

• positivně definitńı, právě když všechny jej́ı v̊udč́ı hlavńı minory jsou kladné,

• positivně semidefinitńı, právě když všechny jej́ı hlavńı minory jsou nezáporné.

Věta umožňuje rozhodnout i negativńı semidefinitnost a indefinitnost, nebot’:

• A je negativně [semi]definitńı, právě když −A je positivně [semi]definitńı.

• Matice je indefinitńı, právě když neńı ani positivně ani negativně semidefinitńı.
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Diagonalizace kvadratické formy

Necht’ A = VΛVT je spektrálńı rozklad:

f (x) = xT Ax = xT V︸︷︷︸
yT

Λ VT x︸︷︷︸
y

= yT Λy = λ1y1
2 + · · ·+ λnyn

2 = g(y)

• Substituce x = Vy p̌revedla kvadr. formu f na diagonálńı kvadr. formu g .

• Transformace x = Vy je isometrie a bijekce.

Z diagonálńı formy ihned vid́ıme:

Věta

Symetrická matice je

• positivně semidefinitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla nezáporná

• negativně semidefinitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla nekladná

• positivně definitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla kladná

• negativně definitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla záporná

• indefinitńı, právě když má aspoň jedno kladné a aspoň jedno záporné vl. č́ıslo
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Př́ıklad pro n = 2 proměnné
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Vrstevnice kvadratické formy f jsou kuželosečky se sťredem v počátku:

• Isometrie (rotace+zrcadleńı) V = [ v1 v2 ] určuje potočeńı elipsy:

elipsa má hlavńı osy ve směru vlastńıch vektor̊u v1 a v2.

• Vlastńı č́ısla λ1, λ2 určuj́ı typ kuželosečky.

e1
0

v2
v1

e2

xTAx = 1
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Choleského rozklad

Věta

Pro každou symetrickou positivně semidefinitńı A existuje matice B tak, že

A = BT B.

Důkaz: Polož́ıme B = Λ1/2VT , kde A = VΛVT je spektrálńı rozklad A.

Věta

Pro každou symetrickou positivně semidefinitńı A existuje horńı trojúhelńıková R

tak, že

A = RT R.

Důkaz: Uděláme QR rozklad B = QR. Pak A = BT B = RT QT QR = RT R.

Tvrzeńı: Pro positivně definitńı A ∈ Rn×n je R určena jednoznačně.

Choleského rozklad: efektivńı algoritmus na rozklad A = RT R.

• V Matlabu: R=chol(A)

• Př́ıklad použit́ı: řešeńı lineárńı soustavy Ax = b kde A je symetrická.
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Různé charakterizace positivńı (semi)definitnosti

Věta

Pro symetrickou matici A jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı:

1. A je positivně definitńı.

2. Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná.

3. Existuje čtvercová regulárńı matice B taková, že A = BT B.

4. Všechny v̊udč́ı hlavńı minory matice A jsou kladné.

Věta

Pro symetrickou matici A jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı:

1. A je positivně semidefinitńı.

2. Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou nezáporná.

3. Existuje čtvercová nebo úzká matice B taková, že A = BT B.

4. Všechny hlavńı minory matice A jsou nezáporné.
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Kvadratické funkce



Kvadratická funkce

Kvadratická funkce je polynom f : Rn → R druhého stupně, tj.

f (x) = xT Ax + bT x + c

pro nějaké A ∈ Rn×n, b ∈ Rn a c ∈ R.

Př́ıklad pro n = 2:

f (x , y) = 2x2 − 2xy + y 2 − 2y + 3 =

[
x

y

]T [
2 −1

−1 1

][
x

y

]
+

[
0

−2

]T [
x

y

]
+ 3
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Doplněńı kvadratické funkce na čtverec

Pro některé kvadratické lze nalézt x0 ∈ Rn a y0 ∈ R tak, že

f (x) = xT Ax + bT x + c = (x− x0)T A(x− x0) + y0

= xT Ax− xT Ax0 − xT
0 Ax + xT

0 Ax0 + y0

= xT Ax− xT
0 (A + AT )x + xT

0 Ax0 + y0

Porovnáme koeficienty u stejných monomů:

b = −(A + AT )x0 (∗)
c = xT

0 Ax0 + y0

• Rovnice (∗) je vlastně stacionárńı podḿınka ∇f (x) = 0.

• Doplněńı na čtverec je možné, právě když rovnice (∗) má řešeńı

(tj. f má aspoň jeden stacionárńı bod).

• Druhá forma f je posunutá kvadratická forma.

Z ńı ihned zjist́ıme, zda f má extrém a jaký.
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Př́ıklad: Tato kvadr. funkce doplnit na čtverec jde:

f (x , y) = 2x2 − 2xy + y 2 − 2y + 3 =

[
x

y

]T [
2 −1

−1 1

][
x

y

]
+

[
0

−2

]T [
x

y

]
+ 3

=

[
x − 1

y − 2

]T [
2 −1

−1 1

][
x − 1

y − 2

]
+ 1

= 2(x − 1)2 − 2(x − 1)(y − 2) + (y − 2)2 + 1

tedy x0 = (1, 2), y0 = 1.

Př́ıklad: A tato nejde:

f (x , y) = x2 + y =

[
x

y

]T [
1 0

0 0

][
x

y

]
+

[
0

1

]T [
x

y

]
Soustava b = −(A + AT )x0, tj.[

0

1

]
= −2

[
1 0

0 0

][
x0

y0

]
nemá řešeńı.
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Kvadriky

Množina

{ x ∈ Rn | xT Ax + bT x + c = 0 }

kǒrenů (= vrstevnice výšky 0) kvadratické funkce se nazývá kvadrika.

Speciálńı p̌ŕıpady:

• elipsoid: A je positivně definitńı

• kuželosečka: n = 2
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