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POZNAMKA:

Tato verze se témét presné shoduje s vydanim skript v roce 2002. Od té doby jsem se
n¢kolikrat (marné€) pokusil skripta ptepracovat. Zajemciim na pozadani zaslu pracovni verzi
skript. Budu samoziejmé velmi vdécny za jakékoli navrhy, ptfipominky, upozornéni na
chyby, dezinformace a nepiesnosti apod.

ProtoZze nyni pusobim na Katedie filozofie Ostravské univerzity v Ostrave, Viz
http://ff.osu.cz/kfi/, resp. http://wwwl.osu.cz/~hromek/, je mozno ptipominky, navrhy
apod. nyni zasilat na adresu petr.nromek@osu.cz.

PREDMLUVA

Predlozeny text vznikl na zaklad¢é autorova pedagogického ptisobeni na Filozofické fakulté
Univerzity Palackého v Olomouci a vychazi vstfic potiebé studenti jako prakticka
pomicka v procvi¢eni nové ziskanych teoretickych znalosti na konkrétnich ptikladech.
Autor se domniva, Ze zatimco zékladnich vice ¢i mén¢ Uplnych ucebnich texti je v nasi
literatufe dostatek, publikace ptedkladaného druhu zatim schazi.

Je nutno zdlraznit, Ze predlozeny text ma spiSe pomocnou povahu a soub&zné
S nim je zapotiebi studovat dila, kterd se podrobné zabyvaji teorii. Zde bude student nucen
sahnout k citované literatufe, z niz lze doporudit zejména Stépan (2001), Janak (1973),
Barwise, Etchemendy (1999), Gahér (1998), Kleene (1967) a Smullyan (1995), resp.
Smullyan (1979), ktery je slovenskym ptekladem prvniho vydani této knihy (kniha byla
poprvé vydana v roce 1968, druhé vydani z roku 1995 je opravenou verzi prvniho vydani).

Autor dale vychazi z predpokladu, Ze ,,pomocnou ruku® pii studiu nového oboru,
jakym logika pro vétSinu studentll humanitnich oborti bezpochyby je, potfebuje predevsim
student zacatecnik. V uvodnich kapitolach je proto vyklad textu obvykle velmi podrobny
a ,,zhuStuje* se az v pozdé&jsich kapitolach.

V textu se autor po sémantickém tivodu podrobné vénuje piedev§im elementarnim
partiim vyrokové logiky a logiky prvniho fadu. Text kapitol 2 (tabulkovd metoda)

vvvvvv

zaCateCnika byt v kapitole 4 partie tykajici se Craigovy véty o interpolaci. AvSak i tento text
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je psan co nejsrozumitelnéji (icelem této Casti je demonstrovat metalogické tivahy v teorii
modeli pro vyrokovou logiku, nikoli ,,v praxi“ sestrojovat interpolacni formule). V kapitole
5 je procvicena prirozena dedukce pro vyrokovou logiku. Dovednosti, které student mize
nacerpat v této kapitole (a v pfislusnych kapitolach vénovanych dedukci v logice prvniho
schopnosti dedukce. V kapitole 6 je uvedena dal$i deduktivni metoda, metoda analytickych
tabulek, a v kapitole 7 metoda dedukce ve vyrokové logice pomoci Peircovych diagramti.
V kapitole 8 je neformalné studovan jazyk logiky prvniho fadu. Kapitola 9, pfestoze jsou
V ni probirdny jen nejelementarnéjsi poznatky teorie modelt logiky prvniho fadu, mtze byt
fadu. VyloZena je jednak metoda piirozené dedukce a jednak dedukce pomoci analytickych
tabulek, ktera rozSifuje vyklad kapitoly 6. Kapitola 11 je vénovéana diagramatickym
metoddm feSeni sylogismli (metodé¢ Carrollovych diagramt, Vennovych diagramt
a Eulerovych diagramu a jejich srovnani) a kapitola 12 logice tfid.

Vsechny kapitoly maji jednotnou skladbu a déli se na ,,Zakladni pojmy*, ,,Resené
ptiklady* a ,,Cviceni®. V ¢asti ,,Zékladni pojmy* jsou uvedeny nejdilezitéjsi teoretické
poznatky, vyklad vSak neni uplny a k plnému porozuméni je vhodné konzultovat dalsi
literaturu; konkrétni doporucend literatura je v této Casti vzdy uvedena. N&kterd dilezitd
tvrzeni této teoretické ¢asti — pokud to dovoluje kompletnost vykladu — jsou nicméné
uvedena vcetné dikazu. Zprosttedkujici tivahy jsou casto ponechany jako samostatné
ptiklady*. Teoretické poznatky jsou zde vyuzity k podrobnému popisu feSeni konkrétnich
situaci. Ta ¢i ona zprostiedkujici tivaha je 1 zde Casto ponechana jako cviCeni Ctenafi.
Posledni ¢ast kazdé kapitoly tvofi ,,Cviceni®. K vét§in€ piikladii této ¢asti jsou podana
uplnd nebo alespont ¢astecnd feSeni. Priblizné€ polovina feSenych ptikladii a cviceni je
pfevzata z pouzité literatury. Zdroj ptikladu ¢i cvi€eni — s vyjimkou, kdy je ptiklad ¢i feSeni
v literatuie dale rozvedeno — vétSinou neuvadim.

Prestoze text vznikl pfedevS§im pro potieby studentii humanitnich obort, autor se
domniva, Ze jako Givodni sbirka ptikladii mize byt napomocny i pro studenty matematiky
a informatiky, ptipadné jinych obort, jejichz studijni program zahrnuje ivod do logiky.

Jako zadny jiny realné existujici text neni jisté ani tento text bezchybny a lze jej
fadou zplisobll zdokonalit. D4 se ocekavat, Ze u né€kterych piikladi existuji jednodussi
feSeni a Ze to ¢i ono cviceni je chybné zadéano, pifipadné Ze je k nému uvedeno chybné
feSeni. Autor bude proto vdécny za kazdou konstruktivni pfipominku k textu. Pfipominky
je mozno zasilat rovnéz na e-mailovou adresu hromek@atlas.cz. (Upozornéni: adresa jiz
neni funk¢ni.)

Petr Hromek
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LOGIKAAJAZYK

1 ANALYZA JAZYKA A NAUKA O DEFINICI

1.1 Sémanticko-logicka analyza jazyka

Vyklad zakladnich syntakticko-sémantickych pojmi lze najit v kazdé zakladni ucebnici
logiky, jako je napf. Stépan (2001), Jandk (1973) apod. Jejich vykladu je dale vénovéna
uvodni kapitola Church (1956). K podrobnéjSimu seznameni s t€émito pojmy lze doporucit
zejména toto dilo.

Poznamka: Uvodni kapitola Church (1956) byla vydana rovnéz v ¢eském piekladu jako
Church (1977).

Dulezité teoretické vztahy v logicko-sémantické analyze jazyka lze shrnout do
nasledujiciho schématu:

Jazykovy vyraz Syntakticka rovina
< » (manipulace s jazykovymi
o vyrazy, se znaky...)

4

Sémanticka rovina Sémantick4 rovina
(intenzionalni (extenzionalni
sémantika) sémantika)

o o

Smysl (zpisob, jak Denotat (mimojazykovy objekt)

je nam podan denotét)

Obrazek: Trojuhelnik reference

Podle dnes jiz klasické fregovské teorie reference jazykovy vyraz denotuje, ozmacuje
denotat a vyjadiuje smysl. Termin, napf. vlastni jméno, denotuje véc (mimojazykovy
objekt), ktera je timto jménem oznacena. Tento objekt je denotdatem terminu. Termin dale
vyjadiuje zpusob, jakym nam je oznaCovana véc dana, tj. smysl terminu. Podobné
oznamovaci vé&ta, vyrok, denotuje n&jakou pravdivostni hodnotu (PRAVDA nebo
NEPRAVDA) a vyjadiuje urCitou myslenku. Oznamovaci vété¢ mizeme rozumét (tj. chapat
vyjadfovanou myslenku) i tehdy, nezndme-li denotaty vSech terminl ani vysledny denotét,
tj. vyslednou pravdivostni hodnotu véty. Piikladem je tvrzeni:

Nejstarsi obcan Australie mé pravé anginu.



Ziejm¢ rozumime véEte 1 presto, Ze pravdépodobné nevime, jakou pravdivostni hodnotu
denotuje cela véta, ani kdo je denotatem vyrazu:

nejstarsi obCan Australie

Specialni problém pro teorii reference piestavuji tzv. sebereferencni véty. Tyto véty
maji jako vSechny ostatni oznamovaci véty za své denotaty pravdivostni hodnoty, avsak
vypovidaji o sobé samych, tj. ,,referuji samy k sob¢. Odtud termin ,,sebereference.

Poznamka: Misto terminu ,sebereference” se Ize setkat rovnéz s terminem
,,autoreference.

Urcovani denotata (tj. pravdivostnich hodnot) sebereferencnich vét mtize byt problematické
a n¢kdy lze dokonce dojit ke sporu. Nicmén¢, nikoli vSechny sebereferencni véty jsou
problematické. Piiklady neskodnych sebereferencnich vét:

Tato véta je vétou Ceského jazyka.
This sentence is an English sentence.
Tato véta neni ptili§ zajimava.
Jedno slovo v této vét€ je napsano s hrubou pravopysnou chybou.
Pro tyto véty je typické, Zze v nich nerozliSujeme rizné sémantické urovné jazyka.

NerozliSovani téchto urovni neni vSak jen zalezitosti sebereferencnich vét. Uvazujme
naptiklad vétu:

Pan Smith tvrdi, ze vSechny vypovédi prezidenta tykajici se aféry Watergate jsou
nepravdivé.

Zde hovotime o vypovédi pana Smithe. Jeho vypoveéd’ se vSak déle vztahuje k vypovédim
n¢koho jiného, jmenovité prezidenta (ziejmeé Richarda Nixona), a pfisuzuje jim jistou
vlastnost. Jedna se tedy o vypovéd’ o néjakych vypovédich (1j. 0 objektech v ramci jazyka),
nikoli o0 mimojazykovych objektech. Uvazujme nyni dalsi sebereferencni véty:

Tato véta obsahuje presné Sest slov.

V¢éta je pravdiva, jak snadno zjistime, spocitame-li slova, z nichZ se sklada. Uvazujme vSak
vetu:

Tato véta obsahuje pfesné sedm slov.
Dostali jsme nepravdivou vétu. Obée véty jsou z logického hlediska neSkodné. AvSak nyni
zkonstruujeme tvrzeni, které je z logického hlediska destruktivni a nemuze byt pravdivé ani
nepravdivé (nebo které je ,,pravdivé i nepravdivé® zaroven). Uvazujme tak vétu:

Tato véta je nepravdiva.

Je tato véta pravdiva nebo nikoliv? Oba predpoklady vedou ke sporu. Pfedpokladame-li, Ze
véta je pravdiva, pak musi byt pravda to, co se ve véte fika, tudiz véta musi byt nepravdiva,



coz je spor s predpokladem. Naopak, predpokladame-li, ze véta je nepravdiva, pak neni
pravda, co se ve véte fikd. Ve vété je vSak feCeno, ze véta je nepravdiva. Je-li tedy véta
skute¢n¢ nepravdiva, pak je pravda to, co se ve véte tvrdi, a tudiz je véta pravdiva. Dostali
jsme znovu spor. Z piedpokladu, Ze véta je pravdiva i z piedpokladu, Ze véta je nepravdiva,
tudiz plyne spor. Véta tedy predstavuje (na Grovni pfirozeného jazyka) nefesitelny paradox.

Ukazuje se tedy, ze nerespektujeme-li rozliSeni riznych sémantickych urovni
jazyka, mizeme se dostat do logickych potizi. Jednim z rtiznych feseni, jak si s uvedenou
paradoxni vétou poradit, spo¢iva v rozliSeni mezi riznymi sémantickymi urovnémi jazyka.
Od Alfreda Tarského pochazi rozliSeni urovni jazyka na objektovy jazyk a metajazyk. (Lze
vSak zavést potenciondln¢ nekoneCnou hierarchii: objektovy jazyk, metajazyk,
metametajazyk, ..., meta...metajazyk, atd.)

Objektovy jazyk predstavuje v této hierarchii nejnizs$i uroven a jeho ucelem je
vypovidat o mimojazykovych faktech a objektech. Denotaty jazykovych vyrazi objektového
jazyka tak jsou mimojazykové objekty, napi. denotatem jména Pavel néjaka osoba, ktera se
jmenuje Pavel, denotatem oznamovaci véty jeji pravdivostni hodnota, tj. opét ,,objekt
mimo jazyk, apod. V tomto piipadé hovotime 0 formdlnim pouziti jazyka. Jazyk je zde
pouze formalnim nastrojem, skrze n¢jz ,,mifime* mimo jazyk. V navaznosti na amerického
logika a filosofa W. V. O. Quina hovofime v tomto smyslu rovnéz o pouzivani (angl. use)
jazykovych vyrazi. Pti formalnim pouziti (resp. jednoduse pouziti) jazykového vyrazu tedy
vzdy odkazujeme na mimojazykovy objekt, tj. néco, co neni prvkem uvazované¢ho jazyka.

Metajazyk stoji v na$i hierarchii vySe nez objektovy jazyk a jeho ucelem je
vypovidat o objektovém jazyce (podobné ticelem metametajazyka je vypovidat o vyrazech
metajazyka atd.). Denotaty jazykovych vyrazti metajazyka tak jsou vyrazy objektového
jazyka. Napf. denotatem vyrazu metajazyka:

led
je vyraz objektového jazyka:

led
atd. V tomto piipad€ hovotime rovnéz o materidalnim, resp. autonymnim pouZiti jazyka.
Poznamka: S autonymii se lze setkat i v béZném jazyce. Napf. ve vété:

New York je jméno mésta New York
je termin New York jak pouzit (odkazujeme na mésto), tak rovnéz zminén (odkazujeme na
jméno mésta). V tomto ptipad¢ je vyraz New York autonymum, neboli pojmenovani sama
sebe. V béznych situacich autonymie neplsobi potiZze, v nasem textu se ji vSak budeme
vyhybat. Vyjimkou je situace, kdy budeme hovofit o vyrazech formalnich jazyki. Casto
budeme pouZzivat tvrzeni typu:

Formule p—(g—p) je tautologii.

Tato vypovéd’ je né¢jaké metajazykoveé tvrzeni o objektovém jazyce vyrokové logiky a fika
se v ném, Ze tautologii je urcity vyraz objektového jazyka vyrokové logiky, nikoli vyraz



metajazyka. Vyraz p—(q—p) je tedy pouzit jako autonymum — tj. vyjadiuje néjakou
formuli vyrokové logiky a zaroveii ji pojmenovava.

V névaznosti na W. V. O. Quina hovofime v pfipadé materidlniho, resp.
autonymniho pouziti jazykovych vyrazu o jejich zmiriovani (angl. mention).

K rozliSeni urovni objektového jazyka a metajazyka, resp. rozliSeni mezi uzivanim
a zminovanim, pouzivame jako formalni prostiedek uvozovky. Uvazujme vyraz:

Karel

Nepouzili jsme zaddné uvozovky, jednd se tudiz o vyraz objektového jazyka, jehoz
prostiednictvim odkazujeme na néjakou osobu. V Quinové terminologii fekneme, ze jsme
vyraz pouzili. UvaZzujme naproti tomu vyraz:

,.Karel*

Zapojili jsme do hry uvozovky, coz znamend, ze se jednd o vyraz metajazyka, kterym
odkazujeme na urcity vyraz objektového jazyka, na néjaké vlastni jméno. V Quinové
terminologii fekneme, Ze jsme tento vyraz zminili (zavedli jako pfedmét komunikace). Ma
tedy smysl fici, Ze Karel nenapsal doméci ukol, nemé vSak smysl, tvrdime-li, ze ,,Karel*
nenapsal domaci ukol. V prvnim pfipad¢ totiz hovofime o chlapci, ktery nesplnil své
povinnosti, v druhém piipad€ zminiujeme vlastni jméno, které Zadné Skolni povinnosti plnit
nemuze. Naproti tomu ma smysl, fekneme-li, ze ,,Karel” je Cast¢ muzské jméno, nikoli
viak, kdyZ tvrdime, e Karel je ¢asté muzské jméno. Zadna lidska osoba nemiize plnit
funkci vlastniho jména napf. jiz proto, ji nelze vepsat do ob¢anského pritkkazu. Autonymie
vypovédi o méstu New York a o jedné z tautologii vyrokové logiky je tedy pomoci
uvozovek eliminovéana nasledovné:

»New York® je jméno mésta New York
Formule ,,p—(q—p)* je tautologii

Poznamka: Napi. W. V. O. Quine pouziva za Gcelem rozliSeni vyrazi objektového jazyka
a metajazyka vlastni tzv. kvazicitaéni znaky (angl. quasi-quotation marks) .,,"« a ,,*. Tyto

znaky se pouZzivaji nasledovné:

‘:J New York ¢ je jméno mésta New York
Yp—(g—p)¢je tautologii

V névaznosti na Quina se s kvazicitatnimi znaky lze setkat rovnéZ u jinych autort. Nase
tradice pouzivajici uvozovky navazuje na tizus pouzivany Gottlobem Fregem.
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1.2 Nauka o definici

Nauce o definici je v ucebnicich matematické logiky vétSinou vénovana jen okrajova
pozornost. Napt. v Church (1956), Mendelson (1997) a Janak (1973) neni nauka o definici
zminéna témét vibec. Struény vyklad lze najit ve Stdpan (2001), Gahér (1998), Berka,
Rybova (1988) a Weinberger (1965) a (1993). Vybornym ptehledovym c¢lankem je Janak
(1987), ktery doporucujeme k dalSimu studiu.

S definicemi se setkavame zejména v nasledujicich situacich:

(1)  je potieba objasnit, resp. vymezit vyznam urcitého terminu

(2)  je zapotiebi zavést novy termin k oznac¢eni néjaké nové skute¢nosti

(3)  je zapotiebi uptesnit, rekonstruovat, vyznam urcitého terminu (zejména je-li
termin pfevzat z jedné oblasti do jiné a ma zde nepatfi¢né konotace)

(4)  je zapotiebi zavést zkratky pro komplikované terminy urcitych oblasti

V navaznosti na tyto a dals$i pozadavky existuje fada druhti definic. V nasem textu si
v§imneme pouze rozliSeni na redlné a nomindlni definice, dale rozliSeni na analytické
a syntetické definice a dvou druht rekonstruktivnich definic.

Nomindalni definici rozumime definici, s jejiz pomoci zavadime do jazyka ur€ity
termin, resp. vymezujeme pouzivani terminu. Tyto definice mohou mit syntaktickou
podobu nebo sémantickou podobu. V syntaktické formé piedstavuji nominalni definice
zejména jazykové zkratky nebo zavedeni jazykovych ekvivalenti. Mezi syntaktické
nominalni definice patii rovnéz tzv. prekladové definice. Ptiklady:

Opereta =4 zpévohra
Demokracie =4 vlada lidu
Bicykl =4¢ jizdni kolo
Akvadukt =4 vodovod
Geodet =gt zemémeFic¢
Suplika =4 Zadost
Pantomima =g némohra

apod. Ptiklady jazykovych zkratek:

OSN =¢4; Organizace spojenych narodu
NSR =4 Némecka spolkova republika
Lidovky =4f Lidové noviny

E-mail =4 elektronicka posta

Pisi¢ko =g osobni pocitac

Sémantické nominalni definice jsou takové definice, které¢ zavadi do jazyka novy vyraz,

avSak s vyznamem, ktery je odvozen z vyznamu vyrazii vyskytujicich se v definici, a jez
jsou v jazyce jiz zavedeny. Piiklad:
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Slovem ,,meteorit* rozumime (resp.: slovo ,,meteorit definujeme jako...) totéz co
slozenym vyrazem ,,téleso ptirodniho ptivodu, které proniklo z kosmického prostoru
na zemsky povrch®.

Lze poznamenat, ze nominalni definice, jelikoZ referuji k vyrazim jazyka a zavadéji mezi
nimi defini¢ni ekvivalenci, jsou na tirovni metajazyka.

Readlnou definici rozumime naproti tomu takovou definici, jejimz prostfednictvim
vymezujeme samotnou definovanou ,,véc* (lat. res). Po takové definici pozadujeme, aby
podavala vycet dilezitych charakteristik, resp. podstatnych vlastnosti definované véci.
Srovnejme napt. vyse uvedenou definici pantomimy s definici nasledujici:

Pantomima =g divadelni hra, ve které je dramaticky dé& vyjadien beze slov
mimickymi prostredky.

Reélna definice mifi svou podstatou k mimojazykové realité, tj. pohybuje se na urovni
objektového jazyka. Typickou redlnou definici piedstavuje tzv. ,klasicka® definice, ktera
dany termin vymezuje pfifazenim k nejblizS§imu nadfazenému terminu a specifickou
vlastnosti, ktera definovany termin oddéluje od ptibuznych termind. V tradi¢ni scholastické
formulaci Ize schéma klasické definice shrnout do nasledujici podminky:

Definitio fit per genus proximum et differentiam specificam.

Ptiklady definic v klasickém tvaru:

Definiendum: Definiens:
Genus proximum Differentia specifica
Prinik mnozin =4 je mnozina, jejimiz prvky jsou vSechny prvky mnoziny
AaB A, které jsou zaroven prvky mnoZiny B
Rosa =¢t je usazenina vodnich vznikajici kondenzaci vodni pary
kapek na predmétech Z okolniho vzduchu
Paradox =¢¢ IS an unacceptable derived by apparently acceptable
conclusion reasoning from apparently acceptable

premises

Doktor Watson =g je literarni hrdina, jenz je v dilech A. C. Doyla nejbliz§im
spolupracovnikem a pftitelem Sherlocka

Holmese
Deus =f est aliquid ens quae maius cogitari non potest
Enthymeme =g is an argument with an unstated, taken-for-granted,
premise or premises
A priori =df IS a statement true “prior to experience” in the sense that
proposition its justification does not rest on evidence

drawn from sense experience
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Cviceni: Pielozte nasledujici definici do cCeStiny a naleznéte nejblizS$i nadfazeny rod
a druhovy rozdil.

Logica est ars directiva ipsius actus rationis, per quam scilicet homo in ipso actu
rationis ordinate et faciliter et sine errore procedat.

Dalsi zékladni déleni rozliSuje mezi analytickymi a syntetickymi definicemi.
Analyticka definice (rovnéz: zjistujici definice) vysvétluje vyznam v jazyce jiz zavedené¢ho
terminu, napt. Svobodny mladenec =y neZzenaty muz. Tento druh definice se Casto pouziva
ve vzdélavacim procesu, kdy ucitel ve vyuce vysvétluje vyznam nezndmého terminu,
v diskusi, jestlize nevime, zda partner, resp. oponent pouzivd né&jaky termin ve stejném
vyznamu jako my, a proto vyznam terminu objasnujeme vysvétlujici definici apod.

Naproti tomu, synteticka definice (rovnéz: definicni dohoda, stanovici definice)
zavadi do jazyka movy termin, pfip. vymezuje, v jakém vyznamu budeme dany termin
pouzivat. Pfiklad: Druha odmocnina ¢isla X =g takové ¢islo y, které — je-li umocnéno na
druhou — se rovna ¢islu x.

Mimo analytické a syntetické definice, z nichz jedny vysvétluji urcité jiz zavedené
terminy a druhé zavadéji do jazyka nové terminy, existuji rovnéz definice rekonstruktivni,
které pozménuji vyznam jiz danych termint. Z téchto definic si vSimneme zpiesnujicich
a korektivnich definic.

Zpresnujici definice (zpresnujici dohoda) upiesnuje a fixuje vyznam terminu tak,
abychom z jiz existujiciho vyrazu ziskali pfesny a jednozna¢ny termin. Ptiklad:

Zastaveni =g uvedeni vozidla do klidového stavu na dobu, kterd je delSi nez doba
potfebna k vystoupeni spolujezdci, pripadné vylozeni nakladu.

V bézném jazyce se naproti tomu zastavenim obycejné rozumi jakékoli ,,uvedeni vozidla do
klidového stavu“. V terminologii dopravnich ptedpisit vSak musime prosté ,,uvedeni
vozidla do klidového stavu* oznacit jinak, napft. jako ,,zastaveni vozidla®. Dalsi ptiklad:

Dospéléa osoba =gt osoba star§i osmnacti let.

Oba priklady pfedstavuji zptesiujici definice pro potifeby dopravnich, resp. pravnich
predpisii. Zpiesiiujici definice zfejmé stoji kdesi uprostfed mezi definicemi analytickymi
a syntetickymi.

Pomoci korektivnich definic naproti tomu davame (z hlediska urcité potieby,
zejména pro potifeby védecké terminologie) existujicim terminim piesny vyznam, casto
vSak odliSny od béZného uzu. Ptiklady:

Prace =g¢f soucin sily a drahy [korektivni definice pro potieby fyziky]

Préace =4t produktivni lidské ¢innost [korektivni definice pro potteby ekonomie]

Uhel =g ¢ast roviny lezici mezi dvéma polopiimkami se spole¢nym poc¢atkem
[korektivni definice pro potieby rovinné geometrie]

Aby definice skutecné spliiovaly sviij ucel, musi byt korektni, tj. musi spliiovat

ur¢ité formalni poZadavky. K ovéfeni korektnosti definic ndm poslouzi tabulka na
nasledujici strané.
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Pozadavky na korektni definici:

(A) Logicko-sémantické
(1) definiendum a definiens musi byt navzajem nahraditelné — tyka se pouze
analytickych definic, u syntetickych definic je tato podminka splnéna
automaticky
(2) definiendum a definiens musi byt rozsahové totozné
(B) Logicko-epistemologické:
(3) definiens musi vyjadiovat podstatné znaky pojmu, resp. podstatné atributy
predméti, které pod dany pojem spadaji
(4) v definiens mohou vystupovat pouze piesné, ostré a jednoznacné vyrazy,
nikoli vyrazy vagni, metaforické apod.
(5) definiens musi obsahovat pouze pozitivni vyrazy; s vyjimkou piipadu,
kdy definujme negativni pojem
(6) definiens musi obsahovat pouze znamé vyrazy, nikoli vyrazy neznamé
(7)  definice nesmi obsahovat defini¢ni kruh

1.3 ReSené piiklady

V nasledujicich ptikladech by se mél ¢tenat nejprve pokusit nalézt spravnou odpovéd’
samostatné, a teprve poté prekontrolovat, zda jeho odpovéd’ souhlasi ¢i nikoliv.

Urcete, které z nasledujicich vét jsou pravdiveé:
(a) 10 je celé cislo

(b) 0 ma ovalny tvar

(c) ,,10* je celé ¢islo

(d) ,,0° mé ovalny tvar

Pravdivé jsou moznosti (a) a (d). Véty (a) a (b) vypovidaji néco o Cdislech, {].
Véty (a) a (b) jsou tedy vétami objektového jazyka. Naproti tomu (c) a (d) vypovidaji néco
0 dislovkach, 1j. zmnacich, které denotuji Cisla. Lze je tak povazovat za vypoveédi
Vv metajazyce (kde jazyk, o némz hovofiime, je jazyk elementarni aritmetiky).

Které z nasledujicich vyrazii jsou pravdivé:
(@) 3:2=1,5

(b) ,,3:2%=,,1,5%

(c)2+2=4

(d),2 +2“#,4¢

Pravdivé jsou moznosti (a) a (d). Zapisem 3:2=1,5 mame na mysli skutecnost, ze dva
vyrazy jazyka elementarni aritmetiky (objektového jazyka) popisuji tentyz mimojazykovy
objekt, urcité raciondlni ¢islo. Naproti tomu vyraz (b), ,,3:2%=,,1,5° je vypovédi metajazyka
a fikd nam, ze dva znaky ,,3:2* a ,,1,5* jsou totozné, coz jist€¢ neni pravda. Podobné vyraz
(c) je tvrzenim elementarni aritmetiky (objektového jazyka) o tom, Ze vyrazy 2+2
a 4 nedenotuji stejné Cislo. Jelikoz tyto dva vyrazy stejné Cislo denotuji, je tvrzeni (c)
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nepravdivé. Piejdeme-li od objektového jazyka k metajazyku, tj. k vyrazu (d), pak
dostaneme pravdivé tvrzeni, jelikoz znaky ,,2+2 a ,,4* jsou jisté rozdilné.

Urcete, které z nasledujicich vét jsou pravdivé:

(a) Led je voda v tuhém skupenstvi.

(b) Led se sklada ze tii pismen.

(c) ,,Led* se sklada ze tii pismen.

(d) Vyraz,,,,,,Jled“““* obsahuje tfi pary uvozovek.

(e) Vyraz ,,,,,.led“““ obsahuje dva pary uvozovek.

(f) Precist ,,bibli*“ trvda mnohem krat$i dobu nez piecist bibli.

Pravdivé jsou véty (a), (c), (e), (f). Tvrzeni (b) je nepravdivé, protoze piipisuje
mimojazykovému objektu vlastnost skladat se ze tfi pismen. Kdyby tvrzeni (b) bylo
pravdivé, pak by se onen mimojazykovy objekt skladal ze tii pismen, a tudiz by se na ném
nedalo napf. bruslit. Tvrzeni (c) je vypovédi metajazyka o délce urcitého slova. Tvrzeni (¢)
je pravdivé proto, ze jazykovy vyraz ,,,.led“*‘ obsahuje pouze dva pary uvozovek —
nesmime zapominat na to, ze jeden par uvozovek nam umozfuje posunout referenci
Z roviny objektového jazyka na uroven metajazyka (jesté nazornéji: denotatem jazykového
vyrazu ,,,,,,led““‘ je pouze cast ,,,,led*“, a ta obsahuje dva pary uvozovek). Ze je tvrzeni (f)
pravdivé, si lze ovétit empiricky; staci, pokusime-li se piecist ,,bibli a bibli.

Nasledujici dvé véty mohou byt obé pravdivé, presto kazda z nich vyjadiuje néco jiného.
Vysvétlete, jakou myslenku obé véty vyjadruji:

(a) Markéta se mi libi.

(b) ,,Markéta“ se mi libi.

V ptipadé véty (a) se jedna o vypovéd objektového jazyka a dana véta vypovida o mém
vztahu k néjaké divce jménem Markéta. Vétu (b) lze opsat napiiklad takto: Jméno
,,Markéta“ se mi libi.

Je-li proménna x definovana na oboru cisel, pak jsou hodnotami této promenné:
(a) cislice
(b) cisla

Spravna odpoveéd’ je (b). Hodnoty proménné (tj. denotaty jazykovych vyrazi) definované
na ¢iselném oboru jsou mimojazykové objekty, tedy Cisla, nikoli ¢islice. Kdyby promé&nna
X byla definovana na oboru ¢islic, pak by jejimi hodnotami skutecné byly ¢islovky, napf.
arabské ¢islovky ,,0%, ,,1%, ,,2%, ,,3%, ..., fimské ¢islovky ,,I, I, III*, ,IV*, )V, .., fecké
Cislovky (o', ,,B', ,,¥'*, ,,0', ... atd. V tomto piipadé¢ by ovSem x byla metajazykovou
proménnou, nikoli proménnou objektového jazyka elementarni aritmetiky.

Udélovani hodnot proménnym je:
(a) syntaktické operace
(b) sémanticka operace

Spravna je odpoveéd’ (b). Syntaktické operace zlistdvaji na urovni manipulace s jazykovymi

vyrazy, avSak udélenim hodnot pfifazujeme proménnym mimojazykové objekty (resp.
objekty, které nepatii do uvazovaného jazyka).
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Dosazovani za proménnou je:
(a) syntakticka operace
(b) sémanticka operace

Spravna je odpovéd’ (a). Dosazovani za proménnou je nahrazovani jednoho jazykového
vyrazu (proménné) jinym jazykovym vyrazem (zpravidla konstantou, tj. jazykovym
vyrazem, ktery ma pevné piifazeny denotat). Jak tento proces funguje, si lze snadno
piiblizit pomoci nésledujiciho ptikladu. M&jme vyrokovou formu ,,x studuje logiku®, kde
proménnd X je definovdna na mnoziné vSech lidi. Tato vyrokova forma nabyva
pravdivostnich hodnot v zavislosti na tom, jaka vlastni jména za proménnou X dosazujeme
(a jaké osoby tato jména denotuji). Jako piiklad dosazeni za proménnou X uved'me
moznosti: ,,Honza studuje logiku®, ,,Pavel studuje logiku®, ,Helenka studuje logiku®...
Vidime, ze do vyrokové formy jsme za proménnou x dosadili jména, tj. jazykové vyrazy,
nikoliv objekty, které jsou témito vyrazy pojmenovany, pficemz vysledné véty jsou
pravdivé pravé tehdy, pokud piislusné osoby skute¢né logiku studuji. To dokazuje, ze
dosazovani za proménnou je syntakticka operace. Kdyby dosazovani za proménnou bylo
sémantickou operaci, pak by vyse uvedena dosazeni vypadala napf. takto:

% studuje logiku

§ studuje logiku

g\' studuje logiku

ackoliv ani to neni zcela presné, protoze pies veskerou snahu jsme za proménnou dosadili
jen jakési dalsi symboly, nikoli samotné osoby, které jsou vyznamy, tj. denotaty téchto
symbolt.

Konstanty jsou napriklad:
(a)cisla0, 1,2, ¢, m, ...
(b) cislice, resp. jazykové vyrazy ,,0¢, ,,1%, ,,2%, e, ,,t, ...

Spravna je odpoveéd (b). Konstanty jsou jazykové vyrazy, které maji pevné ureny vyznam
(denotat), nikoli mimojazykové objekty jako cCisla apod. Skutecnost, Zze konstanty jsou
jazykové vyrazy, ndm umoziuje konstruovat netrividlni tvrzeni. Méjme tvrzeni elementarni
aritmetiky (—2)°=4. Vyrazy (-2)% a 4 jsou terminy, neboli vlastni jména n&jakych objekti.
Oba jazykové vyrazy jsou navic konstantami (oba maji pevné urceny vyznam). Tvrzeni
(-2)>=4 nam tak vypovida o n&jakém netrividlnim aritmetickém poznatku, totiz Ze dvé
rizné konstanty denotuji stejny objekt. Kdyby vSak konstanty byly mimojazykové objekty,
jak ndm nabizi moznost (a), vyjadfovala by rovnost (—2)2:4 trivialni tvrzeni o sebeidentite
néjakého objektu. Toto tvrzeni by pak vyjadiovalo totéz jako samoziejma rovnost a=a.
Jestlize vyraz (—2)224 vyjadiuje n¢jaké netrividlni tvrzeni, pak jediné¢ diky tomu, Ze
konstanty jsou jazykové vyrazy.

Poznamka: Oblibenym piikladem Gottloba Fregeho, na némz ilustroval netrividlnost
vypovédi o identité¢, bylo tvrzeni ,Jitfenka je Velernice®. Bertrand Russell ndzorné
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demonstroval rozdil mezi trividlni a netrividlni vypovédi na piikladech tvrzeni ,,Scott je
autor Waverley* a ,,Scott je Scott™.

Meéjme policejni zpravu, ktera ze zdavaznych duvodu neuvadi osoby, jichz se tykd, a misto
toho mluvi o panu x a pani y. Které tvrzeni plati?

(a) Symboly x a'y pouzité v policejni zpravé jsou proménnymi.

(b) Symboly x a y pouzité v policejni zprave jsou konstantami.

Pravdiva je moznost (b). Symboly X a y nejsou v policejni zpravé pouzity ve vyznamu
proménnych, za néz lze dosazovat a ziskat tak razné vyroky, ale ve vyznamu konstant
(mluvime o panu x a pani Y, nikoliv 0 néjaké osobé x a néjaké osob¢ y). Vyrazy X a y nam
tedy v policejni zprave slouzi jako alternativni jména dvou osob vedle jmen vlastnich, které
chceme z n¢jakého divodu utajit.

Nasledujict definice je zjednodusenou verzi Boethiovy definice osoby. Co ji Ize vytknout?
Clovek =4 Zivocich rozumny.

Podle klasické definice bychom méli v definiens pouzit nejblizs§i nadifazeny rod (genus
proximum). Pojem ,,zivoCich® je vSak nadfazen pojmum ,ptak“, ,plaz®, ,savec” atd.
Piesnéji by tedy definice méla znit napt. Clovék =g rozumny savec &i jests 1épe Clovek =g
rozumny primat.

Poznamka: Boethiova pivodni definice zni: Persona =4 individua rationalis naturae
substantia (Osoba je individualni substance rozumové ptirozenosti). Viz Floss, Nejeschleba

(2000), s. 41.
Uved'te priklady definic, které porusuji body (1)-(7) pozadavkit na korektni definici.

(1)
Led =4 latka, ktera bézné pokryva povrch kluzist. Definiendum nelze nahradit definiens ve
vSech kontextech, napt. v kontextu véty ,,Julius si objednal whisky s ledem®. Tvrzeni, Ze si
objednal whisky s latkou, ktera bézné pokryva povrch kluzist, je absurdni, protoze napt. v
letnim obdobi béZn& pokryva povrch kluzist asfalt, beton apod.

)
Stryc =g¢ otcliv bratr. Jednd se o zuzujici definici, tj. definiendum ma vétsi rozsah nez
definiens (strycem je rovnéZ matcin bratr €1 jeSt€ obecnéji manzel jednoho ze sourozenci
rodi¢d). Planeta =4 jakékoli téleso obihajici okolo Slunce. Jde o rozsirujici definici. Podle
definiens by planetou musel byt kazdy asteroid, kometa, uméla druZzice ¢1 dokonce jakykoli
atom obihajici okolo Slunce. ZkriZend definice: Narod =g¢ skupina lidi zijici v jedné zemi.
Ptislu$nici jednoho naroda mohou Zit v riznych zemich a naopak v jedné zemi mohou Zit
pfislusnici rGznych narodid. Atom =4 dale nedé&litelnd castice hmoty. Po objevu
elementarnich ¢astic pod definiendum nespadaji viibec Zadné atomy (snad s vyjimkou
kladnych iontii vodiku izotopu *H).

3
Priklady: Clov€ék =g neopefeny dvounozec. Automobil =y stroj s benzinovym nebo
naftovym motorem. Prvni definice pomiji zakladni atributy lidstvi jako rozumnost, socialni
chovani a dalSi schopnosti. (Definice je navic mozna zkiiZzena. Dle legendy pry filosof
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Diogenes ze Synope — rovnéz znamy jako ,,Diogenes ze sudu“ — poté, co slySel Platona
pronést uvedenou definici, bézel na trh, koupil oSkubané¢ho kohouta, ptibéhl s nim do
Akademie a vitézné€ volal: ,,Ejhle, ¢loveék!*) Druhd definice pomiji skutecnost, Ze jednim
Z hlavnich atribut automobilu je to, Ze se jednd o dopravni prostredek.

(4)
Priklady: Lev =4¢ kral zivoc¢isné tiSe. Definice obsahuje metaforicky vyraz ,kral zivocisné
fise“. Prehanka =4 rozmar pocasi. Definice obsahuje metaforicky vyraz ,rozmar pocasi®.
Asteroid =g pfiméfené malé téleso obihajici okolo slunce. Definice obsahuje vdgni vyraz
,primefené malé té€leso*. Horecka =4 pomérné velké zvyseni télesné teploty.

()
Priklady: Svétlo =4t nepfitomnost tmy. Raciondlni ¢islo =g Cislo, které neni iraciondlni.
Definice obsahuji negativni pojmy, piestoze obé definienda ziejmée predstavuji pozitivni
pojmy.

(6)
Chybujeme-li proti pozadavku (6), pak se dopoustime chyby ignotum per ignotum.
Ptiklady: Elementarni ¢astice =¢4 subatomarni ¢astice podstatné stabilnéjsi nez rezonance.
Nebyl diive vymezen pojem ,,rezonance®. Definice navic obsahuje vagni vyraz ,,podstatné
stabilngj$i nez...“ Proton =y baryon skladajici se ze dvou kvarki up a jednoho kvarku down
udrzovany  pohromad¢ silnou jadernou interakci  zprostiedkovanou  gluony.
(O¢ srozumitelngj$i by byla napt. definice: Proton =g kladné nabitd Castice atomového
jadra!) Dtchodce =4 Clovek, ktery je v dichodovém véku. Zde nemame vymezen pojem
»~dichodovy vék“. Pokud dale definujeme pojem ,,dGchodovy vék™ pomoci pojmu
,»duchodce®, dopustime se navic definicniho kruhu. V podobnym piipadech se obycejné
jedné o pragmatickou chybu. Definice je nesrozumitelna potencidlnimu adresatovi.

(7)
Piiklady: Rok =g doba, ktera uplyne za jeden rok. Kilometr =4 délka, ktera mé&fi jeden
kilometr. Logika =4 nauka o logice.

Je nasledujici definice korektni?
Deédic osoby X =g takova osoba Y, kterd nabyla majetku po zemielé¢ osobé X na zakladé
zavéti osoby X.

Definice je zieymé& zuzujici: Nabyt dédictvi lze 1 zjinych davodl, nez je uvedeno
Vv definiens (napf. na zéklad¢ zdkonného dédictvi).

Jsou nasledujici definice analytické nebo syntetické?

(a) Komentar k ur¢itému zakonu =g pravnicky vyklad a rozbor tohoto zdkona usporadany
podle vlastniho ¢lenéni zdkona.

(b) Starousedlik v obci x =¢; clovek bydlici v obci X po dobu delsi nez 10 let.

(c) Nadmérny byt =4 takovy byt, jehoz thrnna plocha obytnych mistnosti tvofi nejméné
dvojnasobek vymeéry nalezejici podle ptislusnych predpisit uzivateli a ptislusnikim jeho
rodiny.

Definice (a) je analyticka — vysvétluje, jak chépat jisty v jazyce jiz zavedeny termin.
Definice (b) je ziejme synteticka (stanovici) — zavadi novy termin, resp. vymezuje, v jakém
vyznamu dany termin pouzivame. Povaha definice (c) zavisi na pragmatickém kontextu
(plati 1 pro ptiklad (b)). Uvadi-li tuto definici zdkonodarce, pak jejim prostfednictvim
zavadi novy termin, tj. jedna se o syntetickou definici. Pokud vSak definici podava pravnik
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na zaklad¢ rozboru pravnich predpisi, pak se jednd o definici zjiStovaci, neboli
analytickou.

1.4 Cvicéeni

1)
Bereme-/i zajmeno ,,on** ve vyznamu promenné, pak jeho obor hodnot je:
(a) urcen obsahem tohoto slova
(b) je ur¢en kontextem, v némz se slovo vyskytuje
(c) neni urcen viibec

(2)
Kterou z nize uvedenych charakteristik lze povazovat za korektni definici pojmu
., promenna ““?
(a) veli¢ina, ktera se méni
(b) symbol, ktery se mliize ménit
(¢) pismeno, jehoz obsah neni zndm
(d) symbol, jehoZz obsah je urcen jen castecné
(e) symbol, kterému Ize ptiznavat rizny obsah

3)
Jakym zpusobem je urcen vyznam promenné?
(a) tim, ze proménné prifadime jeji obor hodnot
(b) jeji vyznam nelze jednoznacné urcit

(4)
Co predstavuje vyraz ,,5+7:
(a) vyrok (pokud ano, pak jaky vyrok?)
(b) jméno objektu (pokud ano, pak jakého objektu?)
(c) ani vyrok, ani jméno (co tedy?)

(5)
Do nasledujicich vétnych schémat doplite vyrazy ,,proménna”, konstanta® a ,,denotat*
tak, abyste ziskali pravdivé vety. Kazdé dosazeni podrobné zdiivodneéte.
(a) Jména, kterd maji jediny denotat, se nazyvaji .....
(b) Protoze Praha je hlavni mésto Ceské republiky, je hlavni mésto &eské republiky .....
jména ,,Praha®.
(c) Protoze ¢islo 5 je ..... ¢islice ,,5%, je Cislice ,,5“ ..... ¢isla 5.
(d) Protoze ,,OSN“ je jméno Organizace spojenych narodi, je Organizace spojenych narodu
..... jména ,,OSN*.

(6)
Uvedte nekolik prikladu vyrokovych funkci a nékolik prikladii oznacovacich funkci. Co je
denotatem vyroku a co je denotatem oznacovaciho vyrazu? Lze rozumeét vete i tehdy, kdyz
nezname jeji denotat? Uvedte priklad takové veéty.
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(7)
Necht ,,a“ je jméno metajazyka pojmenovavajici prvni pismeno tecké abecedy
a metajazykem je bezna cestina. Uvazujte vyrazy:
(1) a, (2) o, (3) alfa, (4) arda, (5) ,.alfa®, (6) ,,a“, (7) ,,ardpo’
Na volnd mista nasledujicich vétnych schémat dosazujte riizné vyse uvedené vyrazy (1)-(7)
a zvazte, kdy jsou vzniklé vypovedi pravdivé a kdy nikoliv. Kazdou odpoved podrobné
zdiivodnéte.
(@) ..... je metajazykovy vyraz.
(b) ..... je fecky vyraz.
(¢) ..... je pismeno.
(d) ..... je slovo o vice nez jednom pismeni.
©)..... oznacuje .....
(f) .....je casti .....
(9) ..... obsahuje uvozovky.
(h) ..... je vyrazem bézné Cestiny.
(1) ..... obsahuje fecké pismena.
Poznamka: Piiklad viz Jandk (1973), s. 57. Tamtéz na s. 196 ctendf najde piiklady
dosazeni, kdy vysledkem jsou pravdivé véty.

(8)
Zvazte, ktery z ndsledujicich dvou usudkii je korektni a ktery nikoliv. Naleznéte pricinu,
proc jeden z usudkii neni korektni.
(a) V muzeu visi portrét Johna Wilkese Bootha. John Wilkes Booth zavrazdil prezidenta
Abrahama Lincolna. Tudiz: V muzeu visi portrét vraha prezidenta Abrahama Lincolna.
(b) V muzeu jsem vidé€l portrét néjakého €loveka. N&jaky ¢lovek vynalezl Zehlicku. Tudiz:
V muzeu visi portrét vynalezce Zehlicky.

©)

Mohou mit dve ruzné konstanty tentyz denotat?

(10)
Necht x je proménna na oboru redlnych cisel. Jsou nasledujici dvojice vyrazii konstantami
nebo promennymi? Denotuji stejné nebo riizné objekty? (Pozndmka: Zvazte zejména, zda
na vyznam nékterych vyrazii neklademe dodatecné podminky; napr. xIXx a 1 nemohou mit
Stejny vyznam, protoze vyrazem ,,1“oznacujeme vzdy jedno a totéz cislo, naproti tomu vyraz
WXIXC denotuje néjaké cislo pouze pro x#0, a V pripade, Ze za x dosadime cislo 0, nemad
Zadny vyznam, tj. je nedefinovany.)
(@) xx; 0
(b) x—=(x)/x; 0
(©) 2; (2x)/x
(d) x/x; (\X?)/x
(&) L; (X+1)/[(\x*)+1]

(11)
Zvazte sémantickou korektnost nasledujiciho vykladu o raciondlnich cislech:
Racionalni ¢isla jsou zlomky skladajici ze dvou celych ¢isel. Cislo, které délime, je ve
zlomku umisténo nahoie a fikdme mu citatel. Cislo, kterym d€lime, je ve zlomku umisténo
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dole a fikdme mu jmenovatel. Tudiz ¢islo 2 je itatel a Cislo 3 jmenovatel zlomku, tj.

C 2
racionalniho ¢isla, E .

(12)
Najdeéte chybu v nasledujici uvaze:

) 4 2 : : . . . .
Jelikoz 3 a 3 predstavuji totéz raciondlni Cislo, jedna se o stejny zlomek. Jelikoz se jedna

o tentyZz zlomek, musi se sob¢ rovnat oba Citatelé 1 oba jmenovatelé, tudiz plati 4=2 a 6=3.

(13)
Je nize zapsana véta sebereferencni? Pokud ano, jedna se o destruktivni nebo o neskodnou
sebereferenci?

[ 24

Poznamka: Véta predstavuje jeden z ptipadi tzv. Curryho (resp. Lobova) paradoxu. Vice
se o tomto paradoxu ¢tenat dovi napt. v Beall (2001).

(14)
Posudte, zda jsou nasledujici definice korektni (z hlediska pozadavkii 1-7). V pripade, ze
definice nespliuje néktery z pozZadavkii, navrhnéte opravenou definici. Které definice Ize
povazovat za realné a které za nominalni? Které z definic lze povazovat za analytické
a které za syntetické?
(1) Stomatolog =g4s 1€kai specializujici se na 1é¢bu dutiny tstni
(2) Mnich =4 frater
(3) Polygamie =4 mnohoZenstvi
(4) Incest =4 pohlavni styk mezi blizkymi pokrevnimi pfibuznymi
(5) Mnich =4 muz Zijici feholnim Zivotem
(6) Stomatolog =¢¢ zubat
(7) Parabola =4 kuzelosecka, jejiz body maji stejnou vzdalenost od bodu zvaného ohnisko a
od fidici pfimky
(8) Syfilis =4¢ ptijice
(9) Piijice =¢¢ lues
(10) Konstipace =4 zacpa
(11) Anémie =4 chudokrevnost
(12) Syfilis =4 pohlavni nemoc
(13) Epilepsie =4 padoucnice
(14) Papez =¢4; svaty otec
(15) Bratr =¢¢ ptibuzny muzského pohlavi
(16) Epilepsie =4 druh onemocnéni nervové soustavy
(17) Defraudace =4t zpronevera
(18) Papez =¢4¢ fimsky biskup
(19) Anémie =4 nemoc projevujici se ubytkem Cervenych krvinek
(20) Konstipace =4 porucha traveni
(21) Incest =4¢ krvesmilstvo
(22) Bratr =¢4; pifibuzny muzského pohlavi druhého stupné lateralni linie
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(23) Imaginarni jednotka =g druhd odmocnina ¢isla ,,—1°
(24) Software =4 vybaveni pocitace, které neni soucasti hardwaru

(25) Optika =¢; véda o piirodé

(26) Fosilie =¢f zkamenély otisk organismu

(27) NGz =¢¢ nastroj ke krajeni potravin

(28) Kapalina =4 latka majici kapalné skupenstvi

(29) Um¢la druzice =4 uméle zhotovené téleso, které se pohybuje ve vesmiru a obihé okolo
Zemé

(30) Metr =4 desetimiliontina jedné ctvrtiny délky zemského poledniku prochazejiciho
Parizi

(31) Metr =4¢ vzdalenost, kterou ub&hne svétlo ve vakuu za

—————— sekundy
299792458

(32) Kilogram =4 hmotnost jednoho litru ¢isté vody pfi teploté 0° C

(33) Led =4 voda v tuhém skupenstvi

(34) Led =¢4¢ slovo skladajici se ze tii pismen

(35) Jméno =y vyraz metajazyka uréeny k pojmenovani néjakého pevné daného denotatu
(36) Konstanta =¢4¢ vyraz metajazyka, ktery je konstantni

(37) Denotat =4 pravdivostni hodnota ozna¢ovana néjakou oznamovaci vétou

(38) Veéta =4 jazykovy vyraz objektového jazyka uréeny k pojmenovani néjakého stavu
mimojazykové reality

(39) Logika =4 nesrozumitelna teoreticka hatmatilka urcena k trapeni ubohych studenti
(40) Logika =4 nauka o logice

(41) Logika =g formalni véda zkoumajici vlastnosti logického vyplyvani v pfirozeném
jazyce a v riznych umélych (formdlnich) jazycich

(42) Logika =4 formalni véda, jejimz hlavnim tkolem je rozvinout pfirozené schopnosti
studentli srozumitelné se vyjadfovat a vyvozovat korektni zavéry
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VYROKOVA LOGIKA

2 TABULKOVA METODA

2.1 Zakladni pojmy

Ve vyrokové logice analyzujeme véty piirozeného, resp. n¢jakého umelého jazyka pouze
do t¢ miry, do jaké odpovidaji jednoduchym vétdm spojenym vétnymi spojkami.
Jednoduché véty povazujeme za atomické, tj. dale neanalyzovatelné vyroky, a vyznam
vétnych spojek zptesiiujeme pomoci vyrokovych spojek. Spravng utvorenou formuli jazyka
vyrokové logiky (naddle pouzivame zkratku SUF) rozumime vyraz, ktery vyjadiuje
formalni strukturu véty, jez predstavuje néjaky vyrok. SUF tedy zastupuje néjaky atomicky
vyrok nebo né&jaky slozeny vyrok, ktery jeden ¢i vice atomickych vyrokii spojuje pomoci
vyrokovych spojek. Miizeme tedy podat nasledujici definici:

Definice (SUF vyrokové logiky):

1) Jestlize X je atomicka vyrokova proménna (tj. formule, kterd zastupuje
atomicky vyrok), pak X je SUF vyrokové logiky.

(2) Jestlize X je néjaka SUF vyrokové logiky a U je unarni vyrokova spojka
(t]. spojka, kterou lze aplikovat na jeden vyrok, napf. negace), pak u(X) je
SUF vyrokové logiky.

(3)  Jestlize X a Y jsou SUF vyrokové logiky a b je binarni vyrokova spojka
(f]. spojka, kterou lze aplikovat na dva vyroky), pak (X)b(Y) je SUF
vyrokové logiky.

4) Zadny vyraz neni SUF vyrokové logiky, nesplituje-li podminky (1) az (3).

Mezi nejCastéji pouzivané vyrokové spojky patii: (1) negace, (2) konjunkce,
(3) disjunkce, (4) implikace a (5) ekvivalence. (Ostatnimi vyrokovymi spojkami, jako jsou
napf. Shefferova nebo Nicodova spojka, vylucujici disjunkce apod. se zde nebudeme
zabyvat.) Nasledujici dvé tabulky shrnuji moZné slovni formulace odpovidajici logickym
spojkam a ptiklady alternativnich zptisobti notace. Ze slovnich formulaci upozoritujeme
predevsim na fraze odpovidajici implikaci a ekvivalenci.

Logicka spojka: Slovni formulace:
Negace ,he p“, .neni pravda, Ze p*, ,,neni tomu tak, ze p*, ,,neplati p* apod.
Konjunkce Lpadqgs,,parovnézq“,,.p, ale g“, ,.p, zatimco g apod.
Disjunkce ,,p nebo g*, ,,p, resp. g, ,.p ¢i g“ apod.
Implikace jestlize p, pak q*, ,,pokud p, pak q*, ,.kdyz p, potom q*,

,plati-li p, pak q*, ,,q, pokud p*, ,,q za predpokladu, Ze p* apod.
Ekvivalence ,.p tehdy a jediné tehdy, kdyz q*, ,,p tehdy a jen tehdy, kdyz q*,

,,p prave tehdy, kdyz g, ,,p, pravé kdyz q* apod.

Poznamka: V anglicky psané literatufe je v ptipad¢ ekvivalence bézna zkratka iff z ,,if and
only if*.
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Logicka spojka: | BéZna notace: Alternativni notace:
Negace —p ~p,—p, P’ p.'p. Np
Konjunkce pAQ p&q, p&&q, p.g, pg, Kpqg
Disjunkce pvq pP+q, pla, Plld. Apg
Implikace p—q p=0, p=4, Cpq
Ekvivalence peq P=q, p<4q, Epq

Ve starsi literatufe byla negace Casto oznacovana tzv. ,nadtrzenim®“ celého negovaného
vyrazu. Misto —=[p—>(gAn]A(p<>q) tak zapiSeme p—>(pAr)v(p<«>q). Tento zplisob ma tu
vyhodu, Ze je okamzité zfejmy dosah negace, dnes se vSak jiz ptili§ nevyuziva. Posledni
alternativa vyjadfuje tzv. ,,polskou‘ bezzavorkovou symboliku. Napt. vyrok pA(q—r) v této
symbolice zapiSeme jako KpCqr. Podobné (pAQq)—r zapiSeme jako CKpqr. Disjunkci
[pA(g—1)]vIpA(g—r)] tak lze pomoci polské notace zapsat jako AKpCqrCKpgr.
Z hlediska praktického pouziti je tato symbolika v ptipad¢ delSich formuli zna¢né
nepichledna. Nicménég, obdoba této notace je ¢asto pouzivana v programovacich jazycich
a databazovych procesorech. Napi. v procesoru Excel napiSeme vyraz (resp. vysledek,
k némuz tento soucet vede) 5+7 jako Sum(5,7).

Poznamka: Pti tvoreni slozenych formuli pomoci podminek (2) a (3) definice SUF lze
Vv ptipadé, Ze nehrozi nebezpe¢i dvojznaéného vykladu, vynechat zavorky. Napt. Je-li
X vyrok p aY vyrok p—q (tj. zjednoduseny zapis (p)—(q)), pak mizeme dle podminky (2)
zapsat —(X) jako —p. Vyrok —(Y) v8ak nesmime zkratit jako —p—(, ale mizeme pouZit
zapis —(p—Qq). Zapis —p—( by totiz odpovidal spise formuli (—(p))—(q). Dale, je-li X SUF
pAg @ Y SUF ras, pak muzeme (X)A(Y) zapsat jako pagaras. Naopak (X)—(Y) musime
zapsat jako (pAq)—(ras), nikoli vSak jako pAQ—TAS. Zapis PAQ—TAS si totiz lze vylozit
jako pA(g—(ras)), (pA(g—1))As, ((pAg)—T)As atd. Pro lepsi ptehlednost budeme pouzivat
rovnéz ruzné druhy zavorek. Napi. formuli ((pAQ)—F)AS zapiSeme jako [(PAQ)—T]AS,
formuli (((pAg)—r)As)—(gar) jako {[(pAg)—r]as}—(gnar) apod.

Poznamka:

V cestin€ se rozliSuje mezi spojkou ,,...nebo...“, kterd mize mit vyluCujici i nevycujici
vyznam, a mezi spojkou ,,...bud’, nebo...“ (pséno s ¢arkou!), kterd ma vyhradné vylucujici
vyznam. Napt. ve vété ,,UchazeC musi prokazat aktivni znalost angli¢tiny nebo ném¢ciny*
jisté¢ nevylucujeme znalost obou jazykd. Naopak vétu ,,ObZalovany je bud’ nevinen, nebo
spachal zlo¢in v celém rozsahu* povazujeme za smysluplnou pouze tehdy, kdyz nastala
pravé jedna z moznosti, a vylu€ujeme piipad, zZe nastaly ob&é mozZnosti. V nasledujicim textu
pouzivame spojku ,,...nebo...“ vyhradné¢ v nevylu€ujicim vyznamu, coz je obvykla
konvence v logice a matematice. Chceme-li naznacit, ze je nemozné, aby nastaly zaroven
ob& moznosti, pouzivame spojku ,,...bud’, nebo...“, ptipadné na tuto skute¢nost vyslovné
upozoriujeme.

xxxxxxxxxxSpojka ,,bud’...nebo* se nékdy pouziva pro tzv. vylucujici disjunkci, resp.
nonekvivalenci (z vyrokii p a g plati nejvyse jeden, nikoli oba zaroven). V nasledujicim
textu nicméné spojku ,,bud’...nebo..“ standardné¢ pouzivime ve vyznamu disjunkce.
Tj. fekneme-li ,,Bud’ p nebo q“, pak tim nevylucujeme ptipad, ze plati oba vyroky p a q
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zaroven (pokud takova situace muze nastat). Pozadujeme-li, ze z obou moznosti miize
nastat pouze jedna, vyslovné tento pozadavek uvedeme.

Pravdivostni tabulky zakladnich spojek:

p g —P | pAq | pvq | p=>q | peq
1) 1 1 0 1 1 1 1
) 1 0 0 0 1 0 0
(3) 0 1 1 0 1 1 0
(4) 0 0 1 0 0 1 1

V kazdém ftadku této tabulky méme nejprve uvedeny vSechny moznosti, jak
ohodnotit (valuovat) vyroky p a g (jedna se o tzv. referen¢ni sloupec oddéleny od zbytku
tabulky dvojitou Carou). Prvni moznost, kterd mize nastat, odpovida situaci, kdy oba
vyroky p a q jsou pravdivé. Tuto moznost popisuje fadek (1). Druha a tieti moznost
odpovida situaci, kdy prave jeden z obou vyroki je pravdivy a druhy nepravdivy, pficemz
muze byt pravdivy vyrok p a nepravdivy vyrok q (fadek (2)) nebo nepravdivy vyrok p
a pravdivy vyrok g (fadek (3)). Konecné, posledni moznost je, ze oba vyroky jsou
nepravdivé (tfadek (4)). Ovétujeme-li tabulkou néjakou formuli X, pak ovéfujeme, jakou
pravdivostni hodnotu ma formule X pro kazdou moznou valuaci atomickych vyroku, jez
formule X obsahuje. Uvazujme formuli [(qe>r)v(pA—Q)]—>[(pA—q)<>r] a valuaci
atomickych vyroka p, q a r: v(p)=0, v(q)=1, v(r)=1. Zapis v(p)=0 ¢teme: ,,Valuaci v je
vyroku p pfifazena pravdivostni hodnota 0, tj. nepravda,” zapis v(q)=1: ,,Valuaci v je
vyroku ( pfifazena pravdivostni hodnota 1, tj. pravda“ apod. Na zaklad¢é pravdivostnich
tabulek spojek —, A, v, > a <> nyni muzeme zjistit, jakou ma pii dané valuaci atomickych
vyrokl pravdivostni hodnotu cela formule [(g<>r)v(pA—Q)]—(p<>r). Mluzeme napiiklad
sestrojit nasledujici jednotddkovou tabulku, kterou vyhodnotime v Sesti na sebe
navazujicich krocich (kroky 1-6, které Cislujeme pod tabulkou):

Plag|rjl@«e n v ® A~ =9 > P & 1
0/1]1]1 1 1 1 0o 0o o0 [0]O 0 1
3 5 4 2 6 1
X N Y
(Z1 v Zy) N Y

Formule [(ger)v(pa—Qq)]—>(p<>r) ma tvar X—Y. Abychom zjistili pravdivostni hodnotu
této formule (pii dané valuaci), musime nejprve zjistit pravdivostni hodnotu formuli X a Y.
Formule Y ma tvar per, jeji pravdivostni hodnotu tedy mizeme ur€it ptimo z valuace
vyrokil p a r a tabulek pravdivostnich hodnot zakladnich spojek. Zjistime, Ze pravdivostni
hodnota formule p<>r je 0. Tim jsme zjistili pravdivostni hodnotu formule Y (krok 1). Nyni
musime zjistit pravdivostni hodnotu formule X. Tato formule ma dale tvar Z;vZ,, kde Z; je
ger a Z; je pa—q. Ve formuli Zy, tj. pA—Q, mame negaci proménné ¢, musime tedy
nejprve zjistit, jakou ma pii dané valuaci hodnotu formule —q (krok 2). Dale vyhodnotime
formule Zy, tj. qeor (krok 3) a Zy, tj. pAa—q (krok 4). Nyni kone¢n¢ mizeme vyhodnotit
formuli X (krok 5) a porovnanim formuli X a Y celou formuli [(ger)v(pa—Qq)]—(p<r)
(krok 6). Sestrojeni celé tabulky (obsahujici osm fadkl) nepiedstavuje vlastné nic jiného
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nez ovéteni formule pro kazdou moznou valuaci. Ovéime tedy celou tabulku pro vsech osm
moznych valuaci.

Pravdivostni tabulka formule [(q<>F)v(pA—Q)]—(p<>r):

-
N—r

rjl@ « n (p —q] —

1 1 1 0

[

olo|lo|olr|kr|ir|lr|lo
ook |k lolokr|r|la
olo|lo|olr|krirlrg
olr|lo|r ok ol

O O O Ok
OO IF,O Ok
O O O ok
o000 ||k

N OO Fr|lo|o
U |O0OR |k IR O|IFL
W o|lo|o|o|r|r|lo|lo>
i =l =l =)
O P FR|IOO|IFRF
Aok |o|o|r|ol~|(]

Poznamka: Obsahuje-li ovéfovana formule X celkem n vyrokovych proménnych, pak
piislusnd tabulka ma 2" ¥adkd; tj. v ptipadé dvou proménnych 2%=4 tadké, v piipadé tii
proménnych 2°=8 ¥adke, v pripadé &tyf proménnych 2°=16 fadkil, u p&ti proménnych 2°=32
fadkd atd. V kazdém fadku tabulky musime vycerpat jednu mozZnou distribuci
pravdivostnich hodnot na vyrokové proménné, pricemz na zadnou moznost nesmime
zapomenout. Jak toho dosdhneme? Lze postupovat naptiklad takto: U dvou proménnych
p a g prifadime proménné p v prvnich dvou fadcich jednicky a v druhych dvou fadcich
nuly, proménné ( stfidavé jednicky a nuly. V pfipad¢€ tii proménnych p, g a r ptifadime
proménné p v prvnich c¢tyfech fadcich jednicky a ve zbylych ctyfech tadcich nuly,
proménné q stiidavé ve dvou fadcich jednicky a ve dvou fadcich nuly a kone¢né proménné
r stiidavé jednicky a nuly. Podobné v pfipad¢ Ctyi proménnych p, ¢, r a S pfifadime
proménné p v prvnich osmi fadcich jednicky a ve zbylych osmi fadcich nuly, proménné
g stfidavé po Ctyfech tadcich jednicky a po Ctyfech fadcich nuly, proménné r stfidavé po
dvou tadcich jednicky a po dvou tadcich nuly, a kone¢n€ proménné s sttidavé jednicky
a nuly, apod. Postup by mél byt ziejmy. Mlzeme jes$t€ poznamenat, Ze v jednotlivych
fadcich (zdola nahoru) pfedstavuji kombinace jednicek a nul zapisy ¢isel 0, 1, 2, 3,4, 5, 6
atd. ve dvojkové soustave; tj. napt. 0000 je dvojkovym zépisem cisla 0, 0001 dvojkovym
zéapisem cisla 1, 0010 dvojkovym zapisem c¢isla 2, 0011 dvojkovym zapisem cisla 3, 0100
dvojkovym zapisem Cisla 4, 0101 dvojkovym zapisem ¢isla 5, 0110 dvojkovym zapisem
Cisla 6 atd. Ctenaftim, ktefi se orientuji v zakladnich pojmech matematické informatiky, by
tato analogie méla byt zfejma.

Ovéime jesté jednu slozenou formuli [(p—>Q)A(rv—p)]<>[(pA—q)vr]. Formule
obsahuje tf1 vyrokové proménné p, g a r a rovnéZ negace proménnych p a g. Proto nejdiive
musime zjistit pravdivostni hodnoty téchto dvou formuli, ¢imZ uskute¢nime kroky 1 a 2.
Formule [(p—>q)A(rv—p)]<[(pA—=Q)vr] ma tvar XY, musime tedy zjistit pravdivostni
hodnoty formuli X a Y. Formule X ma ovSem dale tvar X;AX,, musime tedy nejprve zjistit
pravdivostni hodnoty formuli X; a X,. Formule X; a X, maji kone¢n¢ takovy tvar, Ze na né
muzeme aplikovat zakladni tabulky logickych spojek. Timto zpisobem dostaneme krok 3
(pravdivostni hodnoty formule X;) a krok 4 (pravdivostni hodnoty formule X;), odkud
kone¢n¢ vyvodime krok 6 (pravdivostni hodnoty formule X). Nyni musime zjistit
pravdivostni hodnoty formule Y, kterd mé dale tvar Y;vr. Sestavime tedy nejprve sloupec

26



pravdivostnich hodnot formule Y; (krok 5) a sloupec pravdivostnich hodnot formule Yivr
(krok 7). Tim jsme zjistili v§e potfebné a miizeme vyvodit sloupec pravdivostnich hodnot
formule X<Y (krok 8) tak, ze navzajem porovname sloupce, které jsme vyhodnotili
v krocich 6 a 7. Sloupec vyhodnoceny v kroku 8 je konecné tabulkou pravdivostnich
hodnot formule [(p—q)A(rv—p)]<>[(pPA—q)vr].

Pravdivostni tabulka formule [(p—>g)A(rv—p)]<>[(pA—Q)vr]:

Plaglrjle > @ A v —p] & [P A —q v 1]
1 |/1)1]1 1 1 1 1 1 o01J]1]1 0 0 1 1
1/1]0]1 1 1 0o 0 0 0111 0 0 0 o0
t1/of1]1 o o o 1 1 o001 1 1 1 1
1/olo]1 o 0 0 0 0 o0 /o001 1 1 1 o0
ol1][12}l0 1 1 1 1 1 1]1]0 0 0 1 1
ol1]o0fo0o 1 1 1 0 1 1 ]|0]0 0 0 0 O
olof1l0 1 0o 1 1 1 1 ]|1]0 0 1 1 1
olojJoflo 1 0o 1 0 1 1 [|1]0 0 1 0 O
3 6 4 1 8 5 2 7

Pomoci tabulkové metody lze rovnéz ovéfovat platnost (vyrokové-logickych)
tsudkd, a to v zasadé dvojim zptisobem: (1) Usudek prevedeme na formuli a ovéfujeme,
zda je tautologii pfisluSnd formule. (2) Vyuzijeme definici logického vyplyvani
a oveéfujeme platnost usudku ptimo. Uvazujme prvni moznost. Méjme tisudek A, Ay, ..., Aq
= B. Na zdklad¢ véty o dedukei (viz niZe v kapitole 5.1.2) Ize usudek A;, Ay, ..., An E B
prevést na tvar A, Ay, ..., Apr = Ay—B, tento Gsudek déle prevést na tvar Ay, Ay, ..., An2
= An1—>(Ay—B), tento tvar dale pievést na Ag, Ay ..., Anz = Apo—>(Ar1—(A—B)) atd.
Po kone¢ném poctu krokii pfevedeme pomoci véty o dedukci usudek A, Ay, ..., Ay = B na
usudek, ktery neobsahuje zadné premisy, tj. = Aj—>(Az—...—~(Ar1—>(A—B))...). Tento
usudek nam fika, ze formule A;—>(Az—...—~>(An1—>(Ar—B))...) je tautologii. Nicméné,
metoda prevadéni usudkil na formule mize byt v ptipad¢ usudkil s vétSim poctem premis
zdlouhava. Druhy postup vyuziva (Tarského) modelové-teoretickou definici logického
vyplyvani.

Definice (logické vyplyvani):

Zavér B logicky vyplyva z premis A1, Ay, ..., A, jestlize kazdy model, ktery spliiuje zaroven
vSechny premisy A, Ay, ..., An, spliiuje rovnéZ zavér B; neboli (ponechame-li stranou jazyk
teorie modelt) — zavér B vyplyva z premis Ay, Ay, ..., A, nemuze-li nastat takova moznost,
ze vSechny premisy As, Ay, ..., An jsou pravdivé a zavér B nepravdivy.

Poznamka: V piipadé vyrokové logiky rozumime modelem formule X takovou valuaci
atomickych proménnych formule X, pfi niz je dand formule pravdiva. K pojmu ,,model
formule vyrokové logiky* viz blize kapitolu 3 a 4.

Na zékladé této definice jednoduse sestrojime pravdivostni tabulku formuli Ay, Ay, ..., An, B
a zkoumame, zda pokazdé, kdyz jsou pravdivé vSechny premisy A1, Ay, ..., Ay, je pravdivy
rovnéz zaveér B. Je-li tomu tak, pak zavér B skuteéné vyplyva z premis Az, Ay, ..., A
Existuje-1i vSak takova moznost (tj. takovy fadek tabulky), ze vSechny premisy Aj, Ay, ...,
A, jsou pravdivé a zavér B nepravdivy, pak zavér B z danych premis nevyplyva.
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V nésledujicich tabulkach s predem zadanym ohodnocenim premis A;, Ay, Az a zavéru B
uvazujeme oba zpiisoby ovéteni platnosti usudku Aj, Az, As E B. V levé cCasti tabulky
ovefujeme ptimo usudek A, Ay, Az = B, v pravé Casti zjistujeme, zda je tautologii formule
A— [Az—)(A3—)B)] .

I. Pravdivostni tabulka asudku A1, Ay, Az E B:

B

&
3
w

1)

2)

3)

(4)
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(6)

()

PR |R|R|k|lo|o|o| 2
olr|k| ok o+
Flolk|o|k|k|r|o| 2
PRk R|r|lolojo|Z
~lo|r|o|r|o|lr|o|&

| -

R|lo|k|o|k|o|r|o
SRR
o|lkr|r|lo|lk| kol
SRR
P|lo|k|o|k|r|r|lo
SRR

(8)

Vyplyva zavér B z premis A;, A, As? V navaznosti na definici logického vyplyvani
zvazujeme, zda ve vSech fadcich, v nichz jsou pravdivé zaroven vSechny premisy, je
pravdivy také zavér. Tabulka obsahuje pouze dva fadky, v nichz jsou pravdivé vSechny
premisy, jmenovité fadky (4) a (6), a v obou téchto tadcich je pravdivy rovnéz zavér B
(zavér B je mimo to pravdivy jesté v fadcich (2) a (8), avSak tyto fadky nas nemuseji
zajimat, protoze v nich nejsou pravdivé vsechny premisy). Na zaklad¢ definice logického
vyplyvani tedy zavér B skute¢né vyplyva z premis Aj, Ay, As. Podle metody pievedeni na
formuli je usudek platny, je-li formule A;—>[A,—(As—B)] tautologii. Zvyraznény sloupec
dokazuje, ze usudek je logicky platny.

Uvazujme dalsi tabulku.

II. Pravdivostni tabulka usudku Az, Ay, As E B:

Aq A, Az B Ay - [A2 - (As - B)]
W 1| 1]0] o 1] 1]1 1 o0 1 0
@1 0o o0 | 1] 1ol 1] o0 1 1 1 1
@ 0o | 1 1 o0 o |t ] 1 0o 1 0 0
(4) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
G | 1 0 0] o0 1 1] 0 1 o0 1 0
© | 1 | 1 1] 1111 1 1 1 1
D111 1o 101 o0 1 0 o0
® | 1 | 0| 10| 1] 1] 0 1 1 0 0

Podle definice logického vyplyvani ovétujeme, zda pokazdé, kdyz jsou pravdivé vSechny
premisy A;, Ay, As, je pravdivy i zavér B. Premisy jsou pravdivé v tadcich (4), (6) a (7),
pii¢emz zavér B je pravdivy v fadcich (4) a (6), nikoli v8ak v fadku (7). Existuje tedy
takovy tadek, ze vSechny premisy A, Az, Az jsou pravdivé, a zavér B nepravdivy, jmenovité
fadek (7). Tim je dokazano, ze zavér B nevyplyva z premis Az, Az, As. V pravé ¢asti tabulky
jsme zjistili analogicky vysledek, tj. ze formule A;—>[A;—>(As—B)] neni pravdiva
v sedmém fadku, tj. nejedna se o tautologii.
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Uvazujme konecné treti tabulku.

III. Pravdivostni tabulka usudku A1, As, Az E B:

A A; Az B Ay - [A2 - (As — B)]
| o 1]o0o oo 1] 1 1 0 1 0
@1 o001 0o 10 1 1 0 0
@1 0] 10 oo 11 1 0 1 0
@1 o 11 1 o 11 1 1 1 1
&1 1] 0 o0 o 110 1 0 1 0
© | 1 | o0 | 1| 1110 1 1 1 1
1 1110 0o 1|11 1 o0 1 0
® | 1 |0 | 1] 1110 1 1 1 1

V tomto piipad¢ neexistuje zadny fadek, v némz by byly pravdivé vSechny premisy A, Ay,
Az (). premisy jsou navzajem sporné), coz na zdklad¢ definice logického vyplyvani
znamena, ze zaver B trivialné vyplyva z premis Aj, Ay, As. V pravé Casti tabulky mame
analogicky vysledek, tj. ze formule A;7—>[A,—(As—B)] je tautologii.

Poznamka: Rikame, Ze zavér B vyplyva z premis Ay, Ay, As trividiné, protoZe ze spornych
premis vyplyva jakykoli zavér — je tomu tak na zakladé tautologie vyrokové logiky (zdkon
Dunse Scota) (pA—p)—qQ.

2.2 Resené piiklady

Tabulkovou metodu budeme ilustrovat pomoci tkolti o poctivcich a padousich. Celou fadu
téchto ukoll 1ze najit napt. ve Smullyan (1986) a (1988). S tkoly o poctivcich a padousich
se lze setkat v mnoha uvodnich kursech logiky. Na vhodné volenych ptikladech tohoto
druhu lze totiZ nazorné¢ demonstrovat fadu zakladnich zékonitosti logiky. Vétsina téchto
ukolll se odehrava na fiktivnim Ostrové poctivelt a padoucht, ale n€kdy se mluvi o celych

vvvvvv

které o téchto ostrovech obecné plati:

(1) Domorodci (tj. puvodni obyvatelé) na libovolném ostrové poctivel
a padouchtl jsou vyhradné poctivci a padousi.

(2) Z4dny obyvatel ostrova neni poctivec a zarovei padouch.

(3) Kazdy poctivec fikd pouze pravdu; fekne-li vam tudiz libovolny poctivec
néjaky vyrok A, pak vite, Ze tvrzeni A je zaruCené pravdivé.

4) Kone¢né, fekne-1i vam padouch libovolné tvrzeni B, pak vite, ze tvrzeni B je
zarucen€ nepravdive.

Podminkdm (1) az (4) tikdme zdkony ostrova (poctivct a padouchii).
Ze zékonl ostrova plyne fada zajimavych poznatkii. Pokud napiiklad né&jaky
domorodec fekne vétu: ,Jedna plus jedna se rovna dvé®“, pak vite, Ze se urcité¢ jedna

0 poctivce. Naopak, fekne-li n&jaky jiny domorodec napt. vétu: ,,Cislo osm je délitelné
sedmi®, pak vite, Ze se jedna o zarytého padoucha. U dalSich vyroki mize byt zjistovani,
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zda se jednd o poctivce nebo padoucha, malicko slozitéjsi. Pravé sem mifi vétSina tikola
0 poctivcich a padousich.

Abychom vSak mohli tkoly o poctivcich a padousich uspésné ftesit, potfebujeme
,hotacni* aparat, s jehoz pomoci tyto ukoly vyjadiime v jazyce vyrokové logiky. Piislusny
aparat je velmi jednoduchy a vyuziva nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni (Poznatek o ostrové poctivei a padouchii):

Podle zékonti ostrova poctivct a padouchu plati, Ze pokud libovolny domorodec X pronese
vyrok A, pak vyrok A je pravdivy prave tehdy (tehdy a jen tehdy), jestlize domorodec X je
poctivec. Tvrzeni ,,Domorodec X je poctivec” budeme zapisovat jako p; tj. poznatek Ize
zapsat symbolicky: Pronese-li domorodec X vyrok A, pak je pravdivé tvrzeni p<>A.

Dikaz:

Podle zakonl ostrova je domorodec X poctivec nebo padouch. Tvrdime, ze vyroky
A a p maji stejnou pravdivostni hodnotu. Dejme tomu, ze domorodec je poctivec. Pak
vyrok A je pravdivy a vyrok p rovnéz pravdivy. Tudiz skutecné, je-li domorodec poctivec,
tvrzeni plati. Dejme tomu, Ze domorodec X je padouch. Pak je vyrok A nepravdivy.
Zaroven je ovSem nepravdivy vyrok p. Vyroky A a p maji tedy i v tomto pfipad¢ stejnou
pravdivostni hodnotu, tudiz tvrzeni p<>A je znovu pravdivé. Tim je dokézdn poznatek o
Ostrové poctivei a padouchti. B

Poznamka: Znakem ,,M*“ graficky naznacujeme, ze prislusny dikaz je u konce. Na tuto
skute¢nost lze poukazat riznymi dal$imi zpisoby — napt. zkratkou C.B.D. (,,coZ bylo
dokazat*) nebo Q.E.D. (,,quod erat demonstrandum® — coz je v latiné totéz jako u zkratky
C.B.D.). Nami pouzivany znak B je standardné pouZzivan v textech zabyvajicich se logikou
a matematikou. Tentyz znak budeme pouzivat v pripad¢ dikazl feorémii i v pripadé dikazl
vét (tzv. metateorémii). (Déle se rovnéz pouzivaji znaky ,,><, ,,—* apod. Ctenaf si s tim
jisté snadno poradi.)

Nyni koneéné mizeme zavést potfebny notacni aparat: Podle poznatku o ostrové
poctivell a padoucht plati, ze kdykoli domorodec X ftekne vyrok A, pak vime, Ze
je pravdivy vyrok p<>A. Avsak pozor: Tvrdime, ze vyrok p<>A je pravdivy, nikoli Ze je
tautologii. Kdyby vyrok p<>A byl tautologii, pak bychom z ptislusné tabulky nic nevycetli,
protoze tautologie je pravdiva ve vSech fadcich, tj. pro jakékoli udéleni pravdivostnich
hodnot proménnym. Ukol ma jednoznaéné nebo alespoii &asteéné feseni pouze v piipadé,
ze formule p<>A je pravdiva pouze pro néktera ud€leni pravdivostnich hodnot proménnym
(a v takovém pfipad¢ se samoziejm¢ nejednd se o tautologii). K feSeni tady ukoll
0 poctivcich a padousich staci vyuzit tento notacni aparat a sestrojit piisluSnou tabulku
pravdivostnich hodnot. Z tabulky jiz lze vyc¢ist vSe pottebné.

Priklad 1:

Dejme tomu, ze potkate domorodce, o némz vite, ze je Zenaty. Domorodec vam fekne: ,,J&
I moje manzelka jsme padousi.“ ZapiSme vyrok ,,Domorodec je poctivec jako p.
Pottebujeme dale né&jakym zplsobem zapsat vyroky ,Domorodec je padouch*
a ,,Domorodcova manzelka je padouch®. Postupujeme-li neuvazen¢, pak zapiSeme tyto
vyroky pomoci dvou novych vyrokovych proménnych, napt. jako q a r. V tomto ptipade
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domorodctiv vyrok zapiSeme jako gAr a na zékladé zékonl ostrova musi byt pravdiva
ekvivalence p<>(gAr). Dostali jsme formuli o tfech proménnych, pfislusna tabulka tedy ma
osm tadku. Sestrojme tabulku:

Pravdivostni tabulka vyroku p<>(QAr):

r

-_
N

1)

(2)

3)

(4)

()

(6)

)

olo|o|o|r|r|r|r|lo
olo|r|r|olo|r|r|a
olr|olr|olr|ol+

olo|o|o|kr|r |k irlo
Flk|k|lololo|o|~|T
o|o|r|r|o|orira
olo|o|r|o|lo|o|r|>
olr|olr|olr|ol+

(8)

Dostali jsme tabulku, kterd je pravdivd ve ctyfech fadcich s riznymi ud€lenimi
pravdivostnich hodnot. Z tabulky se nedd na prvni pohled nic vycist. Neudélali jsme
né¢jakou chybu? Stac¢i vsak, kdyz si uvédomime, ze se nepohybujeme na ledajakém ostrove,
ale na Ostrové poctivcll a padouchli a Ze na tomto ostrové plati jisté zakony. Zadny
domorodec podle nich nemize byt poctivec a padouch zdrovern, proto situace, kterou
popisuje udéleni pravdivostnich hodnot proménnym p a q v fadcich (1) a (2) nemize nastat.
Dale plati, ze kazdy obyvatel ostrova je bud’ poctivec, nebo padouch, a tudiz neexistuji
z4dni domorodci, ktefi by nespadali do jedné z téchto skupin. To znamena, Ze situace
popsana udé¢lenim pravdivostnich hodnot proménnym p a q v fadcich (7) a (8) rovnéz
nemize nastat. Zbyly nam tak tadky (3)-(6), pfi¢emz ekvivalence p<>(Qar) je pravdiva
pouze v tadku (6). Lze si vSak v§imnout jedné véci: Vyrok p je pravdivy pravé tehdy, je-li
nepravdivy vyrok g a naopak. Vskutku, vyrok p je negaci vyroku g, tj. neni-li domorodec
poctivec, musi byt padouch. Vidime tedy, ze v zapisu domorodcova vyroku se mizeme
klidné obejit bez proménnych q a r, neboli Zze vyrok lze zapsat jako —pA—m, kde m
zastupuje vyrok ,.Domorodcova manzelka je poctivec. Na zdkladé¢ zdkonl ostrova
a poznatku o ostrové tak musi byt pravdiva ekvivalence p<>(—pA—m). Piiklad lze tedy
fesit podstatné jednoduseji pomoci nasledujici tabulky.

Pravdivostni tabulka vyroku p<>(—pA—m):

p m p © (=P A —m)
1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1

Z tabulky jiz snadno vy¢teme (viz zvyraznény fadek), Zze formule p<>(—pA—m) je pravdiva
pouze tehdy, je-li domorodec padouch (vyrok p ma pravdivostni hodnotu 0) a jeho
manZelka poctivec (vyrok m ma pravdivostni hodnotu 1).

Cviceni: Najdéte takovy vyrok, ktery zadny domorodec z Ostrova poctivcl a padoucht
zarucené nemuze pronést. Tuto skute¢nost ovéite pomoci tabulky.

31



Poznamka: U vySe uvedeného piikladu a podobnych tkola (kde uvazujeme nejvyse dvé
vyrokové proménné) je samoziejmé jednodussi fesit piiklad prostou uvahou. Postupovali
bychom napftiklad takto: Dejme tomu, ze domorodec je poctivec. Pak je pravda to, co rika,
a tudiz je padouch. To vSak neni mozné (zakazuji to zdkony ostrova). Domorodec je tedy
padouch. Jelikoz je padouch, pak neni pravda to, co vika, a tedy ve skutecnosti nejsou on
I jeho Zena padousi. Avsak on padouch je. Tudiz jeho manzelka je poctivec. V ukolech,
kterym se budeme nadale vénovat, pracujeme nejcasteji se tfemi vyrokovymi proménnymi.
V takovém pfipade¢ je jiz vyrazné piehlednéjsi feSeni pomoci tabulky.

Priklad 2:

Americky logik, ktery navstivil Ostrov poctiveil a padouchii se zde zamiloval do jedné
divky (jmenovala se Markéta), kterou si pak vzal za zenu a ztlistal s ni na ostrove. AvsSak co
se nestalo? Jednou se logik vratil z prace, a Markéta nebyla doma. Utekla mu s nékym
jinym. Logik tedy sednul do kénoe a padloval k dalSimu ostrovu (rovnéz ostrovu poctivct
a padouchtl), kde potkal dva domorodce A a B. Ti mu fekli dvé tvrzeni, z nichZ manzel jiz
snadno zjistil, jestli Markéta na ostrové byla nebo ne, a navic i to, kdo z domorodcti A a B
byl poctivec a kdo padouch. Domorodec A fekl: ,,Jsem padouch a B poctivec, nebo Markéta

je na ostroveé.” Domorodec B tekl: ,,A je padouch.” Zjistéte, kdo z domorodcti A a B je
poctivec ¢i padouch, a zda Markéta je na ostrové.

ReSeni: Za atomické vyroky zvolme: p = ,,Domorodec A je poctivec, q = ,,Domorodec
B je poctivec”, m = ,Markéta je na ostrové”. Domorodec A pronesl vyrok (—pAq)vm.
Vime, Ze je pravdiva ekvivalence p<>[(—pAq)vm] (vyrok, ktery domorodec A pronesl, je
pravdivy pravé tehdy, pokud domorodec A je poctivec). Domorodec B pronesl vyrok —p,
odkud vime, Ze je pravdiva ekvivalence q¢>—p (vyrok, ktery tvrdil domorodec B, je
pravdivy pravé tehdy, pokud domorodec B je poctivec). Sestrojme tedy tabulku
pravdivostnich hodnot téchto dvou formuli.

Pravdivostni tabulka vyrokti p<>[(—pAQg)vm] a g<>—p:

Pl a|mi P o [(=p A @ v m| g < —p
1 1] 1]1]12]0 o0 1 1 1]1]o0T]o0
1] 1]0]1]0]0 0 1 0 0 1]0]o0
11011 21]0 0 o0 1 1]o0/]1]o0
1] 0]0]1]0]0 0 0 0 00/ 1]o0
0 | 1] 1]0] o0 1 1 1 1 1 |1]1]1
o |10 ]]0] o] 1 1 1 1 0] 1] 11
0 ]0 ] 1]0] 0| 1 0o o0 1 1]0]o0]1
0] 0] 0]o0] 1|1 0 0 0 o0/]0]o0]1
X X;

Sestrojili jsme tabulku pravdivostnich hodnot formuli p<>[(—pAQ)vm] a g<>—p. Plati-li
zékony ostrova, pak musi byt pravdivé ob¢é formule zaroven, tj. musi byt pravdiva jejich
konjunkce. Formuli p<>[(—paAq)vm] si oznaéme jako X; a formuli gqe>—p jako X;
a sestrojme piislusnou tabulku pro konjunkei.
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Pravdivostni tabulka konjunkce X3AX5:

p q m X1 A X
1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

Konjunkce vyrokti X; a X, je pravdiva pouze v jednom fadku, z kterého jiz snadno vycteme
valuace vyroki p, q a m, konkrétné v(p)=1, v(q)=0 a v(m)=1. To znamena, ze domorodec
A je poctivec, domorodec B padouch a Markéta je na ostrove.

Tim je ukol vyieSen. Co se dale délo mezi logikem a jeho Markétkou, jiz neni
zélezitost logiky, proto se tim nebudeme zabyvat.

Nyni si ukazeme ukol, ktery Raymond Smullyan oznacuje jako metahlavolam.
V pripadé metahlavolamu zadané informace samy o sob¢ nestaci k jednozna¢nému fesSeni
ukolu, avSak teSiteli je podana néjakd doplitkova informace, kterd spolu se zadanim jiz
K feSeni sta¢i. Uvazujme napf. velmi jednoduchou situaci: Reknu vam, Ze cestovatel
navstivil Ostrov poctivcl a padouchti a potkal tam domorodce, ktery pronesl n&jaky vyrok.
Byla jim bud’ véta ,,Jsem poctivec®, nebo véta ,,Cislo 13 neni prvoéislo®. (Pfedpokladejme,
ze vSichni obyvatelé Ostrova poctivct a padouchli dobie ovladaji aritmetiku a tedy védi,
zda tvrzeni ,,Cislo 13 neni prvoéislo” je pravdivé ¢ nikoliv.) Nefeknu vam nicméng, ktera
véta to byla, ale prozradim vam, Ze cestovatel na zakladé domorodcovy véty ihned zjistil,
zda domorodec byl poctivec nebo padouch. Jak je tomu ve skute¢nosti? Reseni ukolu je
velmi snadné. Ctenafi sice neni podana informace, kterou ze dvou vét domorodec pronesl,
zato je mu podana informace, Ze cestovatel na zakladé domorodcova tvrzeni snadno zjistil,
jakou m¢l domorodec povahu (tj. povahu poctivou nebo nepoctivou). Zjistil by cestovatel
tuto informaci na zaklad¢ vyroku ,,Jsem poctivec”? Ziejmé nikoliv, protoze tuto vétu mize
pronést jak poctivec (ktery fika pravdu), tak rovnéZ padouch (ktery 1Ze). Kdyby domorodec
pronesl vétu ,,Jsem poctivec®, cestovatel by nezjistil domorodcovu povahu. To dokazuje, ze
domorodec ve skute¢nosti nefekl tuto vétu, ale vétu ,,Cislo 13 neni prvocislo®.
Predpokladame vSak, ze vSichni obyvatelé ostrova znaji dobte aritmetiku. Odtud plyne, ze
domorodec imysIn¢ lhal, coz dokazuje, Ze je padouch. Jelikoz vime, ze cestovatel skutecné
zjistil domorodcovu povahu, je tim dokdzéno, ze domorodec pronesl druhy vyrok, tj. vétu
,.Cislo 13 neni prvoéislo®, a Ze je padouch.

Priklad 3:

Novinaf, ktery navstivil Ostrov poctivell a padouchtl, si pfeje udélat rozhovor s prave
zvolenym prezidentem ostrova. Protoze se vSak jednd o Ostrov poctivcil a padouchti, neni
to vilbec snadna zalezitost. Novinafi jsou piedstaveni dva muzi, ozna¢me si je jako A a B,
Z nichz jeden je prezident a druhy premiér. A novinafi fekl: ,Jestlize B je padouch, pak
neni prezident.“ Nepamatuji si vSak, co fekl B. Rekl bud’ ,Jsem prezident”, nebo ,,A je
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padouch®. Vim jenom, Ze novinaii se tenkrdt podafilo Usp&Sné zjistit nejen, kdo byl
prezident, ale dokonce i to, zda byl poctivec ¢i padouch. Zjistéte, jak tomu bylo.

Reseni: Zvolme atomické vyroky: p = ,.A je poctivec, q = ,,B je poctivec a r = ,.B je
prezident. A pronesl vyrok —g——r, coz znamena, ze musi byt pravdiva ekvivalence
p<>(—g——r). Domorodec B pronesl bud’ vyrok r, nebo vyrok —p, coz znamena, Ze musi
byt pravdiva bud’ ekvivalence g<>r, nebo ekvivalence gq«>—p. Sestrojme pravdivostni
tabulku vSech tfi ekvivalenci.

Pravdivostni tabulka vyrokt p<>(—Qq——r), ge>r a g<>—p:

P | q rqfpP © (9 -» =N 94 o T 9 < —p
1 1117170 1 ofl1]1]1]1]of]o
11 ]oflz1]1]0 1 1]1]lo0]of]1]o01]o0o0
1 ol1]1]lo]l1 o oloJo]1]o]1]o
1 /oo z1]1]1 1 1]o|l1]of]o]1]o0
o] 1] 1Jof]of]o 1 o111 1]1]1
o] 1]oJof]o]o 1 1]1]lo]o|1]1]1
oo 1]Jo]1]1 o oflo|lo|1]o]o]a1
ol ofJofJo]o]1 1 1]ofl1]o]o]o]1
X A Y,

Ekvivalenci p<>(—g——r) ozna¢me jako X, ekvivalenci g«>r jako Y; a kone¢né ekvivalenci
g«>—p jako Y,. Vime, Ze novinaf zjistil, kdo je prezidentem. To znamena, Ze pouze jedna
z konjunkci XAY; a XAY; ma jednoznaéné teSeni (je pravdiva pouze v jednom tadku).
Sestrojme ptislusnou tabulku konjunkci XAY; a XAY>.

Pravdivostni tabulka vyrokit XAY; a XAY:

r X Y1

>
<
N

1

O OO O || X

o|lo|o|o|lr| kR k|l |T
olo|r|r|loor|r|la
ol |or|olrolr
o|o|o|o|r|o|o|o|>
olo|r|r|lkrr|lo|lo

[ellelieliell Jllellell o]

O OO Ok
R OOk OO

Konjunkce XAY; je pravdiva ve dvou fadcich, konjunkce XAY; je pravdiva pouze v jednom
fadku. To dokazuje, Ze pokud novinaf tikol vyiesil, musel domorodec B pronést vyrok —p,
neboli vyrok ,,A je padouch®“. Z tabulky vycteme pfiisluSné¢ valuace vyroka p, q a r,
jmenovité v(p)=1, v(q)=0 a v(r)=0. To vzhledem k nami zvolenym atomickym vyrokim
znamena, ze¢ domorodec A je poctivec, domorodec B padouch a neni pravda, ze B je
prezident: Neboli prezidentem je domorodec A, ktery je poctivec, a premiérem domorodec
B, padouch.
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Cviceni: Cestovatel, ktery navstivil Ostrov poctivcit a padoucht, pravé stoji na rozcesti
a potiebuje nutné navstivit hlavni mésto, protoze jediné tam lze prostiednictvim
internetovych kavéaren komunikovat se svétem. Do hlavniho mésta vede bud’ cesta vlevo,
nebo cesta vpravo, avSak nikoli obé cesty. Cestovatel potkal domorodce, kterému polozil
otazku: ,Je pravda, ze pokud jste poctivec, pak cesta vlevo nevede do hlavniho mésta?*
Domorodec odpovédél ,,ano* nebo ,,ne*, neprozradim vam vsak co. Reknu vam pouze tolik,
ze cestovatel na zakladé domorodcovy odpovédi zjistil, kterd cesta vedla do hlavniho
meésta. Zjistéte, jak domorodec na cestovatelovu otazku odpoveédél a kterd cesta vedla do
hlavniho mésta. Napovéda: Zni-li odpoveéd ,,ano*, pak za domorodciv vyrok povazujte
napi. p——(, kde p je tvrzeni, Ze domorodec je poctivec, a q tvrzeni, ze do hlavniho mésta
vede cesta vlevo. Zni-li odpovéd’ ,,ne”, pak za domorodciv vyrok povazujte —(p——q).

V nasledujicich dvou ukolech malicko zménime scénaf. Na Ganymédu, jednom
Z mésict Jupitera, existuje Martansko-venussky klub. Jeho cleny jsou pouze Martani
a Venusani, pfi¢emz kazdy z nich je bud’ Zenského, nebo muzského pohlavi. Zadny
pozemstan nicméné nedokaze odlisit Martany od VenusSanii a nedokaze rozliSit ani muze
a zeny, protoze osoby obojiho pohlavi se oblékaji stejné. Logikové jsou nicméné ve
vyhodg, protoze je zndmo, ze venusské zeny a martansti muzi vzdy fikaji pravdu a naopak
venussSti muzi a martanské Zeny pokazdé 1zou. Schopny logik tak pomoci riiznych otazek
snadno zjisti pravdu.

Priklad 4:

Jednomu pozemstanovi se kdysi podafilo navstivit vesmirny Martansko-venussky klub.
U baru se sezndmil s ¢lenem klubu, ktery mu v druzném hovoru prozradil: ,,Jestlize jsem
Venusan, pak nejsem pravdomluvny.” Zjistéte, jak je tomu ve skute¢nosti.

ReSeni: Z atomické vyroky zvolme: p = ,,Clen klubu pochazi z Venuse™ a q = ,,Clen klubu
je zena“. Jelikoz Elenové klubu pochazeji pouze z Marsu a Venuse, zapiseme vyrok ,,Clen
klubu pochéazi z Marsu“ jako —p (nepochazi-li ¢len klubu z VenuSe, pak musi pochazet
z Marsu). Jelikoz obyvatelé obou planet jsou pouze dvojiho pohlavi, zapiSeme tvrzeni
,.Clen klubu je muz“ jako —q (neni-li ¢len klubu Zena, pak musi byt muz).

Poznamka: Za pozitivni zde tudiz — na rozdil od starych pythagorejci — povazujeme
vlastnost ,,byt Zenou* a za negativni vlastnost ,,byt muzem®. Autor doufa, ze ¢tenaiky tuto
galantnost oceni.

Tvrzeni ,,Clen klubu je pravdomluvny*“ lze zapsat jako vyrok (pAQ)v(—pA—0) (Elen klubu
je pravdomluvny pouze tehdy, je-li Zenou pochazejici z Venuse nebo muZzem pochézejicim
z Marsu), resp. jako jednodu$si vyrok p<>Q, ktery je s prvnim vyrokem logicky
ekvivalentni (étenaf si to miize ovéfit napf. pomoci pravdivostni tabulky). Clen klubu tedy
pronesl vyrok p—>—(p<>q), ktery je pravdivy pravé tehdy, je-li ¢len klubu sam
pravdomluvny, tj. plati-li (p<>Q), a naopak neni pravdivy, neni-li ¢len klubu pravdomluvny,
tj. neplati-li vyrok (p<>Q). Vime tak, Ze je urcité pravdivé nasledujici tvrzeni:

(p0)>[p—>—(p<>0)]
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K tomuto vyroku sestrojime ptislusnou pravdivostni tabulku.

Pravdivostni tabulka vyroku (p<>q)<>[p—>—(p<>0q)]:

Pl gl & a o [P o> =(peo0)]
11011 1 1701 0o
1]o0o]l1 o of]o|l1 1 1
o[l1]0 o 1]0]0 1 1
o/lofo0o 1 o]l1]0 1 0

Z tabulky snadno vyéteme valuaci vyroku p a g, jmenovité v(p)=0 a v(q)=0, coz znamena,
ze Clen klubu pochazi z Marsu a je muzského pohlavi, a tudiz je pravdomluvny.

Poznamka: Uved'me rovnéz neformélni feSeni tohoto tkolu. Clen klubu prohlasil:
,Jestlize jsem VenuSan, pak nejsem pravdomluvny.* Nejdrive miizeme dokdzat, Ze clen
klubu nepochazi z Venuse. Kdyby totiz pochazel z Venuse, pak by musel byt bud’ venusskou
Zenou, nebo venusskym muzem. Kdyby byl venusskou Zenou, musel by byt pravdomluvny.
Odtud vsak lze vyvodit spor. Venusska Zena pochazi z VenuSe, tudiz by neméla byt
pravdomluvnd. My vSak vime, Ze venusské Zeny jsou pravdomluvné. VenuSsky muz taktéz
pochazi z VenuSe, tudiz neni pravdomluvny. To by vsSak znamenalo, zZe clen klubu rekl
pravdu. My nicméné vime, Ze venuSsti muzi zasadné lZou. Tim je dokdzadno, Ze clen klubu
nepochazi z Venuse, ale z Marsu. Dejme tomu, zZe clen klubu je martanska zZena. Pak
skutecné nepochdzi z Venuse a navic neni pravdomluvnd. Na zakladé pravdivostni tabulky
implikace zjistime, Ze tento vyrok je pravdivy, ¢imz jsme znovu dostali spor —
pravdomluvnou martanskou Zenu. Zbyva nam tak posledni moznost, tj. Ze clen klubu je
martansky muz. Je-li martansky muz, pak nepochazi z Venuse. Na zaklade pravdivostni
tabulky implikace zjistime, zZe jeho vyrok je pravdivy. Tim je dokdzdno, Ze clen klubu je
skutecné martansky muz. B Pro Ctenafe bude uzitenym cvicenim, pokusi-li se podobnou
neformdlni tvahou vyiesit rovnéz ostatni priklady.

Priklad 5:

Pii vzacné pfrileZitosti navstévy v Mart'ansko-venuSském klubu se znamy astronom chtél
dovedét néco vice o vesmiru. Zeptal se proto jednoho ¢lena klubu, jestli existuje zivot také
na Plutu. Clen klubu mu odpovédél: ,Jestlize pochazim z Marsu, pak na Plutu skutec¢né je
zivot.“ Astronom si s timto vyrokem dlouho ldmal hlavu a nakonec si postézoval: ,,Vite,
z va8i odpovédi neplyne jednoznacné feSeni. Muzete mi, prosim, fict jest€ jeden vyrok?*
Clen klubu s pozadavkem souhlasil a pronesl dali vyrok, bohuzZel si uz nepamatuji, ktery
vyrok to pfesné byl. Vim jenom, ze tfekl bud’ ,,Pochdzim z Venu$e®, nebo ,,Pochdzim
Z Marsu®, ale nevim piesné co (¢len klubu pronesl pouze jeden vyrok, nikoli oba). Vim
vsak, Ze astronom tehdy skute¢né zjistil, jestli na Plutu je nebo neni zivot. Ktery vyrok ¢len
klubu tehdy tekl? Existuje na Plutu Zivot nebo nikoliv? Pochazi ¢len klubu z Marsu nebo
Z Venuse a je to muz ¢i Zena?

ReSeni: Za atomické vyroky zvolme: p = ,,Clen klubu pochazi z Venuse®, q = ,,Clen klubu
je zena®, r = ,,Na Plutu existuje Zivot“. Pak ¢len klubu pronesl za prvé vyrok —p—r, tudiz
musi byt pravdiva ekvivalence (p<>Q)<>(—p—r), a dale fekl bud’ vyrok p, a vtomto
ptipad¢ by byla pravdiva ekvivalence (p<>q)<>p, nebo vyrok —p, a pak by byla pravdiva
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ekvivalence (p<>Qq)<>—p. Vime tedy, ze je pravdiva ekvivalence (p<>Qq)<«>(—p—r), a dale
ze je pravdiva bud’ ekvivalence (p<>Q)<>p, nebo ekvivalence (p<>q)<>—p. Sestrojme
tabulku pravdivostnich hodnot pro tyto tii vyroky:

Pravdivostni tabulka vyrokt (p<>q)<>(—p—r), (p<>qQ)<>p a (p<>q)<>—p:

PLA | T [(peg © (=p = N [(peg) © P [(peg) < —p
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1)1 1 0 0
1] 1 0 1 11 0 1 0 1 111 1 0 0
110 1 0 0] O 1 1 0 0| 1 0 1 0
11 0] 0 0 0| O 1 0 0 0] 1 0 1 0
0|1 1 0 0 1 1 1 0 110 0 0 1
0| 1 0 0 1 1 0 0 0 110 0 0 1
00 1 1 1 1 1 1 1 0| 0 1 1 1
0,010 1 0 1 0 0 1 0| 0 1 1 1

X Yy Y2

Tento piiklad je opét metahlavolamem a k jeho feSeni je podstatna informace, ze
astronomovi se podafilo zjistit, zda na Plutu existuje Zivot ¢i nikoliv. Ozna¢me si vyrok
(p>q)<>(—p—r) jako X, vyrok (p<>q)<>p jako Y; a konecné vyrok (p<>q)<>—p jako Yo.
Metahlavolam ma jednozna¢né feSeni, pokud pouze jedna z konjunkci XAY; a XAY; je
pravdiva pravé v jednom piipadé, tj. v jednom ftadku tabulky. Sestrojme tabulku
pravdivostnich hodnot pro ptislusné konjunkce:

Pravdivostni tabulka vyrokii XAY; a XAYj:

r X Y,

_<
N

>

1

O|O|O|O(FR || |T
ell=II T lellelliT T e}
Ol FR|IO|O|O|FR|k]| X

O O O IOk
O KR, OOk
el Dllellellellellellielb
PP OO IF,IOIOo

OO OO0k

OOk, OOl

Z tabulky zjistime, Zze pouze v jednom fadku je pravdiva konjunkce XAY, (konjunkce XAY;
je naproti tomu pravdiva ve tfech fadcich a nelze na jejim zakladé jednoznaéné zjistit
pravdivostni hodnotu vyroku r). Odtud jiz snadno vycteme valuaci vyroka p, q a I,
jmenovité v(p)=0, v(q)=0 a v(r)=1. To znamena, ze ¢len klubu je martansky muz a na Plutu
skute¢né existuje zivot.

Priklad 6:
Ovéfme tabulkovou metodou platnost usudkt p—q, q—>—r, r = =p a p—q, g>—r, r=p
(oba tsudky se 1isi pouze zédvérem). Ovéime platnost usudkl nejprve za vyuziti definice

logického vyplyvani. K tomu musime sestrojit pravdivostni tabulku premis p—(, gq——,
r a zaveért usudka —p a p. Na nésledujici stran€ uvadime pozadovanou tabulku.
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Pravdivostni tabulka usudki p—qQ, g—>—r, r = =p a p—(q, gq—o—r, r = p:

P g r [ q —> —r| r |—p|p
@Wl1]1]1]1 1 1]1 0 o0]1]0]1
2] 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
3] 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1
;10 0)J2 0 O]O0O 1 1,01]0]01
B)|] 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
| o]1]lo0o]o 1 11 1 1]lo0f11]o0
@loflol1]0o 1 oo 1 o110
®j]ojojojo 1 o]0 1 1]0]1] 0

Vsechny tfi premisy p—(, q——r a r jsou zaroven pravdivé pouze v fadku (7). Z tabulky
rovnéz vycteme, ze jsou-li pravdivé premisy p—q, g——r, I, je pravdivy zavér prvniho
usudku, tj. —p, avSak nepravdivy zavér druhého usudku, tj. p. Tim je dokdzano, ze usudek
p—q, g——r, r = —p je platny, avSak usudek p—q, g——r, r &= p nikoliv. Chceme-li ovérit
platnost usudkii p—q, g——r, r & —p a p—q, g—>—r, r = p pomoci prvni metody, musime
tsudky prevést na tvar formule. Usudek p—q, g——r, r = —p tak nejprve pievedeme na
tvar p—Q, g—>—r & r——p, dale na tvar p—q = (q—>—r)—>(r—>—p) a konetné na tvar
E (p—9)—[(@—>—r)—>(r—>—p)]. Posledni twsudkové schéma nam ftika, Ze formule
(p—q)—[(@—>—r)—>(r—>—p)] je tautologii. Podobné¢ druhy usudek pievedeme na tvar
E (p—q)—[(g—>—r)—(r—p)]. Nyni staci sestrojit pravdivostni tabulky piislusnych dvou
formuli. Zjistime, Ze prvni formule je tautologii, zatimco druha formule je falzifikovana
modelem v(p)=0, v(q)=0, v(r)=1 (zvyraznény fadek). Zde jsou piislusné dvé tabulky:

Pravdivostni tabulka formule (p—q)—[(q——r)—>(r—>—p)]:

plagjri i - @ - @ - =n - ( - =p)]
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
Pravdivostni tabulka formule (p—q)—>[(q—>—r)—>(r—p)]:

Pl gl rje - 9 - @ - =n - ( — p]l
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0

w
(ee]



Poznamka: Tabulkova metoda je uCinnym nastrojem ovefovani platnosti formuli a asudkd.
Jedna se dokonce o tzv. efektivni proceduru, ¢imz se rozumi, ze po kone¢ném poctu kroki
(tj. prostfednictvim konecn¢ dlouhé tabulky — 1 kdyby totiz pfisluSna tabulka m¢éla
obsahovat vice nez milion fadku, stale jesté by se jednalo o konecnou tabulku) lze o kazdé
formuli vyrokové logiky rozhodnout, zda se jednéd o tautologii, kontradikci ¢i splnitelnou
formuli, a o kazdém usudkovém (vyrokové-logickém) schématu rozhodnout, zda se jedna
0 platné¢ ¢i neplatné usudkové schéma. Nevyhodou této metody nicméné je, ze jeji
komplikovanost vzristd s poctem vyrokovych proménnych v dané formuli ¢i tsudku.
Kdybychom napiiklad misto pfedchoziho tsudku p—(Q, g—>—r, r = —p ovéciovali
tabulkovou metodou velmi podobny usudek (nvmvpvs)—(gat), g——r, r = —p, ktery
obsahuje sedm vyrokovych proménnych, jmenovité proménné m, n, p, ¢, r, s a t, museli
bychom sestrojit tabulku obsahujici 2'=128 tadki. O platnosti tohoto tisudku se nicmén¢
1ze mnohem snadngji presvédcit jinymi metodami vyrokové logiky.

2.3 CvicCeni

Poznamka: Piiklady 11-19 jsou pfevzaty z knihy Smullyan (1986). Tam lze téz najit
podrobné neformalni feSeni téchto ukoll. Ctenafi jisté prospéje, pokusi-li se ptiklady fesit
mimo tabulkovou metodu i neformalni uvahou.

1)
Ocitnete se na Ostrové poctived a padouchil, kde potkite domorodce A a B, ktefi vam
pronesou nasledujici vyroky. Domorodec A: ,B je padouch.“ Domorodec B: , A je
padouch.” A po Case fekne jesté: ,,Jedna plus jedna rovna se dvé.” Jak je tomu doopravdy?
Co by se stalo, kdyby posledni vyrok fekl B?

2)
Tentokrat jini dva domorodci pronesou nasledujici vyroky. Domorodec A: ,,Oba jsme
poctivei. Domorodec B: ,,A je padouch. Jakou povahu maji domorodci A a B?

3)
V dal§im piipadé pronesl vyrok pouze domorodec A. Rekl: ,Jestlize jsem poctivec, pak
jsme oba poctivei.© D4 se zjistit, jakou povahu maji A a B?

4)
Tentokrat vam jini dva domorodci tvrdili nasledujici vyroky. Domorodec A: ,,Oba mame
stejnou povahu.“ Domorodec B souhlasil: ,,Ano, to je pravda.” Jakou povahu maji
domorodci A a B?

Poznamka: Rekne-li vam domorodec A, Ze ma stejnou povahu jako domorodec B, pak toto

tvrzeni povazujte za vypovéd o ekvivalenci jejich povah. Vyrok domorodce A tak lze
parafrazovat jako: ,,Jsem poctivec (padouch) prave tehdy, kdyz B je poctivec (padouch).*

()
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Dalsi dva domorodci naproti tomu fekli nasledujici vyroky. Domorodec A: ,,Oba mame
stejnou povahu.“ Domorodec B nesouhlasil: ,,To neni pravda, kazdy z nas ma jinou
povahu.“ Jak je tomu doopravdy?

(6)
Tentokrat vas zajima, zda je na ostrové skryt poklad. Dva domorodci A a B vam k tomu
pronesou nasledujici vyroky. Domorodec A: ,,Jestlize mame oba (tj. A a B) stejnou povahu,
pak na ostrové je poklad.” Domorodec B: ,,Jestlize nemame stejnou povahu, pak na ostrove
je poklad.” Co vSechno lze odtud zjistit?

(7)
Ptate se jinych dvou domorodcii, zda je na ostrové skryt poklad. Ozna¢me si je opét jako
A a B. Domorodci vam k tomu feknou nasledujici vyroky. Domorodec A: ,Jestlize oba
mame stejnou povahu, pak na ostrové je poklad.“ Domorodec B: ,,Poklad je na ostroveé
prave tehdy, kdyz nemame stejnou povahu.* Co vSechno lze odtud zjistit?

(8)
Cestovatel, ktery navstivil Martansko-venussky klub, se tam dal do feci s jednim ¢lenem
klubu. Ten mu tvrdil: ,,Pochdzim z VenuSe nebo nejsem pravdomluvny. Odkud pochazi
¢len klubu a jedna se o muze nebo zenu?

(9)
Jiny ¢len klubu mu tvrdil: ,,Nejsem pravdomluvny(d) nebo jsem venusskd Zena.“ Co
vSechno se da z jeho tvrzeni zjistit?

(10)
Dalsi clen klubu tvrdil: ,Jestlize nejsem martansky muz, pak nejsem pravdomluvny(4).
Co lze z jeho vyroku zjistit?

(11)

Cestovatel navstivil Transylvanii s tkolem zjistit, zda hrab&é Drakula je Ziv nebo nikoliv.
Obyvatel¢ Transylvanie se déli na upiry a lidi, pficemz vSichni upifi 1Zou a vSichni lidé
fikaji pravdu. Celou situaci vSak komplikuje epidemie, ktera zemi postihla. Polovina
obyvatel Transylvanie totiz pifi epidemii onemocnéla a pomatla se. Nemoc se projevuje tak,
Ze pomateni upifi na rozdil od zdravych upird vZdycky ftikaji pravdu a pomateni lidé na
rozdil od zdravych lidi vZzdycky 1Zou. Navrhnéte strategii, jak feSit tikoly, s nimiz se musi
vypotadat cestovatel v Transylvanii.

(12)
Jeden Transylvanec cestovatelim tekl: ,,Jestlize jsem ¢lovek, pak hrabé Drakula je mrtev.*
Da se na zaklad¢ tohoto vyroku zjistit, zda hrabé Drakula dosud Zije nebo ne?

(13)
Jiny Transylvanec cestovatelim fekl: ,Nejsem pomateny upir.“ Co se vSechno dd na

zéklad¢ jeho vyroku zjistit?

(14)
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Cestovatelé potkali dva Transylvance, ozna¢me si je jako A a B. Domorodec A jim fekl:
,»Nejsem zdravy Clovék. B naproti tomu tvrdil: ,,Jsem pomateny ¢lovek.” Zjistéte povahu
obyvatel A a B.

(15)
Dalsi Transylvanec prohlasil dva vyroky: (1) ,,Jsem ¢lovek* a (2) ,,Jestlize jsem Clovek, pak
hrabé Drakula je dosud nazivu®. D4 se na zaklad¢ téchto dvou vyroki zjistit, jestli je hrabé
Drakula nazivu? Dejme tomu, ze by Transylvanec misto toho pronesl pouze jeden (ponékud
krkolomny) vyrok: ,.Jestlize jsem ¢lovek, pak je pravda, ze jsem-li ¢lovek, je Drakula dosud
nazivu®“. (Poznamka: Povazujte za samostatnou cast vétu: ,Jsem-li ¢lovek, je Drakula
dosud nazivu.”) D4 se na zakladé¢ tohoto vyroku zjistit, jestli je hrabé Drakula nazivu?

(16)
Uvazujme nasledujici situaci. Cestovatel navstivi Ostrov poctivetli, padoucht a normalnich
lidi, jehoz obyvateli jsou (jak napovida nazev) poctivci, padousi a normalni lidé, pficemz
poctivci pokazdé tikaji pravdu, padousi pokazdé 1zou, a normalni lidé néekdy rikaji pravdu
a nekdy nikoliv. Lze tkoly tykajici se tohoto ostrova fesit pomoci tabulkové metody?

(17)
Cestovatel na Ostrové poctivel, padouchti a normdlnich lidi potké tfi obyvatele, z nichz
jeden je poctivec, druhy padouch a tfeti normalni (nevime vSak, v jakém potadi). Oznacme
si je jako A, B a C. A prohlasil: ,,Jsem normalni.* B tvrdil: ,,To je pravda.” Kone¢né C fekKl:
,»Ja nejsem normalni.* Zjistéte, jak je tomu ve skutecnosti.

(18)
Na ostrové Baal, jednom z ostrovll ze souostrovi poctivel a padoucht, ziji 1idé a opice,
pficemz lidé i opice se déli na dvé skupiny, na poctivce a padouchy, a opice dokazi mluvit
stejn¢ plynné jako lidé. Navrhnéte strategii, jak fesit ukoly tykajici se ostrova Baal.

(19)
Cestovatel na ostrové Baal potkal dvé zahalené osoby (takZe nepoznal, kdo z nich je ¢lovek
a kdo opice). Ozna¢me si je jako A a B. Osoba A prohlasila: ,,Alespon jeden z nas je opice.*
Osoba B tvrdila: ,,Alespon jeden z nas je padouch.” Jak je tomu doopravdy?

(20)
V jisté zemi se obyvatelé déli na pravaky a levaky. Pravaci pravou rukou pokazdé napisi
néco pravdivého, levou rukou vSak pokazdé néco nepravdivého. Naopak levaci pokazdé
napiS$i levou rukou néco pravdivého a pravou rukou pokazdé néco nepravdivého.
Ptedpoklddame, ze jednu vétu (tj. 1 slozenou vétu) napiSe obyvatel pouze jednou rukou,
rizné véty vSak miize napsat riznyma rukama. Navrhnéte strategii, jak pomoci tabulkové
metody fesit piiklady tykajicich se téchto pisateli.

(21)
Urcete, kdo napsal tvrzeni: ,,Tuto vétu jsem napsal levou rukou.*

(22)
Zjistéte, kdo napsal nasledujici tvrzeni: ,,Jsem levak a tuto vétu jsem napsal pravou rukou.*

(23)
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Jeden obyvatel napsal zvlast' dvé tvrzeni: ,,JJsem pravak® a ,,Tuto vétu jsem napsal pravou
rukou®. Co odtud plyne?

(24)
Jednou jsem nasel listek s napisem: ,,Jsem levak nebo jsem tuto vétu napsal levou rukou
(a2 mozna oboji).“ Co odtud plyne o autorovi?

(25)
Jeden obyvatel napsal na listek: ,,Jsem levak.*“ Co odtud plyne?
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Reseni:

1)

A je poctivec, B padouch. Kdyby posledni vyrok pronesl domorodec B, pak by tomu bylo

naopak.
2)
A je padouch, B poctivec.
3)
Oba jsou poctivci.
(4)
Oba jsou poctivci.
(5)
A je padouch, B poctivec.
(6)
Ze zadani nelze nic zjistit.
(7)
A je poctivec, B padouch, poklad na ostrové neni.
(8)
Clen klubu je venu$ska Zena.
G
Clen klubu je opét venusska zena.
L)
Clen klubu je martansky muz.
(11)

Strategie je podobna jako v ptipadé tikoli o Mart’anech a Venusanech.

(12)

Na zékladé vyroku se neda zjistit, zda hrabé Drakula zije nebo nikoliv.

(13)
Transylvanec je zdravy ¢lovek.
(14)
A je pomateny upir, B je zdravy upir.
(15)
Hrab¢ Dréakula je nazivu.
(16)

Vyrokové logika bohuzel k feSeni ukolid podobného druhu nestaci, protoze nemame Zadnou
moznost, jak formalné rozlisit, kdy né&jaky domorodec tika pravdu pouze nahodou (je-li
normalni) a kdy zdkonité€ (je-1i poctivec). Zde tedy miizeme postupovat pouze neformalne.

(17)

K fteSeni tkolu je nezbytna informace, Ze jeden z domorodcii je poctivec, jeden padouch
a jeden normalni. Nyni sta¢i uvazovat jednotlivé moZnosti a vyloucit ty, které vedou ke
sporu. Tim dostaneme pouze jednu moznost, ktera je bezesporna. Zjistime, ze A je padouch,

B normalni a C poctivec.
(18)

Strategie je podobna jako v pfipad¢ ukold o Mart'anech a Venusanech.

(19)
A je lidsky padouch, B je lidsky poctivec.
(20)
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Strategie je stejnd jako u Martani a VenuSanl a Transylvanci a upird, resp.
zdravych a pomatenych Transylvancti a zdravych a pomatenych upirt.
(21)
Vétu napsal levak, vice nelze zjistit.
(22)
Vétu napsal pravak levou rukou.
(23)
Autorem V¢t je pravak, vice nelze zjistit.
(24)
Autorem je levak a vétu napsal levou rukou.
(25)
Véta byla napsana levou rukou, vice nelze zjistit.
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3 METODA PROTIPRIKLADU

3.1 Zakladni pojmy

Tabulkova metoda je efektivni a i¢innou metodou ovétovani platnosti formuli a tsudkt,
pro Vvétsi pocet proménnych je vSak tézkopadna. Napi. k ovéfeni formule
{(gv—qvr)v[ue>(ga—sAt)]}—(—pAgaSAtap), ktera obsahuje proménné p, g, I, S, t a u,
bychom museli sestrojit tabulku obsahujici 2°=64 tadka. Podivame-li se viak na formuli
blize, snadno zjistime, Ze tato formule nemtize byt pravdiva pii zadné valuaci. Formule ma
totiz tvar implikace a jeji antecedent dale tvar disjunkce. Prvni ¢len disjunkce obsahuje
proménnou q a jeji negaci —(. V klasické logice plati, ze alesponl jeden z vyrokii q a —(Q
musi byt pravdivy (a druhy nepravdivy), tudiz kazda disjunkce, ktera obsahuje tyto dva
¢leny, musi byt pravdiva nehledé¢ na valuaci ostatnich vyrokovych proménnych. Odtud
plyne, ze antecedent formule {(qv—qvr)v[u<>(qA—SAt)]}—(—PpAJASALAP) je pravdivy pii
kazdé valuaci. Déle plati, Ze konsekvent ma tvar konjunkce. Dvéma ¢leny této konjunkce
jsou proménna p a jeji negace —p. Jelikoz konjunkce je pravdiva pouze tehdy, jsou-li
pravdivé vSechny jeji ¢leny, nemize byt konjunkce obsahujici p a —p nikdy pravdiva. Tim
je dokazano, Ze konsekvent formule nemuze byt pravdivy pfi zadné valuaci proménnych p,
g, I, s, t a u. Plati tedy, Ze antecedent uvazované formule je vzdy pravdivy a konsekvent
vzdy nepravdivy. Odtud plyne, Ze formule musi byt nepravdiva pro kazdou valuaci. Jedna
se tedy o kontradikci a o této skutenosti jsme se piesvédcili podstatné rychleji, nez
kdybychom pracné sestavovali Sedesati¢tyifadkovou tabulku.

Tento ptiklad naznacuje, ze prosta uvaha muize vést k feSeni podstatné rychleji nez
tabulkova metoda. Z téze myslenky vychazi metoda ovétovani tautologii a tsudkli pomoci
metody protipiikladu. Protiptikladem formule ¢i usudku rozumime kontramodel formule ¢i
usudku, tj. model, ktery danou formuli ¢i usudek falzifikuje. Pfi ovéfovani formuli
a usudku tak nejprve vychdzime z hypotézy, ze formule (isudek) ma néjaky kontramodel,
tj. model, v némz je formule nepravdiva (Gsudek neplatny). Tuto hypotézu zapiSeme do
tabulky pfislusné formule (Gsudku) a pokusime se vyhodnotit co nejvice dusledkl této
hypotézy. Podaii-li se nam najit bezespornou valuaci proménnych formule (dsudku), pfi niz
je formule nepravdiva (resp. tsudek neplatny), pak jsme skutecné nalezli kontramodel,
neboli model, ktery danou formuli (usudek) falzifikuje.

Nyni ke konkrétnim krokiim, jak najit kontramodel (alternativné pouzivame termin
»protipiiklad®). Na zéklad¢ induktivni definice SUF vyrokové logiky plati, Ze kazda
formule Z je bud’ vyrokovou proménnou (atomickym vyrokem), nebo ma tvar —X, kde X je
bezprostiedni podformule formule Z, nebo konecné ma slozeny tvar XbY, kde X a Y jsou
dvé bezprostfedni podformule formule Z a b je binarni vyrokova spojka, ktera tyto
podformule spojuje. Je-li formule Z atomickou proménnou, pak jejim kontramodelem je
kazdy model, ktery ji pfifazuje pravdivostni hodnotu 0. Ma-li formule Z tvar —X, pak jejim
kontramodelem je kazdy model, ktery pfifazuje pravdivostni hodnotu 1 formuli X. Mame-li
napt. formuli —(pAgAa—r), pak k nalezeni kontramodelu této formule musime najit takovy
model, ktery pfifazuje pravdivostni hodnotu 1 formuli paga—r. Na zéklad€ vlastnosti
konjunkce vime, ze konjunkce je pravdiva praveé tehdy, jsou-li vSechny jeji ¢leny pravdive,
odkud dostavame valuaci proménnych p, q a r: v(p)=1, v(q)=1, v(=r)=1, tj. v(r)=0. Tim
jsme skute¢né dostali kontramodel formule —(pAga—r), tj. v(p)=1, v(g)=1, v(r)=0, aniz

45



jsme museli sestrojit celou osmifadkovou tabulku. Nésledujici schéma nazorné rekapituluje
postup, jimZ jsme nalezli kontramodel formule —(pAgA—r).

Kontramodel formule —(pAga—r):

Vysli jsme nejprve z piedpokladu, Ze cela formule je nepravdivd. To je hypotéza
protipfikladu — krok 1. (Poznamka: v dalSim textu vychozi hypotézu jiz vétSinou
necislujeme). Z tohoto predpokladu plyne disledek 2, dale dusledky 3, 4 a 5; a z 5 kone¢n¢
6. Sloupce 3, 4 a 6 nam tak udavaji valuaci proménnych p, q a r, ktera falzifikuje formuli
—(pAga—r). Formule —(pAga—r) tudiz mize byt nepravdivda a musi tak byt bud
splnitelnou formuli (tj. formuli pravdivou pro nékteré modely a nepravdivou v jednom ¢i
vice kontramodelech), nebo kontradikci (nepravdivou pii vSech valuacich). Chceme-li se
presvédcit, zda formule je kontradikci nebo splnitelnou formuli, mizeme sestrojit jeste
jednu tabulku s vychozi hypotézou v(—(pAga—r))=1. Najdeme-li bezespornou valuaci
proménnych p, g a r, pfi niz je formule pravdiva, pak formule ma alespon jeden model,
a tudiz je splnitelnou formuli. Ctenai se miize pokusit piislusny model najit.

Jak je tomu v pripad¢ tautologie? Vime, Ze tautologie je formule, kterd je pravdiva
pfi vSech valuacich, nemize tedy existovat zadné bezesporné udéleni pravdivostnich
hodnot proménnym, pii némz by formule byla nepravdiva. Je-li tedy uvazovana formule
tautologii, pak pfi hledani kontramodelu musime najit n¢jaky spor. UvaZujme napft. formuli
—(pA—p). Tato formule ma kontramodel pravé tehdy, kdyz formule pA—p ma pravdivostni
hodnotu 1. Aby konjunkce byla pravdiva, musi byt oba jeji ¢leny pravdivé, tj. musi platit
v(p)=1 a v(—p)=1, tj. v(p)=0. To je vSak spor — jednou jsme proménné p piitadili
pravdivostni hodnotu 1 a jednou pravdivostni hodnotu 0. Neexistuje tedy Zadné bezesporné
udéleni pravdivostnich hodnot proménnym, pii némz by tato formule byla nepravdiva, coz
znamena, Ze formule musi byt pravdiva pii vSech valuacich proménnych. To dokazuje, ze
se jedna o tautologii. Nasledujici schéma ukazuje, jak nalezeny spor oznacujeme.

Spor pii hledani protiptikladu formule —(pA—p):

- (P A =P
0

1
(1] 1
spor [ O |

V nasledujicim textu nas budou zajimat zejména piipady, kdy formule Z mé tvar
XbY (typicka je zejména moznost, kdy formule Z je implikace X—Y). Napt. kontramodelem
formule X—Y je kazda valuace, kterd pfifazuje antecedentu pravdivostni hodnotu
1 a konsekventu pravdivostni hodnotu 0. Podafi-li se ndm na zakladé¢ tohoto predpokladu
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najit bezesporné udéleni pravdivostnich hodnot vSem vyrokovym proménnym formuli
X a Y, pak jsme nalezli protipiiklad formule X—Y. Nalezneme-li vSak spor, dokazali jsme,
ze dana formule je tautologii.

Vychozi hypotéza metody protiptikladu pro formuli X—Y:
X 5 Y
0
1 0

Situace je podobné jednoznacna rovnéz u formule XvY. V takovém piipadé je totiz
kontramodelem kazda valuace proménnych, kterd obéma clenim disjunkce pfifazuje
pravdivostni hodnotu 0. Nalezneme-li pii hledani protiptikladu spor, musi se opét jednat
o tautologii.

Vychozi hypotéza metody protiptikladu pro formuli XvY:

X Y

v
0
0 0

V ptipad¢ formule XAY jiz musime uvazovat vice hypotéz. Plati sice, ze kdykoli nalezneme
alespoil jednu takovou valuaci, ze dand formule je nepravdivd, nalezli jsme kontramodel
formule, a formule tudiz neni tautologii; avSak v piipade, ze se nam pii jedné hypotéze
podaftilo nalézt spor, nelze automaticky vyvodit, ze se jednd o tautologii. Musime totiZ
provétit také vSechny ostatni hypotézy, a teprve poté, co nalezneme spor pii vyvozeni
disledkit vSech hypotéz, mizeme vyvodit zavér, Ze provéfovana formule je tautologii.
ZacateCnici tento pozadavek Casto piehlizeji a pak neopravnéné vyvozuji, Ze se jednd
0 tautologii i v pfipadé, Ze se o Zadnou tautologii nejedna.

Vychozi hypotézy metody protipiikladu pro formuli XAY:

X A Y

0
Hypotézal. 0 1
Hypotéza Il. 1 0
Hypotéza III. 0 0

Pro formuli XY plati podobné poznamky jako pro formuli XAY, tj. Ze nalezneme-li pfi
vyvozovani disledkd jedné hypotézy spor, nesmime vyvodit, Ze se jedna o tautologii,
dokud jsme spor nenalezli i pfi vyvozovani dusledk druhé hypotézy. Formuli X<>Y vSak
obvykle ovétujeme tak, ze ji rozlozime na dvé implikace, tj. na formule X—Y a Y—>X.

47



Vychozi hypotézy metody protiptikladu pro formuli X<->Y:

X oY
0

Hypotézal. 0 1

Hypotézall. 1 0

Metodou protipiikladu také snadno ovéiime platnost &i neplatnost tsudku. Usudek
je neplatny, jestlize existuje takovy model, ktery verifikuje vSechny premisy usudku
a zaroven falzifikuje jeho zavér. To znamena, Zze pii ovéfovani platnosti usudku metodou
protipiikladu ve vychozi hypotéze predpokladame, ze vSechny premisy jsou pravdivé
a zavér nepravdivy. Je-li Gsudek platny, pak musime z této hypotézy vyvodit n&jaky spor,
neni-li usudek platny, dostaneme kontramodel.

Vychozi hypotéza metody protipiikladu pro Gsudek Xi, Xz, X3, ..., Xp = Y:
le X21 X31 ey Xn F Y

0
1 1 1 1 0

Poznamka: Mimo pravé popsanou metodu protipiikladu existuji i jiné postupy vyrokové
logiky. Nékteré dalsi efektivni postupy lze najit napi. v Hodges (1994) a v Sundholm
(1994). V Kleene (1967) je popsana metoda velmi podobna nasi metod€ protiptikladu,
kterou autor pojmenovava jako metoda zhusténych pravdivostnich tabulek (condensed truth
tables).

3.2 ResSené priklady
Priklad 1:
Ovérme metodou protiptikladu, zda je tautologii formule:
{[((=pAQ)V)>p]A(=pe>0) }>(PA—GAT).
Tuto formuli rozlozime na dvé implikace, tj. na implikaci:
{[{(=pAg)vN)pIA(=p<0)}—>(PAGAT)
a implikaci:
(PA=AAN={[((=pAG)VT)>p]A(=pe>0)}.
Ovétime nejprve implikaci {[((—pAQ)vr)<>p]A(—p<>0)}—(pA—gAr). Piedpokladame tedy,
ze antecedent implikace je pravdivy a konsekvent nepravdivy. Vychozi hypotéza

predstavuje krok 1. Odtud dostaneme, Ze oba cleny konjunkce antecedentu musi byt
pravdivé — kroky 2 a 3. Ekvivalence —p<>q je tudiz pravdiva, je-li vychozi hypotéza
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pravdiva. Na zaklad¢ tabulky ekvivalence musi platit v(—p)=v(q)=1 nebo v(—p)=v(q)=0.
Nyni vyvodime disledky prvni moznosti (ozna¢me ji jako hypotézu I.), tj.disledky
predpokladu v(—p)=v(q)=1.

Spor v hypotéze 1. pro formuli {[((=pAQ)vI)<>p]A(=p<>qQ)}—>(PA—QAF):

{lip A @ v o pl AP <@ > P A = d A D

1 0
1 1 0
9 0 0 1 1
0] 0 0
1 1
spor | 1|
4 10 5 7 8 2 6 1 4 3 5 1

Hypotézu 1. jsme zapsali jako kroky 4 a 5. Bezprostiednim dusledkem v(—p)=1 je v(p)=0,
krok 6. Jelikoz piedpokladame, Ze je pravdiva ekvivalence ((—pAQ)vr)<>p a nepravdiva
formule p, musi byt nepravdiva rovnéz formule (—pAq)vr (krok 7). Disjunkce je vSak
nepravdiva pravé tehdy, kdyz oba jeji Cleny jsou nepravdivé (kroky 8 a 9). Konjunkce
—pAg by tedy méla mit pravdivostni hodnotu 0, av§ak predpokladame, ze v(—p)=1 (krok 4)
a v(g)=1 (krok 5), konjunkce —pAg tudiz ma pravdivostni hodnotu 1 (zapiseme jako krok
10). To je vsak ve sporu s pravdivostni hodnotou, kterou jsme konjunkci —paq ptifadili v 9.
Nalezli jsme tedy spor, coz dokazuje, ze za piedpokladu v(—p)=v(q)=1 neexistuje zadna
bezesporna valuace proménnych p, g a r, pfi niz by formule {[((=pAQ)vr)<>p]A(—p<>Q)}
—(pA—QgAr) byla nepravdiva. Abychom mohli vyvodit zavér, ze formule je tautologii, vSak
musime provérit jesté zbyvajici hypotézu II. Nalezneme-li spor i v tomto piipad€, pak
skute¢né neexistuje zZadna valuace proménnych p, q a r, kterd by falzifikovala formuli
{[((=pAg)vr)pIa(=p<>0)}>(pA—gAr). Teprve pak muZzeme vyvodit, ze formule je
pravdiva pti vSech valuacich proménnych p, g a r, coz jinymi slovy znamena, ze se jedna
o tautologii.

Cviceni: Najdéte spor pii hypotéze I, tj. v ptipadé, ze v krocich 4 a 5 ptidélime formulim
—p a q pravdivostni hodnoty v(—p)=v(q)=0. Ndpovéda: Spor nyni hledejte ve valuaci
konsekventu, tj. konjunkce pA—QAr.
K tomu, zda je tautologii formule:
{[((=pAQ)V)>pIA(=pe>0) }>(pPA—GAT)
musime nyni uvazovat implikaci v obraceném sméru, tj. implikaci:
(PA=GAN{[((=PAQ)VI)>P]A(=p<>0)}
O tom, Ze tato implikace je tautologii, se pfesvéd¢ime jiz velmi snadno. Antecedent

implikace ma totiz tvar konjunkce a vime, Ze konjunkce je pravdiva pravé tehdy, jsou-li
pravdivé vSechny jeji €leny. Tim ziskdme potiebné informace k nalezeni sporu.
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Spor v hypotéze protipiikladu pro formuli (pA=gAF)—>{[((—pAQ)VI)p]A(—p<>Qq)}:

P A = a8 AN > {l_ P A @ v N & Pl A = P < 9}

0

1 0]

1 1 0 1 0 0 spor
0 1
1 1 0 0
1 1

1 111

2 3 4 5 6 7 4 8 5 10 1 6 9 4

Cviceni: Popiste podrobné vSechny kroky, jimiz jsme nalezli spor na zaklad¢ predpokladu,
ze antecedent formule (PA—QAN—=>{[((—pAQ)Vvr)<>p]A(—p<«>Qq)} je pravdivy a konsekvent
nepravdivy.

Ove¢tili jsme tak, ze formule:

{l[((=pAg)Vr)<>p]A(=p<>0) }—>(pA—gAT)

a rovnéz formule:

(PA=AAN)=>{[((=PAG)VI)<>pIA(=p<>0) }

jsou tautologiemi. To jinymi slovy znamend, Ze je tautologii rovnéz ekvivalence,
tj. formule:

{[((=pAG)VI)<>PIA(=p<>0) }>(PA—TAT).

Cviceni: Uvazujte nasledujici pfibe¢h odehravajici se na Ostrové poctivct a padouchi.
Cestovatel potka manzelsky par domorodcti. Manzel mu fekne: ,,Je tomu tak, Ze ja jsem
padouch a moje manZzelka poctivec, nebo tak, Ze jsme se vzali proti vili rodi¢i.” Manzelka
— mimochodem plivabna pani — se jen mile usméje a fekne cestovateli: ,,Mlj manzel je
padouch.” Spojku ,,nebo* povazujte za disjunkci. Zjistéte, jak je tomu ve skutecnosti a jak
tento piibéh souvisi s vySe provéfovanou formuli {[((—pAQ)vr)<>p]A(—p<>0)}<>
(pA—=QAT).

Poznamka: Uvazovany piiklad byl pon¢kud zdlouhavy, zato ndm vsak poslouzil k ilustraci

vSech potiebnych krokd, s nimiZ se miZzeme v metodé protipiikladu setkat. Jsem

........

potieb si sdm doplni podrobnosti.
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Priklad 2:

Ovéfme metodou protiptikladu, zda je tautologii formule:

{[(po—=NA(=G©8)IV(=pAQ)F—>(pvav-rvs)

Pti letmém pohledu lze snadno odhadnout vhodny postup. Na zakladé metody protipiikladu
totiz predpokladame, ze antecedent je pravdivy a konsekvent nepravdivy, pricemz
konsekvent ma tvar disjunkce Ctyf ¢lenti. Vime, ze disjunkce je nepravdiva pravé tehdy,
kdyz jsou vSechny jeji cleny nepravdivé. Snadno tedy vyvodime valuace proménnych p, g,
r a s, pfi nichz je disjunkce pvqQv—rvs nepravdivd. Po dosazeni téchto valuaci do
antecedentu formule jiz rychle vyvodime spor.

Spor v hypotéze protipiikladu u formule {[(pe>—r)A(=0<>S)]Vv(—=pAQq)}—(pvav—rvs):

{flp © =N A =9 9] v P A @ > P v g v = I v s

1 0
0 0 0
1] 0 0 0 0 0
1 1 1
0 0 1 0
1 spor 0
0] 1
10 9 11 12 1413 1 7 8 3 2 3 4 5 6

Pii vyvozeni disledkt hypotézy protiptikladu jsme nalezli spor. To dokazuje, Ze neexistuje
7z4dné bezesporné udéleni pravdivostnich hodnot proménnym, pii nichz by formule
{[(p>=NA(=ge>8)]v(=pAg) }—(pvgv—rvs) byla nepravdiva, tj. formule je pravdiva pii
vSech valuacich proménnych p, g, r a s. To jinymi slovy znamend, ze formule je tautologii.
V tomto piipade bylo ptislusné ovéteni bezpochyby snazsi nez sestrojeni Sestnactifadkové
tabulky.

Cvifeni: Ovéite, zda je tautologii formule {[(p<>—r)A(=g<>S)]V(=pAg)}v(pvgv—rvs).
V piipadé, ze formule neni tautologii, uved’te kontramodel, tj. ohodnoceni proménnych p,
g, r a s, pii némz je formule nepravdiva.
Priklad 3:
Zabyvejme se formuli:

{[p>=(p>9)]>(p>q)}>(=pA—0a)

K ovéfeni, zda je formule tautologii, ji opét rozlozime na dvé implikace, tj. na implikaci

{[p>=(p>9)]>(p>q)}—>(-pr—0q) a implikaci (=pA—0)>{[p>—(p<>q)]>(p<>q)}-

Ovéfme prvni implikaci. Antecedent implikace ma tvar ekvivalence dvou vyrokl. Aby byl
antecedent pravdivy, musi oba vyroky byt zéroven pravdivé nebo oba zaroven nepravdivé,

51



tj. plati bud’ v(p—>—(p<>q))=v(p<>q)=1, nebo v(p——(p<>q))=v(p<>q)=0. Oznacme prvni
moznost jako hypotézu I. a druhou moznost jako hypotézu II. Nasledujici tabulka vyvozuje
dasledky prvni hypotézy.

Spor v hypotéze 1. pro formuli {[p—>—(p<>q)]<>(p<>q)}—(—pAr—0Q):

P - = (P & 9 © P «© D} > = P A = 0

1 0
1 1 0]
0 0 0 0 O | spor O
1 1
8 [1]
4 2 3 1 4 2 5 7 4 1 6 5

Na zaklad¢é piedpokladu v(p—>—(p<>Qq))=v(p<>q)=1 jsme vyvodili v(=(p<>q))=0 a odtud
v(p)=0 a v(q)=0. Po dosazeni téchto valuaci vyroku p a q do konsekventu 1ze jiz rychle najit
spor. Uvazujme druhou hypotézu, tj. v(p—>—(p<>q))=v(p<>q)=0. V tomto ptipadé Ize najit
spor jesté snadnéji. Plati-li totiz v(p<>q)=0, pak v(=(p<>q))=1. Implikace p—>—(p<>Qq) tedy
ma pravdivy konsekvent, a tudiz musi byt pravdiva bez ohledu na valuaci vyroku p. To je
v§ak spor s hypotézou II., podle niz v(p—>—(p<>q))=0. Ov¢iili jsme tedy, Ze hypotéza
protiptikladu vede u formule {[p—>—(p<>q)]<>(p<>q)}—(—pAr—Qq) pokazdé ke sporu. To
dokazuje, ze formule je pravdiva pii vSech valuacich, a tudiz se jedna o tautologii. Ovéreni
implikace v opacném sméru je velmi snadné, proto je ponechavame jako cvi€eni ¢tenafi.

Cviceni: Ovéite, zda je tautologii formule (—pA—Qq)—>{[p—>—(p<>q)]<>(p<>q)}.

Cviceni: Uvazujte situaci z Martansko-venusského klubu, kdy vam clen klubu fekne:
,Jestlize pochazim z Venuse, pak nejsem pravdomluvny.* Jak tato situace souvisi s formuli

{[p=>—(pa)]>(p>0)}—>(=pA—0a)?
Nyni ovéfme platnost dvou jednoduchych usudkii.

Priklad 4:

Uvazujme usudek p—Qq, —p—>r &= gvr. Pii ovéfovani platnosti tsudku metodou
protipiikladu piedpokladame, Ze existuje kontramodel usudku, tj. takova valuace
atomickych vyrokt, pfi niz jsou vSechny premisy pravdivé a zadver nepravdivy. V pripadé
tohoto Uisudku najdeme spor velmi snadno. To dokazuje, Ze neexistuje zddna bezesporna
valuace, pii niz je usudek neplatny, neboli pii vSech valuacich je tomu tak, ze jsou-li platné
vSechny premisy, pak je platny rovnéz zavér. To jinymi slovy znamena, ze tsudek je
platny.
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Spor pii hledani protiptikladu isudku p—q, —p—r &= qvr:

p - G — p - r E q \ r

1 1 0 0
0 0
[ 0] 0 0 0
spor 1
4 1 2 6 7 1 5 2 1 3
Priklad 5:

Uvazujme tsudek —(gAr)<>(g—s), ga[s<>(ra—r)] = pvr. Opét predpokladame, Ze existuje
kontramodel, ktery verifikuje vSechny premisy usudku a falzifikuje jeho zavér. Nalezeni
sporu je velmi snadné. I tento Gsudek je tedy platny.

Spor pii hledani protiptikladu Gsudku —(qAr)<>(q—s), gA[S<>(rA—r)] &= pvr:

= @ AN o @559 A s T A =N E p v or

1 1 0 0
1 1 0 0
9 1 0 0 0
01 0 0
spor O
1]
11 4 10 3 1 4 8 7 4 1 7 5 6 2 1 3

3.3 Cviceni

1)
Overte, zda jsou tautologiemi nasledujici formule. V pripadé, Ze formule neni tautologii,
uvedte alespoi jeden kontramodel.
(@) {[(=p—>n<>(poQ]A[=p>(p<>a) ]} —>(—pPA—0AT)
(b) (=pA—=gAN—>{[(=p—>N > (poQIA[=p->(p<>0)]}
(©) {[(=p—>1) e (pe)]A[-p(pe>a)}>(—pA—0ATr)
(d) {[(=p—=n <> (PP (poa) ]} [(PAGANV( PAIA=N)V(=PA—=IA—T)]
(e) {[(=p—>n<>(pea)]Alpe(pea)]}<>(PAAAT)
(f) (penAl(—aen)v(pa—r)]
(9) [P—>(a—p)1=[(p—a)—p)]
(h) [(p—a)—a)]-[p—(a—0)]
() [(p—p)—>A) ] [p—>(p—0a)]
() [(p>—p)>a)]>[p—>(=p—>0)]
(k) (p—>a)—>[(p—>r1)—(a—1)]
(1) (p—>a)—>[(r—>p)—>(r—0)]
(m) (p—>a)>[(r—>p)—>(r—0a)]
(n) [(p—a)—>alvIp—>(p—0)]
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() [P=>(a—=p)IAl(p—a)—p)]
(2)

Oveérte platnost nasledujicich usudki. V pripade, Ze usudek neni platny, uvedte alespon
jeden jeho kontramodel.

(@) p—q, =p—r = gar

(b) (AN <«>(q—s), g—[s<>(pA—r)] = pvrvs

(©) (=pva)>p Ep

(d) (=pA—=Q)—p, p—>(=PA—0) = —pAQ

(e) =an(pvr) E (p—>q)vr

(f) (pvr)—q, =rap = (pog)vr

(9) (pva)>p, gep E pag

(h) (pva)<>p, gep = (PAG)V(—pPA—0)

(1) (p0)p, (p0)>q = pAg

() (poq)op, =(p>0)>q = —paq

(K) [(poa)—>rlop, [r>(poa)]o>q = (PAGAN)V(PA—IAT)
(1) [(p>a)—r]op, [ro—=(poa)]l>q = pA—gAr

3)
Vysvétlete, jaky je vztah mezi Gsudky 2 (c) a (d) a situacemi odehravajicimi se na Ostrove
poctivell a padoucht, kdy jeden zenaty domorodec prohlési: ,,Jsem padouch nebo moje
manzelka poctivec* a jiny zenaty domorodec prohlasi: ,,J4 i moje manzelka jsme padousi.*
Vysvétlete, jaky je vztah mezi isudkem (h) a situaci z Ostrova poctivel a padouchd, kdy
zenaty domorodec prohlasi: ,,Alespon jeden z nas (tj. manzeld) je poctivec™ a jeho
manzelka tvrdi: ,,M{j manzel je poctivec.” Vysvétlete, jaky je vztah mezi Gsudky 2 (1), (j),
(1) a cvicenimi (4), (5) a (6) v predchozi kapitole. Poznamka: Podobny vztah lze najit i

mezi dal$imi piiklady. VétSinou na n¢j jiz neupozoriiujeme. Naleznete-li vztah 1 u dalSich
prikladd, zdivodnéte jej.

(4)
Prevedte do formalismu vyrokové logiky nasledujici usudky formulované v prirozeném
jazyce a pomoci metody protiprikladu rozhodnéte, zda jsou usudky platné c¢i nikoliv.
V' pripade, Ze usudek neni platny, uvedte alespon jeden jeho kontramodel.
(a) Jestlize lze dé€lit nulou, pak se matematikové myli. Matematikové nemyli nebo
matematiku nelze aplikovat na fyzikalni realitu. AvSak matematiku lze aplikovat na
fyzikalni realitu. Tudiz: Matematikové se nemyli.
(b) Jestlize Pavel nepftiSel ke snidani, pak je nemocny. Pavel pfisel ke snidani Tudiz: Pavel
neni nemocny.
(c) Jestlize si koupite nasi ledni¢ku, pak nebudete jist zkaZené potraviny. AvSak nekoupil
jste si nasi novou lednicku. TudiZ: Budete jist zkaZené potraviny.
(d) Jestlize jsi nekdy jel v ndledi autem, pak jsi hazardoval se Zivotem. V zimé jsi jel
Vv naledi autem. Tudiz: Hazardoval jsi se Zivotem.
(e) Jestlize je pan Jonas arabsky Sejk, pak mu doma na zahrad¢ tece ropa. Panu JonaSovi
teCe na zahradé ropa nebo pramen zivé vody. AvSak panu JonaSovi neteCe doma na zahradé
pramen zivé vody. Tudiz: Pan Jonas je arabsky Sejk.
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(f) Jestlize se Alois ucil logiku a matematiku, pak studuje pfirodni védy. Jestlize se Alois
neucil logiku, pak studuje informatiku. Alois se ucil matematiku. Tudiz: Alois studuje
informatiku.

(g) Jestlize se Alois ucil logiku a matematiku, pak studuje piirodni védy. Jestlize se Alois
neucil logiku, pak studuje informatiku. Alois se ucil matematiku. Tudiz: Pokud Alois
nestuduje piirodni védy, pak studuje informatiku.

©))
V' nasledujicich usudcich najdéte chybéjici vyrokovou proménnou nebo negaci vyrokove
promeénné tak, aby zaver usudku byl logickym diisledkem premis.
(@) pv—r, g—(pAar), ? = =qv—r
(b) (pAQ)——r, re>s, ? E —Qv—S
©) (pvr)—(gns), q—>—r, ? E p—>—S
(d) (pA—=gAr)v(gas), =g, ? = s—(qvt)
(€) (pAQ)>—r, g—S, ? = pvs
(F) =p—(qAar), res, s—>—t, ? = r—>(pvi)
(9) pvgvr, t—>(pAQg), —p—ot, ? E —ret
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Reseni:

(1)
Tautologie (a), (b), (c), (d), (), (n). Nejsou tautologie (e), (f), (g), (h), (i), (j), (k), (M), (0).
Kontramodely:
(e) — kontramodely v(p)=1, v(g)=1, v(r)=0 a v(p)=1, v(q)=1, v(r)=1
(F) — kontramodely napt. v(p)=0, v(q)=0, v(r)=0 a v(p)=1, v(g)=1, v(r)=1
(9) — kontramodel v(p)=1, v(q)=0
(h) — kontramodel v(p)=1, v(q)=0
(i) — kontramodely v(p)=1, v(g)=0 a v(p)=0, v(q)=0
(1) — kontramodel v(p)=0, v(q)=0
(K) — kontramodel v(p)=0, v(g)=1, v(r)=0
(m) — kontramodel v(p)=1, v(g)=0, v(r)=0
(o) — kontramodely v(p)=0, v(q)=1 a v(p)=0, v(q)=0
2)
Platné tsudky (c), (d), (f), (h), (i), (j), (1). Neplatné tsudky (a), (b), (e), (g), (k).
Kontramodely:
(a) — kontramodely v(p)=1, v(g)=1, v(r)=0 a v(p)=0, v(q)=0, v(r)=1
(b) — kontramodel v(p)=0, v(g)=1, v(r)=0, v(s)=0
(e) — kontramodel v(p)=1, v(q)=0, v(r)=0
(9) — kontramodel v(p)=0, v(q)=0
(I) — kontramodely v(p)=0, v(g)=1, v(r)=0 a v(p)=1, v(q)=1, v(r)=0
3)
Vztah mezi uvedenymi Usudky a situacemi odehravajicimi se na Ostrové poctivci
a padouchti by mél byt ziejmy. Neni-li Ctenaii tento vztah ziejmy, mél by vyhledat
ptislusné ptiklady a srovnat jejich vyrokové-logickou strukturu s danymi tisudky.
(4)
Platné Gsudky (a), (d), (g). Neplatné usudky (b), (c), (e), (f).
(5)
Chybgjici premisy:
(a) —p
(b)p
(c) r (po doplnéni tohoto predpokladu jsou vsak premisy usudku sporné)
(d) —p
er
() —q
(9) —q
(h) =q
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4 UNKF A UNDF TVAR FORMULI

4.1 Zakladni pojmy

4.1.1 UNKF a UNDF

V kapitole 2 jsme se zabyvali problémem, jak k dané formuli sestrojit jeji pravdivostni
tabulku. Nyni se budeme zabyvat opaénym problémem, tj. situaci, kdy mame zadénu
pravdivostni tabulku a nasim tkolem je ,,najit™ k tabulce n¢jakou formuli. Uvazujme napf.
nasledujici tabulku obsahujici proménné p, g ar.

Tabulka 1:

plqg|r X
Ml1]1]1 1
@]1]1]0 1
31|01 1
4l1]01|0 0
GB)[o| 1|1 0
@010 1
MH|0o0]0|1 1
80|00 1

V jednotlivych ftadcich tabulky (1)-(8) mame vycisleny vSechny mozné valuace
proménnych p, q a r a v poslednim sloupci zadany pravdivostni hodnoty nezndmé formule
X. Tabulka o této formuli nicméné& vypovida dostatecné mnozstvi informace a tak neni
problém pfislusnou formuli sestrojit. Z tabulky lze totiz vycist, ze pti v(p)=1, v(q)=1
a v(r)=1 je v(X)=1 (fadek (1)), pti v(p)=1, v(g)=1 a v(r)=0 je v(X)=1 (fadek (2)), pii v(p)=1,
v(q)=0 a v(r)=1 je v(X)=1 (fadek (3)) atd. Uvazujme nejprve fadek (1), tj. fadek s valuaci
proménnych v(p)=1, v(g)=1 a v(r)=1. Formule X ma v tomto fadku pravdivostni hodnotu 1.
Dale plati, ze pti v(p)=1, v(g)=1 a v(r)=1je pravdiva konjunkce pAgar. Nalezli jsme tak
formuli, jmenovité pAgar, ktera je pravdiva pouze pii valuaci v(p)=1, v(g)=1 a v(r)=1
(v tadku (1)), a pfi Zadné jiné valuaci pravdiva neni, jak si lze snadno ovéfit. Tento postup
mizeme zopakovat pro vSechny ostatni fadky tabulky, v nichz plati v(X)=1, tj. pro fadky
(2), (3), (6), (7) a (8). Uved'me pouze postup pro fadek (7). V tomto fadku mame valuaci
proménnych v(p)=0, v(g)=0 a v(r)=1. Mame-li sestrojit z téchto tfi proménnych pravdivou
konjunkci (plati totiz v(X)=1), musime proménné p a q nejprve negovat. Dostaneme
konjunkci —pA—gAar, ktera je pravdiva pii této valuaci (a neni pravdiva pii zadné jiné
valuaci). Pti konstrukci formuli pAgAar a —pA—gar jsme vyuZili sémantickou definici
konjunkce, totiz Ze konjunkce je pravdiva pravé tehdy, jsou-li pravdivé vSechny jeji ¢leny,
a nepravdiva v kazdém jiném piipadé. K dané tabulce tak lze sestrojit celkem Sest
konjunkci, z nichz kazdd odpovidd jednomu ftadku tabulky (a je pravdivd pouze
v piisluSném fadku a v zadném jiném). Sestrojime-li z jednotlivych konjunkei formuli
X tak, Ze tyto konjunkce spojime pomoci disjunkci, dostaneme formuli, ktera je pravdiva
pouze v uvedenych Sesti fadcich tabulky a v Zadném jiném tadku, tj. skute¢né formuli
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odpovidajici prislusné pravdivostni tabulce formule X. V nasem ptipadé¢ dostaneme
formuli:

(PAGAN)V(PAGA—=)V(PA=GAN)V(=PAGA—I)V(—PA—=QAT)V(—PA—=OA—T)

Srovna-li ¢tenaf tabulku 1 s tabulkou formule [(q<>r)v(pA—Q)]—>(p<>T), jiz jsme zkoumali
v kapitole 2.1, snadno zjisti, Ze ob¢ tabulky maji stejné vysledné pravdivostni hodnoty, tj.
ze vySe uvedena konjunkce X a formule [(ge>r)v(pa—q)]—=>(p<>r) jsou navzajem logicky
ekvivalentni, pficemz nase formule X obsahuje pouze spojky —, A a v.

Miuizeme vSak sestrojit rovnéz jinou formuli Y, ktera rovnéz odpovida tabulce 1. Pii
jejim sestrojeni vyuzijeme sémantickych vlastnosti disjunkce. Nejprve si vSimnéme, Ze
tabulka pfifazuje formuli X pravdivostni hodnotu 0 pouze ve dvou fadcich, jmenovité
v fadcich (4) a (5), tj. pfi valuacich proménnych v(p)=1, v(q)=0, v(r)=0 a v(p)=0, v(q)=1,
v(r)=1. Vime, Ze disjunkce je nepravdiva pravé tehdy, jsou-li nepravdivé vSechny jeji ¢leny.
Muzeme tedy snadno sestrojit takovou disjunkci proménnych p, q a r (nékteré z téchto
proménnych musime stejné jako pii konstrukci formule X nejprve negovat), ze tato
disjunkce je nepravdiva v fadku (4) a vSude jinde pravdiva. Dostaneme disjunkci —pvqvr.
Stejnym zplsobem sestrojime disjunkci, kterd je nepravdiva pouze v ftadku (5),
konkrétné disjunkci pv—qv—r. Ob¢ tyto disjunkce jsou nepravdivé pravé v jednom fadku,
jejich konjunkei tudiz dostaneme formuli, kterd je nepravdiva v obou tadcich, tj. formuli
(=pvavr)A(pv—qv—r). Tato formule je nepravdiva pouze v tadcich (4) a (5) a ve vSech
jinych fadcich je pravdiva. Tak jsme sestrojili formuli Y, kterd rovnéz odpovida
pravdivostni tabulce 1 a obsahuje opét pouze spojky —, v a A.

Zobecnénim postupu, ktery jsme vyuzili v analyze tabulky 1 a formule
[(ger)v(pa—q)]—>(por), 1ze dokazat vetu o uplné normalni disjunktivni formé a uplné
normalni konjunktivni formé formuli. K formulaci samotné véty je vSak uzite¢né nejprve
definovat nasledujici pojmy.

Definice (literaly, elementarni konjunkce, elementarni disjunkce, UNDF a fJNKF):

M¢gjme atomické vyrokové promeénné pi, ..., pn. Uvazujme formule Qy, ..., qn, kde kazda
formule g; je vyrokovou proménnou pj, nebo jeji negaci —pi. Formuli g; fikame literdl.
Literadlem je tedy atomicka formule nebo jeji negace. M&me konjunkeci literalti giA...AQ,
ktera obsahuje pravé jeden vyskyt kazdé z proménnych pi, ..., pn (tj. nezménény nebo
s negaci). Pak konjunkci qiA...AQn nazyvame elementarni konjunkce proménnych py, ..., Pn.
M¢gme podobné disjunkci literald qpv...vqn, kterd obsahuje pravé jeden vyskyt kazdé

z proménnych pi, ..., Pn. Pak tuto disjunkci giv...vqn nazyvame elementdrni disjunkce
proménnych py, ..., Pn. O formuli, obsahujici proménné py, ..., pn, kterd ma tvar Xqv...vXp,
kde Xi, ..., X, jsou elementarni konjunkce proménnych p, ..., Pn, fekneme, Ze je ve tvaru

Uiplné normalni disjunktivni formy (UNDF). Podobné o formuli, obsahujici proménné py, ...,
Pn, ktera ma tvar YiA...AYp, kKde Yy, ..., Yy jsou elementarni disjunkce proménnych py, ..., Pn,
fekneme, Ze je ve tvaru uplné normalni konjunktivni formy (UNKF).

Véta o UNDF a UNKF:

KaZzdou formuli X obsahujici vyrokové proménné pi1, ..., pn lze ekvivalentné vyjadfit ve
tvaru UNDF a UNKF, kde kazda elementarni konjunkce, resp. kazda elementarni disjunkce
obsahuje vSechny proménné pi, ..., Pn.
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Dtikaz této véty lze najit v kterékoli standardni ucebnici logiky, k diikazu vSak staci pouze
dostatecn¢ zobecnit vySe uvedené uvahy.

Pro obecnost mizeme zavést jesté¢ jeden pojem, konstantni atomickou formuli L.
Tato formule zastupuje jakoukoli kontradikei, tj. je vzdy nepravdiva. Vime dale, ze
kontradikce obsahujici proménné pi, .., Pn, je nepravdiva pii libovolné valuaci
proménnych, tj. tato formule nema z4dnou UNDF. Definujme tedy, ze UNDF kontradikce
je atomicka formule 1. Podobné plati, Ze tautologie obsahujici proménné p;, ..., Pn, j€
pravdiva pfi libovolné valuaci proménnych, tj. tato formule nema Zadnou UNKF.
Definujme tedy, ze UNKF tautologie je konstantni atomicka formule —_L, ktera se ozna¢uje
jako T a zastupuje libovolnou tautologii.

4.1.2 Craigova véta o interpolaci

Pomoci véty o UNDF a UNKF lze dokazat napt. nasledujici vétu zndmou jako Craigova
véta o interpolaci. Presnéji fe¢eno, dokazeme pouze jeji vyrokoveé logickou variantu. Véta
je vsak dulezita predev§im ve svém obecnéj$im tvaru pro predikatovou logiku.

Craigova véta o interpolaci:

M¢jme formule A a C. Plati-li A = C, pak existuje takova formule B obsahujici pouze
vyrokové proménné, které se vyskytuji v obou formulich A a C, Ze plati A &= B a zaroven
B = C. Formuli B tikame interpolacni (resp. interpolujici) formule k formulim A a C.

Poznamka: M¢jme Gsudek I' = C, kde I' je mnozina premis ['={Ay,...,A,}. Povazujeme-li
mnozinu premis I" za konjunkci Aja...AA,, pak Craigova véta plati i pro tsudek I' = C, tj.
existuje formule B tak, ze ' £ B a B = C, kde formule B obsahuje pouze vyrokové
proménné, které se vyskytuji zaroven ve vSech formulich Ay, ..., Aya C.

Na zakladé vlastnosti logického vyplyvani trivialné plati, Ze pokud A & C, pak
plati-li B=A nebo B=C, potom A = B a B = C. Craigova véta nam vsak tvrdi, ze kromé této
situace miize nastat ptipad, kdy B#A a zaroven B#C, coz jiz neni trivialni. Diikaz Craigovy
veéty je pro Ctenafe uziteCnym cvicenim logické abstrakce. Dikaz spociva na hypotetickém
provedeni konstrukce formule B ve tvaru UNDF. Z pfedpokladu, Ze tato konstrukce byla
provedena, se vyvozuji diisledky, na jejichz zékladé plyne A = B a B = C. V dikazu navic
podrobné vyuzivame teorii modeld pro vyrokovou logiku.

Poznamka (nota¢ni konvence): V nasledujicim textu, tj. od tohoto mista az do konce
skript, oznacujeme modely gotickym pismem. Zdiraziiujeme tim skutecnost, ze model je
pojem metajazyka, nikoli objektového jazyka logiky. Jedna-li se o vyrokovou logiku, pak
modelem M napi. formule p—>[—-qv(—p<>r)] je jednoduse n&jaka valuace v proménnych p,
g a r, pifi niz je tato formule pravdiva. (Modelem této formule jsou vSechny valuace
proménnych p, q, r, krom¢ valuace v(p)=v(q)=v(r)=1. Tato valuace je kontramodelem
formule, vSechny ostatni valuace jsou modely formule.) Pro zjednoduseni si konetné
zavedeme znaceni, podle n¢&jz zapis M I X vyjadiuje tvrzeni, Ze né&jaka valuace
proménnych 9 je modelem formule X, tj. ze formule X je pfi této valuaci pravdiva.
Jedna-li se o predikatovou logiku, pak modelem M formule X je n&jaka interpretace 3, pti
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niz formule X vyjadfuje pravdivy vyrok. Modelim formuli a usudkt predikatové logiky
vénujeme kapitolu 9.

Diikaz Craigovy véty o interpolaci:

Predpokladejme, Ze plati A = C. Sestrojme pravdivostni tabulku formuli A a C a zéroven si
piipravme tabulku zatim neznamé formule B. Mnozinu atomickych vyrokovych
proménnych, ktera obsahuje proménné vyskytujici se ve formulich A a zaroven C, si
ozna¢me jako P. Mnozinu obsahujici proménné vyskytujici se v jedné nebo druhé formuli
si ozna¢me jako P;. Ziejm¢ plati PcP; (timto zapisem rozumime, ze mnozina P je
podmnozinou mnoziny Py, tj. ze v§echny prvky P patii zaroven do mnoziny P;). Po hledané
interpolujici formuli B pozadujeme, aby obsahovala proménné obéma formulim spolecné,
tj. pouze proménné z mnoziny P.

Nyni pfejdeme ke konstrukci tabulky formule B, tj. k dosazovéni pravdivostnich
hodnot 1 a 0 do pfipravenych fadka tabulky. Postupujeme tak, ze pravdivostni hodnotu
1 dosadime do fadku pouze tehdy, lze-li ptislusnou valuaci proménnych mnoZziny P rozsifit
na takovou valuaci proménnych mnoziny P;, Ze tato valuace je modelem formule A.
V opacném piipadé dosadime pravdivostni hodnotu 0. Na zakladé¢ vyplnéné tabulky
sestrojime formuli ve tvaru UNDF (4j. pii konstrukci formule vychazime ze viech fadka
tabulky s ohodnocenim 1). Tvrdime, ze takto sestrojend formule je interpola¢ni formuli B.

Dokazme nejprve, ze A E B. K tomu uvazujme takovou valuaci :M; proménnych
mnoziny Py, Ze tato valuace je modelem formule A, tj. M|; I A. Na zaklad¢ nasi konstrukce
formule B musi totiz existovat takova valuace M, proménnych mnoziny P, ktera se s P;
shoduje v ohodnoceni vSech proménnych mnoziny P, ze M, je modelem formule B, tj.
N, I- B. Jelikoz se v§ak M, shoduje s M; v ohodnoceni vsech proménnych mnoziny P, musi
platit také M, - B (proménné mnoziny P, které se v B nevyskytuji, nemaji na vyslednou
pravdivostni hodnotu formule zadny vliv). Libovolny model :M; formule A je tudiz rovnéz
modelem formule B; tj. plati-li M; I A, pak rovnéz M; I- B. Tim jsme dokazali, ze A = B.

Dale dokazme, ze B = C. K tomu vezméme libovolnou valuaci 9; mnoziny
proménnych Pi, ktera je modelem formule B (opét plati, ze pokud tato valuace obsahuje
proménné, jez se ve formuli B nevyskytuji, nemaji tyto promeénné na vyslednou
pravdivostni hodnotu formule zadny vliv). Uvazujme valuaci M, mnoziny proménnych P,
ktera se v ohodnoceni proménnych mnoziny P shoduje s valuaci M;. M, je ziejme
modelem formule B, protoZe se v ohodnoceni proménnych mnoziny P shoduje s M;. Na
zaklad¢é nasi konstrukce formule B musi existovat valuace M3 mnoziny proménnych Py,
ktera je modelem formule A, a ktera se s M, shoduje v ohodnoceni v§ech proménnych
mnoziny P. Sestrojme kone¢n¢ valuaci M, mnoziny proménnych P, ktera se s M3 shoduje
v ohodnoceni vSech proménnych vyskytujicich se ve formuli A a s M; v ohodnoceni vSech
proménnych vyskytujicich se ve formuli C. Pak plati M, I- A, tj. M, je modelem formule
A. Potom ovSem také M, I- C (podle piedpokladu A = C). JelikoZ jsme model M, zvolili
tak, Ze se v ohodnoceni vSech proménnych vyskytujicich se ve formuli C shoduje
s modelem M, musi platit rovnéz My - C. Tim je dokazano, Ze pro libovolné zvoleny
model M, (kde M, je valuace promeénnych mnoziny P;) formule B plati rovnéz M, I+ C.
Tim jsme dokazali, ze B = C.

Nalezena formule B je tudiz interpolacni formuli k formulim A a C, tj. plati A = B
aBeC.H
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4.1.3 Ekvivalentni upravy formuli

Nyni se vratme k formulim ve tvaru UNDF a UNKF. Pfestoze tabulkova metoda je jisté
spolehlivou cestou k nalezeni UNKF a UNDF néjaké formule, byva Gasto jednodusii jiny
zpusob, ktery je zaloZen na pouziti ekvivalentnich tprav. K tomu Ize vyuzit nasledujici vétu
vyrokové logiky.

Véta o nahrazeni:

Necht’ Ca je formule, ktera obsahuje jako samostatnou ¢ast formuli A. Necht’ Cg je formule,
ktera vznikne tak, ze v Ca nahradime vyskyty formule A vyskyty formule B. Pak plati-li
= A<>B (. jsou-li formule A a B logicky ekvivalentni) potom rovnéz = Ca«<>Cg (neboli:
rovneéz formule Cp a Cp jsou logicky ekvivalentni).

Diikaz této véty lze najit v kazdé standardni ucebnici logiky. Viz napt. Kleene
(1967) a Stépan (2001). Vétu lze také dokazat jako disledek véty o UNKF a UNDF. Véta
o nahrazeni nam poskytuje snadny zptsob, jak postupovat pii hleddani UNKF a UNDF
formuli. Pro libovolnou formuli Xa, ktera obsahuje jako samostatnou ¢ast formuli A, plati,
ze nahradime-li vyskyty formule A vyskyty n&jaké formule B, ktera je s formuli A logicky
ekvivalentni, pak takto odvozena formule Xg je logicky ekvivalentni s vychozi formuli Xa.
Pti ekvivalentnich upravach formuli vyuzivame zndmé ekvivalen¢ni tautologie vyrokové
logiky. Mezi nejcastéji pouzivané tautologie patii vSechny zobrazovaci tautologie, dale de
Morganovy zékony, distributivni zédkony pro konjunkci a disjunkci a konecné zdkony

[ 24

Zobrazovaci tautologie vyrokové logiky:

(p—q)<>(—pva) — zobrazovaci tautologie implikace na disjunkci
(p—q)>—(pA—0Q) — zobrazovaci tautologie implikace na konjunkci
(pva)>(=p—0) — zobrazovaci tautologie disjunkce na implikaci
(pAg)>—(p——0Q) — zobrazovaci tautologie konjunkce na implikaci
(peq)e[(p—>9)A(@—p)]  — zobrazovaci tautologie ekvivalence na dvé implikace

(p>q)[(=pva)A(=aqvp)] — zobrazovaci tautologie ekvivalence na UNKF
(p>q)<>[(pAQ)V(—pA—Q)] — zobrazovaci tautologie ekvivalence na UNDF

(pAQ)>—(—pv—Q) — zobrazovaci tautologie konjunkce na disjunkci
(pvq)<>—(—pAr—0Q) — zobrazovaci tautologie disjunkce na konjunkci
De Morganovy zakony:

—(pAQg)<«>(—pv—Qq) — negace konjunkce
—(pvq)<>(—pA—Q) — negace disjunkce

Distributivni zakony pro konjunkeci a disjunkci:

[PA(@vn]e(pAa)v(pan)]
[pv(@An]e(pva)a(pyvr)]
[(Pva)A(rvs)][(pAn)v(pas)v(gan)v(gas)]
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[(pAQV(rAs)]o [(PvDAPvS)A@vNA@GvS)]

Ziakony rozsifeni pro konjunkei a disjunkei:

P<>(PAT)
p<>(pvL)

Jelikoz T zastupuje libovolnou tautologii, mizeme v prvnim zakonu rozsifeni za T dosadit
napf. qv—(. Podobné¢ muZzeme v druhém zikonu rozSifeni za 1 dosadit gar—q. Tak
dostaneme nasledujici tvar téchto zakond:

pe[pA(Qv—a)]
pe[pv(9r—a)]

Aplikujeme-li nyni distributivni zdkony pro konjunkci a disjunkci, dostaneme tvar zakont
roz§ifeni, ktery ndm umoznuje libovolnou elementdrni konjunkci (resp. elementarni
disjunkci) rozsitit o dal$i vyrokovou proménnou.

pel(PAg)v(pA—-a)]
pel(Pva)a(pv—=a)]

Pii hledani UNKF a UNDF formuli miizeme déle pouzit nasledujici ,,technicky
trik*. [Viz Fitting (1983), s. 234-235.] Uvazujme formuli A. Pfeved’'me na UNDF formuli
—A. Zaménime-li nyni vSechny literdly s negaci za literdly bez negace a naopak literaly
S negaci za literaly bez negace a vSechny konjunkce za disjunkce a naopak, potom formule,
kterou takto dostaneme, je UNKF formule A.

Cviceni: Zdivodnéte opravnénost této metody. Ukazte dale, ze plati i opacny postup, tj. ze
na zakladé jiz znamé UNKF formule —A lze sestrojit UNDF formule A.

Poznamka: Dalsi postup, jak na zakladé jiz znamé UNKF najit UNDF formule (a naopak
na zékladé znamé UNDF najit UNKF) uvadime v fesenych ptikladech.

4.1.4 Logické dusledky a premisy formule (mnoZiny formuli)

Nalezeni logickych disledkli a logickych piedpokladi formule, resp. mnoziny formuli
navazuje na ulohu nalezeni UNKF formule, resp. mnoziny formuli. Mame-li mnozinu
formuli T={A;,...,A,} pak UNKF této mnoziny nalezneme tak, Ze mezi jednotlivymi
formulemi A, ..., A, zavedeme konjunkci, tj. mnozinu formuli pfevedeme na formuli
Ain...AA, a dale jiz postupujeme pomoci znamych ekvivalentnich tprav, pfipadné pomoci
tabulkové metody. Podle véty o UNKF a UNDF plati, ze vysledna UNKF CyA...AC, je
logicky ekvivalentni s AjA...AAn. K nalezeni logickych dasledkit mnoZiny formuli I’
vyuzijeme nasledujici vétu o konjunkci.
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Véta o konjunkci:
Kazdy usudek tvaru BiAB,A...AB, = C, kde C=B; nebo C=B; nebo ... C=B,, je platny.

Diikaz tohoto tvrzeni je jednoduchym disledkem Craigovy véty o interpolaci. Jiny diikaz
1ze najit napt. ve Stépan (2001).

Cviceni: Dokazte na zaklad¢ Craigovy véty o interpolaci vétu o konjunkei.

Jelikoz pro UNKF mnoziny formuli plati ekvivalence AjAa...AA¢>CiA...AC,, plyne na
zaklad¢ tranzitivnosti logického vyplyvani a véty o konjunkci, ze vSechny nasledujici
usudky jsou logicky platné:

'eCy;..;TEC,
I'= CinCy; ... T E CIAC: ... T E ChunCy
I' E CiACOACs; ...; T E ChonCranCh

I' = CiACHA...AC,

To jinymi slovy znamend, ze logickymi dusledky mnozZiny formuli T" jsou vSechny
kombinace Cyi, ..., C,, CiAC,, ..., CIAC,, ..., CianCy, Cl/\Cz/\Cg, vy CIACHOA.AC,, kde
¢leny konjunkci Cj, ..., C, jsou elementarni disjunkce UNKF mnoziny I Ukol, kdy mame
najit viechny logické dtsledky mnoziny formuli ' tak 1ze redukovat na nalezeni UNKF
mnoziny [ a vSech kombinaci jednotlivych elementédrnich disjunkei.

Ukol najit premisy formule (resp. premisy k mnozind formuli I') je inverzni
k ptedchozi uloze, tj. tloze najit vSechny logické duasledky. Pro kazdou formuli
A elementarné plati A = A. Na zéklad¢ vlastnosti logického vyplyvéani a véty o konjunkci
dale plati isudek A, B = A pro libovolnou formuli B. Premisami formule A (resp. mnoziny
formuli I') jsou tak (1) UNKF formule A (UNKF mnoziny formuli I') a (2) viechny formule
B, které se v UNKF formule A (UNKF mnoziny formuli I') nevyskytuji. Pro jednoduchost
se zde omezime pouze na takové elementarni disjunkce, které obsahuji stejné atomické
proménné jako UNKF formule A (UNKF mnoziny formuli I'). Oznaéme elementarni
disjunkce, které se nevyskytuji v UNKF formule A (podobné pro mnozinu formuli I') jako
P1, P2, ..., Px. Pak plati nasledujici Gisudky:

UNKF E A

P,AUNKF & A; P,AUNKF E A; ...; PUNKF = A

PiAP,AUNKE E A: ...; PIAPWVUNKE = A ...; P iAPWAUNKF = A
P1AP2AP3AUNKEF E A; ...; PyoAP aAPAUNKEF = A
PiAPoA...APWAUNKF E A

Premisami formule A (podobn€ pro mnoZinu formuli T) jsou tedy UNKF formule
A a konjunkce formuli Py, Py, ..., Px s UNKF tj.:

UNKF
P;AUNKEF; P,AUNKE, ...
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P1AP,AUNKE, PiAPAUNKEF, ..., Py 4APAUNKE, ...
P1APsAP3AUNKE, ..., Py oAP 1APWAUNKE, ...
PiAPoA.. . APWAUNKF

4.2 ReSené priklady
Priklad 1:

Naleznéme interpola¢ni formuli k asudku (pvq)—r = s—>(g—r).

Interpolaéni formuli tohoto tisudku sestrojime zptisobem, ktery jsme popsali v dikazu
Craigovy véty o interpolaci. Sestrojme tedy nejprve pravdivostni tabulku tsudku.

Pravdivostni tabulka asudku (pvq)—r = s—(q—r):

-_
N—r

(1)

2)

(3)

(4)

)

(6)

(7)

(8)

€))

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

ololo|lolr|kr|r|r ook krlkrkE
o|o|o|o|r ||k o|o|lo|orR| Rk IS
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olo|lr|r|lo|lo|lkr|r|lo|lo|lr|r|lo|lo|lkr|k|=
olr|o|lr|o|lkr|lo|lkr|lo|lkr|lo|lr|lolr|lo|lr|lv
N R
SR EEEE R R EEIR N
olo|r|r|lolor|r|loo|kr|lrloo|kr|k

(16)

Ob¢ formule usudku maji spoleéné proménné g a r, interpola¢ni formule B musi tudiz
obsahovat pravé tyto proménné. Formule (pv(q)—r, premisa tsudku, je pravdiva v fadcich
(1)-(2), (5)-(6), (9)-(10) a (13)-(16). Na zaklad¢ valuaci proménnych g a r v téchto fadcich
sestavime tabulku formule B:

Pravdivostni tabulka interpola¢ni formule B:

[eliell i o]
O O|Fr|=
S k=13
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Interpola¢ni formule B k usudku (pvq)—r = s—(g—r) tudiz je (qAr)v(=gAr)v(=gAa—r)
(UNDF). UNKF formule B je —qvr, coz lze jesté jednoduseji vyjadiit jako gq—r.
Skutecnost, ze q—r je interpolacni formuli Gsudku (pvq)—r = s—(q—r), si ¢tenaf mize
overit pomoci obou vyse uvedenych tabulek.

Piiklad 2:
Naleznéme interpolac¢ni formuli k usudku paq, r & g—(s—r). Opét postupujeme tak, ze
interpolacni formuli nalezneme pomoci pravdivostni tabulky (premisy tsudku spojime

konjunkci).

Pravdivostni tabulka Gsudku pAQ, r E g—(s—¥):

r S

oo
(7
=

N—

>

(1)

(2)

3)

(4)

)

(6)

()

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

== === == T I S N S S Y Y -
=== S = == =1 T T S Ty
o|lo|r|r|o|lo|r|r|lo|lo|r|r|lololk|+-
o|lr|o|r|o|r|lo|r|o|r|o|r|lolr|lo|+
o|lo|o|o|o|o|o|o|r|r|r|r|kk ko
o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|r |k k|-
=== == == T S S Ty
o|lo|r|r|o|lo|r|r|lo|lo|lr|r|lololr|k|=
o|lo|o|o|r|kr|kr|r|lo|lo|lo|lo|lr|k|k|k|la
N RN
o|lr|o|r|o|r|o|r|lo|r|o|lr|lolr|lo|+
e EEEEEE R EE N
o|lo|r|r|o|lokr|r|lolokr ook

(16)

Zde je tabulka interpola¢ni formule B:

q r B
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Interpolaéni formule B k tGsudku pAg, r E g—(s—r) je tudiz formule gar (UNDF), resp.
(—qvnA(@v—r)A(qvr) (UNKF).

Priklad 3:

Pieved’'me pomoci ekvivalentnich iprav na tvar UNDF a UNKF formuli —(p—Qq)v(—pAr).
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Na zaklad¢ zobrazovaci tautologie (p—)<>—(pA—Q) prvni ¢len disjunkce pfevedeme na
konjunkci, ¢imz dostaneme (pA—Q)v(—pAr). Tim jsme jiz ziskali normalni disjunktivni
formu, ale je§té nikoli tplnou formu. Uplnou formu ziskame, roziifime-li oba Eleny
disjunkce o literaly, které tyto ¢leny neobsahuji. To mizeme ucinit na zaklad¢ tautologie
p<>(pvLl), z niz — jak vime — plyne p<[(pvg)A(pv—Qq)]. Rozsifime-li prvni zavorku
0 literal r dostaneme (pA—gAr)v(PpA—QA—I)Vv(—pAr). Nyni zbyva rozsifit elementarni
konjunkci (—par) o literal g, ¢cimz koneéné dostaneme (PA—QAT)V(PA—=QA—T)V(—=PAQAT)
v(=pA—gar). Tato disjunkce je hledanou UNDF formule —(p—q)v(—pAr).

Tutéz formuli nyni pfeved'me na tvar UNKF. K tomu se vratme o nékolik krokd
diive, k fadku, kde jsme dostali (pA—Q)v(—pAr). Na formuli pouzijme distributivni zakon

[(pAQ)V(rAS)[«>[(pvr)A(pvS)A(gvr)A(gvs)]. Po jeho aplikaci ziskame:

(Pv=P)A(PVNA(=PV—a)A(=QVT)

Prvni ¢len ma tvar tautologie (zdkona vylouceného tfetiho) a na zékladé tautologie
(pAT)>p jej miZzeme vynechat. Tim dostaneme:

(pvHA(=pv—q)A(=gvr)

Rozsifme prvni ¢len o literal q:
(pvavnA(pv—=gvHA(=pv—=a)A(=Qgvr)

dale tfeti Clen, tj. (—pv—qQ) o literal r:
(pvavnA(pv—gvH)A(=pv—gvh)A(—pv—qv—r)A(=gvr)

a kone¢né posledni ¢len o literal p:

(pvgvnA(pv=avNA(=PV=AVNA(—pv—av—F)A(Pv—=aVvH)A(=pv—avr)

Ziskali jsme konjunkci sestavajici z Sesti Clend, z nichz podtrzené ¢leny se opakuji. Na
zakladé tautologie (pAp)<>p mizeme z opakujicich se ¢lenti ponechat pouze jeden, ¢imz
dostaneme:

(pvavHA(=pv—=gvn)A(=pv—qv—=r)A(pv—Qgvr)

Tato konjunkce je hledanou UNKF formule —(p—Q)v(—pAr). Ziskany poznatek, tj. Ze
formule —(p—q)v(—par) ma UNDF (pA—=QANV(PA=GA—=)V(=PAGAT)V(—PA—GAT)
a UNKF (pvgvn)A(=pv—avr)A(=pv—aqv—rA(pv—qvr) si lze ovéfit pomoci pravdivostni
tabulky formule, kterou uvadime na nasledujici strané.
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Pravdivostni tabulka formule —(p—Q)v(—pAr):

-
N—r

r P - q

—~
K=

J

1) 1 1 1

(2)

(©)

(4)

()

(6)

(1)

o|lo|o|o|Rr|k kR IrT
OO R ook |rla
ol ol ook

OR | OoOlrrr ool
PRl |lolololo|ld
ool o|lo|jo|o|>
ol olr| o ok

o|o|o|o|r|r|o|lo
o|lo|o|lo|r|k|-
RRRk koo~
o|lo|r| koo

(8)

Formule —(p—q)v(—pAr) je pravdiva ve tietim, ¢tvrtém, patém a sedmém fadku. Tietimu
fadku odpovida valuace proménnych v(p)=1, v(q)=0, v(r)=1, z niz sestrojime elementarni
konjunkci pa—gar. Ctvrtému fadku odpovida valuace v(p)=1, v(@)=0, v(r)=0, z niz
sestrojime elementarni konjunkci pa—ga—r, dale patému fadku s valuaci v(p)=0, v(q)=1,
v(r)=1 elementarni konjunkce —pAgAr, a kone¢né sedmému tadku s valuaci v(p)=0, v(q)=0,
v(r)=1 elementarni konjunkce —pA—Qgar. Disjunkce vSech elementarnich konjunkci, tj.
(PA=GANV(PA=GA—=N)V(—PAGAN)V(=pA—gar)  je  tedy vskutku UNDF  formule
—(pP—>g)v(=pAr).

Cviceni: Podobnym zptisobem sestrojte na zakladé pravdivostni tabulky UNKF formule.
Pokuste se dale najit UNKF na zakladé negace vychozi formule, tj. —[=(p—q)v(—pAr)]
pomoci vyse zminéného ,,technického triku*.

Priklad 4:
Pieved'me na UNDF a UNKF formuli p—(—p—q).

Aplikujeme-li tautologii (p—Q)<>(—pvq), dostaneme —pv(—p—q). Totéz provedeme
i s druhym ¢lenem disjunkce a dostaneme —pvpvq. Jelikoz plati tautologie (Tvp)<> T, je
ziejmé, Ze tato disjunkce je rovnéz tautologii (prvni dvojici disjunkce je tautologie —pvp,
zakon vylouceného tietiho). Formule p—(—p—qQ) je tudiz tautologii (jedna se o tautologii
znamou jako zakon Dunse Scota), coz znamena, Ze tato formule ma UNDF sestavajici
Z elementarnich konjunkci odpovidajicich valuacim atomickych vyroki ve vSech fadcich,
tj. disjunkci (pAQ)V(PA—=Q)V(=PAQ)V(—=pA—Q). Podle nasi dohody Ize UNKF zapsat
jako T.

Priklad 5:

Pieved'me na UNDF a UNKF formuli (p—q)—(q—p).

Nejprve aplikujeme tautologii (p—Q)<>(—pvQ), ¢imz dostaneme —(p—q)v—qvp. Jako
dalsi krok pouzijeme na prvni ¢len disjunkce (¢len v zavorce) tautologii (p—0)<>—(pA—Q),
odkud dostaneme (pA—Q)v—qvp. Tato formule jiz ma tvar disjunkce, zbyva rozsifit ji na

tvar UNDF. Toho dosdhneme postupnym pouZitim tautologii roziifeni pro konjunkci
a disjunkci na oba ¢leny —g a p. RozSifme nejprve €len —q. Ziejmé ziskame dalsi
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konjunkce, z nichz nékteré se mohou opakovat. Opakujici se konjunkce podtrhneme, ¢imz
dostaneme (pA—Q)v(PA—=Q)v(—pA—Q)Vvp. Z opakujicich se ¢lent (elementarnich konjunkci)
mizeme vSechny kromé jednoho vynechat. Vysledkem je disjunkce (pA—Q)v(—pA—Q)vp.
Dale rozsifime ¢len p, ¢imz dostaneme (PA—Q)V(—pPA—Q)V (PAQ)V(PA—Q). Podtrzené ¢leny
se opakuji, proto opét sta¢i, ponechame-li pouze jeden z nich. Vysledkem je disjunkce
(PA—Q)V(=pA—=0)Vv(PAQ). Tato disjunkce je UNDF formule (p—q)—>(q—p).

Nyni ukazeme daldi ,technicky trik®, jak na zakladé UNDF formule najit jeji
UNKEF. Vime, ze UNDF formule (p—q)—(q—p) je (pA—0)v(—pa—q)v(pAQ) a dale vime,
ze pro dvé vyrokové promeénné ma ptislusna pravdivostni tabulka formule ¢tyti fadky (pro
tf1 vyrokové proménné osm radka, pro Ctyfi vyrokové proménné Sestnact radki atd., obecné
pro n proménnych 2" ¥adk). Vime, e v fadcich odpovidajicich elementdrnim konjunkcim
UNDF je formule pravdiva. Nami sestrojend UNDF odpovida tfem fadkam, v nichz ma
formule pravdivostni hodnotu 1, zbyva tedy najit pouze jeden fadek, v némz je formule
nepravdiva. Na zékladé€ informace, kterou jiz mdme k dispozici, lze tento fadek najit i bez
sestrojeni pravdivostni tabulky. K tomu si do nasledujici tabulky zapiSme vSechny mozné
kombinace literalii pro dvé vyrokové proménné.

Tabulka moznych kombinaci literdli proménnych p a g:

P.q P,—q —p.q —P,—q

l. . Il. V.

Srovnanim s UNDF zjistime, Ze elementarni konjunkce UNDF odpovidaji kombinacim
literala L., I1. a IV. Zbyvajici kombinaci tudiz je —p, ¢, jiz odpovida elementarni konjunkce
—PAQ. Z této elementarni konjunkce lze jiz odvodit UNKF formule (p—q)—(g—p). Stadi,
nahradime-li v této elementarni konjunkci vSechny konjunkce disjunkcemi a zaménime-li
negovangé literaly za literaly bez negace a naopak literaly bez negace za literaly s negacemi.
Timto zptisobem dostaneme pv—Q coz je UNKF dané formule. Tento postup plati
samoziejmé i naopak (pii hledani UNDF na zakladé jiz znamé UNKF). Ziskané vysledky si
op¢t Ize ovétit pomoci pravdivostni tabulky.

Pravdivostni tabulka formule (p—q)—(gq—p):

Pl gl - 9 > @ - p
1111 1 17171 1 1
1/o0l1 o ofl1]l0 1 1
ol1]0 1 1]0[1 0 o
olof[o0 1 ofl1]0 1 o

Cviceni: Zduvodnéte tento postup. Ndapovéda: Prevedte jej na jiz znamy technicky trik,
ktery jsme zminili v zavéru Casti 4.2.

Priklad 6:
Pieved'me na UNDF a UNKF formuli (p—q)—[(rva)——(rvp)].

Nejprve  pouzijeme zobrazovaci tautologii  (p—Q)<>(—pvq). Tim dostaneme
=(p—q)Vv[(rvg)—>—(rvp)]. Tato formule ma tvar disjunkce, kde prvni ¢len je negaci
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implikace p—q. Dale pouzitim tautologie (p—Q)<>—(pA—(Q) na prvni ¢len disjunkce
dostaneme  (pA—Q)v[=(rvg)—>—=(rvp)]. Znovu pouzijeme zobrazovaci tautologii
(p—q)<>(=pvQg) a odvodime (pA—Q)Vv[(—=rA—=q)v—(rvp)]. Nyni je vétSina prace hotova,
zbyva prevést pomoci de Morganovych zakonu posledni ¢len disjunkce na konjunkeci,
odkud plyne (pA=Q)v(—gA—r)v(—pa—r). Tuto formuli jiz snadno roz§ifime na UNDF,
¢imz konecné dostaneme:

(pA=gANV(PA=GA—I)V(=PAGA—=F)V(=PA—GA—T)
Tato disjunkce je UNDF formule (p—q)—>[(rva)—>—(rvp)].

Cviteni: Sestrojte pravdivostni tabulku formule (p—q)—[(rva)—>—(rvp)] a oveite pomoci
tabulky, Ze uvedena disjunkce je skutecné¢ UNDF této formule.

Nyni pomoci jiz znamé UNDF sestrojime (bez pomoci pravdivostni tabulky) UNKF
formule (p—q)—[(rvg)—>—(rvp)]. Postupujeme pomoci triku vylozeného v piedchozim
prikladé. V nize uvedené tabulce vycisluyjeme vSechny mozné kombinace literalt
proménnych p, qar.

Tabulka moznych kombinaci literalli proménnych p, gar:

p,q,l’ p,q,—|r p,—|q,r p,—|q,—|l’ —|p,q,r —|p,q,—|l’ —|p,—|q,r —|p,—|q,—|l’

l. . Il. V. V. VI. VII. VIII.

Némi nalezené elementarni konjunkce UNDF odpovidaji po fadé kombinacim IIL, IV., V1.
a VIII. Kombinace, které nejsou vycerpany v UNDF, jsou tedy I., I, V. a VII. Jim
odpovidaji elementarni konjunkce (PAQAr), (PAQA—T), (=PAQAr),  (—=PA—QA).
Zaménime-li konjunkce za disjunkce a negované literdly za literdly bez negace a naopak,
dostaneme elementarni disjunkce hledané UNKF. Hledana UNKF ma tudiZ tvar:

(=pv—qv—r)A(=pv—=gVvrA(pPv—gv—=r)A(pvgv—r)

Cvifeni: Oveite pomoci pravdivostni tabulky formule (p—q)—>[(rvg)—>—(rvp)], ze
uvedena disjunkce je skuteéné¢ UNDF této formule.

Priklad 7:

Pieved’'me na tvar UNKF a UNDF formuli [(pvg)—>—r]A[pv(g<r)]. K formuli naleznéme
jeji premisy a logické disledky.

UNKF formule je (pvav—r)A(pv—avrA(pv—=av—r)A(=pvav—rA(=pv—qv—r) a UNDF
formule je (pAQA—=I)V(PA—=QA—T)V(=PA=QA—T).

Cvideni: Ovéite, Ze uvedené formule jsou skute¢né UNKF a UNDF vychozi formule.
Nyni nalezneme elementarni disjunkce, které se nevyskytuji v UNKF formule. Zfejmé se

jednd o disjunkce pvqvr, —pvgvr a —pv—gvr. Oznaéme Pi=pvqvr, Py=—pvqvr,
P3=—pv—qvr. Premisami formule tak jsou:
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UNKF

UNKF/\P]_
UNKF/\PZ
UNKFAP;
UNKF/\Pl/\Pz
UNKF/\le\Pg
UNKF/\P]_/\Pg
UNKF/\Pl/\Pz/\Ps

Logickymi diisledky formule jsou viechny kombinace elementarnich disjunkci UNKF
formule. Logické disledky formule tedy jsou pvqv—r; pv—qvr; .., —pv—Qv—r;
(pvav=nA(pv—=qvr); ... (=pvav—=rA(=pv—=qv-r); (pvav—=ra(pv—gvrA(pv—Qqv-r)
A(=pvav—r)A(=pv—gv-ir).

4.3 CviCeni

(1)
Naleznéte interpolacni formule ndsledujicich usudkil.
(@) =p<>q, pe>—r = g—(rvs)
(b) (qv—r)—s, =S = pv(—r<s)
(©) (pvg)<=>(—r—s); ga—r = (g—r)v(—s—t)
(d) g8, p—Q, pAr = (—gAar)—(sv—t)
(&) (pAsS)——r; sva; s—(pAr) E =(gar)v(s—t)
(F) pe>(rvs), =r—(gap) E t—(rvsv—Q)

(2)
Naleznéte UNKF a UNDF k nasledujicim mnoZinam premis.
(@) p—q, —p—or
(b) p—0, ~g—>—r, =(=pA—r)
(c) p—>(gAr), —q, pvavr
(d) [(=pA—=0)<>pl«>(—=pAQ)
(e) (p—a)—>(q—p)
(f) p—>(=p«>0)
(9) [(P—>NA(p—n]->[(pva)—r]
(h) (P> A(P—>1)ApA—=(qvr)

3)
Naleznéte UNKF a UNDF a stanovie vSechny logické dusledky premis a vSechny
predpoklady premis.
(a) pv(gAr), p—r
(b) p—>(qvr), r—>q
() p—>(g—r), r>—p
(d) pva, p—q
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(6) —pvd, —=gA—I, g—p

(F) pAgA—r, pvr, ro—q, p—r

(9) [(=pAg)vr]e>p, —p<>q

(h) [p=>—=(pa)]=>(p<>0), (p>0)—>[P—>—(p<>q)]

(4)
Vysvetlete, jaky jak spolu souvisi ukol najit UNDF néjaké formule a priklady o poctivcich
a padousich, Martanech a Venusanech atd. z kapitoly 1.

(5)
Disjunkce (—pvavr)A(pv—av—r) je UNKF formule [p—(Qv)]A[(Ar)—pl. Zaménime-i
v této UNKF disjunkce za konjunkce a negované literaly za literaly bez negace a naopatk,
dostaneme disjunkci (pA—QA—F)V(=PAQAT). Je tato disjunkce UNDF vychozi formule?
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Reseni:

(1)
(@) g<or, (b) ra=s, (€) ga—ras, (d) garas, () (gArA=S)v(ga—ra—s),
(F) (QArAs)v(gAra—=s)v(qa—rAs)v(—=gAras)v(—gqAra—s)
)
(a) UNKF (pAQADA(PV—gvI)A(=pvaVHA(=pvgv—r), UNDF (PAGAN)V(PAGA—I)V
, (=pAgAN)V(—=pA—QAT) ’
(b) UNKF (pAgAnA(pv—gvn)A(pvav—r)A(=pvavrA(—=pvgv—r), UNDF (pAgAar)v
~ (pAGA=N)V(=PAGAT),
(¢) UNKF (pvavn)Aa(pv—qvn)A(pv—aqv—r)A(=pvavrA(=pvgv—r)A(=pv—qvra
(=pv—qv—r), UNDF —pA—gAr ’
(d) Formule je tautologii, proto UNDF = T, UNKF neexistuje
(¢) UNKF pA—@, UNDF (pAQ)v(pA—Q)v (=pA—0)
() UNKF —pv—q, UNDF (pA—Q)Vv(=pAQg)v(—pAr—q)
(g) UNKF (pAgAn)v(pAga—=n)V(PA—=OAN)V(PA—=GA—=T)V(=PAGAT)V(=PA—QAT)V
(—pA—gA—r), UNDF —pAQA—r
(h) Formule je kontradikci, proto UNKF neexistuje a UNDF = L
3)
(a) UNKF (pvavr)A(pvgv—na (pv—avrA(=pv—=avr), UNDF (pAQAN)V(PA—GAT)V
, (pA—=gA—I)V(—PAQAT) ’
(b) UNKF (pvgv—r)A(=pvavr)A(=pvgv—r), UNDF (pAgAr)v (PAGA—F)V(—PAGAF)v
, (=pAgA=I)V(—pA—=gA—T) ’
(¢) UNKF (—pvgv—r)A(=pv—qvr)A (—=pv—=qv—r), UNDF (pA—QA—I)V(—=PAQAT)V
, (ﬁpAqAﬁr)v(ﬁp/\—.g/\r)v(—.p/\—.q/\ﬁr),
(d) UNKF (pvg)A(—pvq), UNDF (pAG)v(—pAQ)
(e) UNKF (pvav—rn)A(pv—gvnA (pv—=qv—r)A(=pvavrnA(=pvav-rA(—pv—qvr)a
(—|p\/ﬁq\/ﬁl’), t]NDF —’|p/\—|q/\—|l’, ;
(f) Premisy jsou sporné, proto UNKF neexistuje a UNDF = L
(g) UNKF (pvgvna (pvav—r)A(pv—qvr)A(py—gv—r)A(=pvavrA(=pv—aqvr)a
(—pv—gv—r), UNDF (pA—QAr),
(h) UNI((I; (PA—Q)V(—pAQ)V(—pA—0), UNDF —pa—q
4
V ptikladech o poctivcich a padouSich apod. bylo naSim tkolem sestrojit pravdivostni
tabulku a zjistit, kdy jsou pravdivé urcité ekvivalence. Z téchto poznatkli jsme zjist'ovali
pravdivostni hodnoty vychozich atomickych vyroki, tj. néjakou elementarni konjunkci,
ptipadné vice elementarnich konjunkci UNDF, byla-li tabulka pravdiva ve vice fadcich.
(5)

Nikoli. Uvazovana disjunkce je UNDF negace vychozi formule, tj. formule:

—{[p—>(Qvn]IAl(QAn—pl}
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5 PRIROZENA DEDUKCE VE VYROKOVE
LOGICE

5.1 Zakladni pojmy

5.1.1 Piimy dikaz, nepiimy dikaz, ditkaz s hypotézou

V piedchozich kapitolach jsme se zabyvali sémantickymi metodami vyrokové logiky. Jak v
tabulkové metod¢, tak rovnéz v metod¢ protiptikladu mimo samotné formule (jazykové
vyrazy) totiz pracujeme s jejich modely, pfip. kontramodely. Vyuzivame-li v§ak vyznamy
jazykovych vyrazl, pracujeme jiz nikoli na urovni syntaxe, ale rovnéz na irovni sémantiky.
V této kapitole se budeme zabyvat dilezitou syntaktickou metodou, jmenovité dedukci ve
vyrokové logice. (Poznamka: Jinym ptikladem ryze syntaktické metody, kterou jsme se az
dosud zabyvali, byla metoda ekvivalentnich uprav formuli.) Budeme se vSak zabyvat pouze
metodou pfirozené dedukce, nikoli metodou axiomatickou, a déale metodou
ptedpokladovou, nikoli metodou sekven¢ni. Samotnd idea pfirozené¢ dedukce byla
inspirovana ivahami polského logika a filosofa Jana Lukasiewicze, ktery vysel ze srovnani
axiomatické metody (napt. Fregeho axiomatizace, Russellovy axiomatizace, Hilbertovy
axiomatizace apod.) a bézné¢ho matematického ¢i filosofického usuzovéani. Axiomaticka
metoda predpoklada, ze jsme jiz piijali néakou mnozinu pevné danych,
nezpochybnitelnych a dale nezdGvodnitelnych axiomii, z nichz pomoci odvozovacich
pravidel vyvozujeme teorémy. V bézné neformdlni tivaze vSak vétSinou nevychdzime
z axiomd, ale jen z né&jakych predpokladii, a z nich vyvozujeme ty ¢i ony zavéry.
Dokézeme-li na zékladé ptredpokladl néjaky zavér, pak pokud jsou pravdivé ptedpoklady,
musi byt pravdivy 1 dokazany zavér. O pravdivosti €1 nepravdivosti samotnych piedpokladi
a zavéru ndm vsak samotna logika nic nefikd. Podafi-li se nicméné dokéazat n¢jaké tvrzeni
bez jakychkoli ptfedpokladli, pak jsme dokéazali logicky teorém. Lukasiewicz vznesl
pozadavek, aby byl sestrojen systém, ktery by formalizoval tyto metody pfirozeného
usuzovani. Prvni takovy systém piedlozil v roce 1929 Lukasiewicziiv zdk Stanistaw
Jaskowski. O né¢kolik let pozdéji a nezavisle na vysledcich dosaZenych polskymi logiky
navrhl vlastni systém pfirozené dedukce némecky logik Gerhard Gentzen. Jeho systém
predstavuje sekvencni variantu pfirozené dedukce a na jejim zéklad¢ je zpracovana napf.
vybornd Ceskd monografie Jandk (1973). Metodu Gentzenovy dedukce i1 predpokladové
ptirozené dedukce pro klasickou logiku a nékteré jiné systémy popisuje Prawitz (1965).
Metoda ptirozené¢ dedukce a jiné deduktivni metody jsou popsany rovnéz v Sundholm
(1994). V této kapitole se zabyvame zjednoduSenou variantou polské metody pfirozené
dedukce, kterd je vylozena napt. ve Stépan (2001).

Nyni jiz ptejdeme k vymezeni zakladnich pojmi, tj. k pojmim piimého diikazu,
nepiimého diikazu a dikazu s pomocnou konstrukei.

Definice (piimy dikaz):

Ptimym dikazem usudku Aj, Ay, ..., Ay E B rozumime posloupnost formuli Az, Ay, ..., An,
..o, Am, z nichz prvnich n formuli tvofi premisy usudku. Dals§i formule posloupnosti, tj.
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formule An+1, ..., Am, jsou dusledky premis odvozené na jejich zakladé pomoci
odvozovacich pravidel, ptipadné jiz diive dokazanych logickych teorému. Posledni formule
posloupnosti, formule Ay, musi byt totozna s dokazovanou formuli B.

Definice (nepiimy diikaz; téZ apagogicky dukaz, dikaz sporem):

V ,obyéejném* tsudku A;, Az ..., An E B jsou premisami formule A;, Az, ..., An.
Apagogicky (neptimy) dikaz usudku (dikaz sporem, reductio ad absurdum) je dukaz, kde
jako dodate¢nou premisu k premisam Aj, Ay, ..., Ay doplnime apagogickou premisu, neboli
negaci zavéru, tj. formuli —B. Dostaneme tak usudek A;, ..., A,, =B & L. Ukolem
nepiimého dikazu usudku je dokdzat spornost apagogické premisy —B s mnozinou premis
A1, Ay, ..., An. Zavedeni apagogické premisy oznacujeme jako PND (piedpoklad nepiimého
dikazu).

Poznamka: Termin ,,apagogicky dikaz* je zkratkou z ,,¢pEgein e,j ¢dUnaton*, resp.
»¢pagwg» dij toa ¢dunLtou“ (dovedeni do absurdity, lat. reductio ad absurdum).
Samotny termin ,,¢pagwg»“ nicmén¢ u Aristotela i jinych feckych a helénistickych
filosofti znamena dedukci obecné, tj. nikoli pouze dedukci nepfimym dikazem. (Podobné
termin ,,""pagwg»‘ znamena obecné indukci.) V soufasném smyslu pouzivany termin
»apagogicky dikaz* tak plivodni vyznam znacné specializuje.

Definice (ditkaz s pomocnou konstrukei, resp. s pomocnou hypotézou):

Dukaz usudku Aj, Ay, ..., Ay E B lze casto usnadnit néjakou pomocnou konstrukei
(hypotézou) H. Postupujeme tak, ze z hypotézy H, premis A, Az, ..., A, a ostatnich fadkt
diikazu vyvodime rtizné disledky, napf. Hy, ..., H;. Rédky s formulemi H, Hy, ..., H; musime
— protoze se pohybujeme v oblasti hypotézy — od ostatnich fadkli dikazu (na nichZ se
vyskytuji vyhradné premisy a logické dasledky premis, ptipadné jiz dokdzané teorémy)
néjakym zietelnym zplsobem odlisit; v naSem textu budeme hypotézu a jeji disledky
graficky naznacovat odsazenim zleva. Hypotézu pak lze ,legalizovat tak, ze z formuli H
(vychozi hypotéza) a H;j (j-ty dusledek hypotézy) sestrojime implikaci H—H;. S touto
formuli mizeme jiz pracovat jako s ,fadn¢ zavedenou“ formuli. Dikaz formule B na
zéklad€ premis Az, Ay, ..., Ay a hypotézy H tak ma napft. nasledujici formalni skladbu.

Formalni skladba diikazu tisudku s pomocnou konstrukei:

Ay, ..., Ay - premisy

An+l
... Aq- disledky premis
H - hypotéza
H; - j-ty duisledek hypotézy
H—H; - ZH (,,fadné zavedena“ formule)
Aq+1

Am_1 - dalsi dasledky premis a vySe uvedenych formuli
An - dokazovany zaver
|
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Formule A1, ... Aq jsou logické dusledky premis Ag, ..., A,. Formule H je hypotéza
(pomocna konstrukce), z niz vyvozujeme dalsi disledky. H; je j-ty dusledek hypotézy.
Formuli H; ,legalizujeme* prostfednictvim implikace H—H; (mlZeme samoziejmé
legalizovat i vice disledkd hypotézy H). Dalsi formule Ag+1, ..., Am1 az Ay (kde Ay je
dokazovana formule B) jsou znovu duasledky vyse odvozenych formuli spolu s formuli
H—H; (pfipadn€ s vice takovymi formulemi). Dikaz miZe obsahovat vice pomocnych
konstrukci.

5.1.2 Odvozovaci pravidla pro prirozenou dedukci

Dalsi zakladni pojem, jemuZz se musime strucné vénovat, predstavuje pojem odvozovaciho
pravidla. Odvozovaci pravidla jsou povolena pravidla, jak urcité formule transformovat na
jiné formule, resp. jak z formuli vyvozovat dals$i formule. Zdivodnéni odvozovacich
pravidel pro jednotlivé logické funkce a jejich korespondence s nasimi intuitivnimi pravidly
pro manipulaci s vyrokotvornymi spojkami pfirozeného jazyka je pomérné kontroverzni
zalezitosti a spiSe nez do samotné logiky spada do kompetence filosofie logiky. Uzite¢nou
diskusi téchto problému najde ¢tenaf napt. v Engel (1991), v Hughes, ed. (1993) a v Kolaf
(1999). Napt. Susan Haackova v této souvislosti zmifnuje nasledujici dilema: Dedukci nelze
zdvodnit induktivné, protoze takové zdiivodnéni by bylo pfili§ slabé (deduktivni dikazy
by pak nemohly mit nezpochybnitelnou platnost, jakou po nich — napf. v matematice — jisté
pozadujeme). Na druhou stranu, dedukci nelze zdivodnit deduktivné, protoze takové
zdivodnéni by predstavovalo diikaz kruhem. Podrobnéji viz Haack (1976). V nasem textu
vicéi této kontroverzi nicméné nezaujimame zadné stanovisko a predpokladame, Ze
deduktivni metoda (a tudiz i odvozovaci pravidla pfirozené dedukce) je dostatecné
zdivodnéna a Ize ji bez obav pouzit.

Za zakladni pravidla pfirozené dedukce povazujeme pravidlo modus ponens,
pravidla zavedeni a eliminace konjunkce, pravidla zavedeni a eliminace disjunkce
a zavedeni a eliminace ekvivalence. V nasledujicim ptehledu téchto pravidel uvadime
v zavorce zkratku, s jejiz pomoci budeme v konkrétnich diikazech aplikaci daného pravidla
naznacovat.

Modus ponens (pravidlo odlouceni eliminace implikace) (MP):

A-B, A
B

Neformalni vyznam tohoto pravidla je jednoduchy: Je-li pravdiva implikace A—B a rovnéz
jeji antecedent A, musi byt pravdivy také konsekvent B. Toto pravidlo je plné odiivodnéno
prvnim fadkem pravdivostni tabulky implikace (viz kapitola 2.1).

Zavedeni konjunkce (ZK):

A B
AAB

Eliminace konjunkce (EK):

AnB AnB
A B
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Pravidla zavedeni a eliminace konjunkce jsou rovnéz ziejma.

Zavedeni disjunkce (ZD):

A

AvB

Toto pravidlo je podstatnym zplsobem zalozeno na nevyluCovacim vyznamu disjunkce.
Jestlize je pravdivy néjaky vyrok A, pak musi byt pravdiva disjunkce vyroku
A s libovolnym vyrokem B, nehled¢ na to, zda vyrok B je pravdivy nebo nikoliv.

Eliminace disjunkce (disjunktivni sylogismus) (ED):

AvB, A AvB, —B
B A

Intuitivni vyznam pravidla je jisté¢ zfejmy. Pfedpokladdme, Ze je pravdiva disjunkce AvB
a ze vyrok A je nepravdivy. Pak musi byt pravdivy vyrok B.

Zavedeni ekvivalence (ZE):

A—B, BoA
A-B
Eliminace ekvivalence (EE):
AoB AoB
A—B B—A

Pomoci zakladnich pravidel Ize snadno dokézat dalsi pravidla, tzv. odvozena pravidla pro
sylogismu, pravidlo hypotetického sylogismu, modus tollens, transpozice implikace,
eliminace a zavedeni dvoji negace, negace disjunkce, jednoduché a slozené konstruktivni
dilema, jednoduché a slozené destruktivni dilema, modus ponens pro ekvivalenci, pravidlo
tranzitivity ekvivalence, pfesun negace v ekvivalenci, pravidlo negace implikace, ptipadné
dalsi pravidla (napf. pro dalsi vyrokové spojky jako je vylucujici disjunkce apod.).

Konjunktivni sylogismus (KS):

—(ArB), A —(ArB), B
—B —A

Piedpokladame, ze vyroky A a B nejsou zaroven oba pravdivé a dale Ze vyrok A je
pravdivy. Pak z dvojice A a B musi byt nepravdivy vyrok B. Podobng, je-li pravdivy
vyrok B.

Hypoteticky sylogismus (tranzitivita implikace) (HS, TI):

A—B, B—>C
A—C
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Modus tollens (pravidlo odnéti) (MT):

A—)B, —B ﬁA—>—|B, B
—A A

Pravidlo nam tika, zZe jestlize je pravdiva implikace A—B a vyrok B je nepravdivy, pak
musi byt nepravdivy rovnéz antecedent implikace A.

Poznamka:

Je dilezit¢é nezaménovat deduktivné platna pravidla modus ponens a modus tollens
S deduktivne neplatnymi pravidly ,tvrzeni konsekventu“ (TK) a ,,popirani antecedentu*
(PA). Deduktivné neplatné pravidlo TK ma tvar: A—»B, B = A. Z pravdivosti implikace
A—B a pravdivosti konsekventu B nesmime je$té usuzovat na pravdivost konsekventu A.
Neplatné pravidlo PA ma tvar: A—»B, —A +~ —B. Je-li pravdivda implikace A—B
a nepravdivy antecedent A, neznamena to jesté, Ze je nepravdivy rovnéz konsekvent B.

Transpozice implikace (TR):

Pravidlo udava zakonitosti spravné konverze (transpozice) implikace. Jeli pravdiva
implikace A—B, pak odtud neplyne, ze je pravdiva rovnéz implikace B—A, ale pouze
implikace —=B——A, tj. slovy: Neplati-li B, pak neplati A.

Eliminace dvoji negace (EDN):

_|_|A

A

Zavedeni dvoji negace (ZDN):

A

_|_|A

Negace disjunkce (ND):

—A —B

Jednoduché konstruktivni dilema (JKD):

A—-C,B—>C,AvB
C

SloZené konstruktivni dilema (SKD):

A—B,C—>D, A/C
BvD

Jednoduché destruktivni dilema (JDD):

A—)B, A—)C, —|BV—|C
—-A
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SloZené destruktivni dilema (SDD):

A-B, C-»D, -Bv-D

—|AV—|C

Modus ponens (pravidlo odlo

uceni) pro ekvivalenci (MPE):

AoB, A
B

AoB, B
A

Tranzitivita ekvivalence (TE):

AoB, B&C
AeC

Negace ekvivalence (NE):

Presun negace v ekvivalenci (PNE):

Pravidla NE a PNE ndm udévaji dilezité zékonitosti, jimiz se fidi ekvivalen¢ni formule.
Obe¢ tato pravidla jsou zaloZena na sémantickych vlastnostech ekvivalence.

Negace implikace (N1):

Ar—B

Implikace miZe byt nepravdiva pouze tehdy, je-li jeji antecedent pravdivy a konsekvent
nepravdivy. Pravé to vyvozuje pravidlo NI z piedpokladu, ze implikace A—B je
nepravdiva.

Pro uplnost vykladu je zapotfebi zminit se o korespondenci mezi Usudky
a formalnimi dikazy. Tyto vztahy studuje metalogika. Z hlediska vyrokové logiky, jiz se
nyni zabyvame, plati tzv. véta o korektnosti a tzv. véta o sémantické uplnosti. Véta
0 korektnosti ndm ftika, ze kazdou formalni dedukeci (tj. diikaz, neboli posloupnost formuli)
lze prevést na néjaky sémanticky platny usudek. Naopak véta o Gplnosti nam fika, Ze ke
kazdému sémanticky platnému usudku existuje jeho formélni dikaz. Obé véty tak lze
shrnout do nasledujiciho tvrzeni.

Véta o korektnosti a sémantické uplnosti pro vyrokovou logiku:
A1, Ay, ..., An E B (4. tsudek je sémanticky platny) plati pravé tehdy, kdyz plati Az, Ao, ...,
A, = B (tj. existuje-1i formalni diikaz asudku).

Znakem ,,-* rozumime dedukovatelnost a zapis A, Ay, ..., Ay = B nam tika, ze zavér B lze
deduktivné odvodit z premis Az, Ay, ..., An. Tato véta neni vitlbec samoziejma. Sémantické
vyplyvani (viz znak ,,=*) a dedukovatelnost (viz znak ,,—*) jsou totiz dva rizné pojmy
a pravé o jejich koextenzionalité (stejném rozsahu) véta vypovida. Dukaz véty pro
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ptirozenou dedukci ve vyrokové logice lze najit napt. v Jandk (1973) a v dalsi literatufe.
O jeji netrivialité¢ vypovida fakt, Ze pro nékteré systémy véta neplati. Napf. jiz predikatova
logika druhého fadu neni Uplna, tj. existuji v ni (sémanticky) platné usudky, které nelze

v

deduktivné dokazat. Podrobnosti Ctenar najde ve specializovangjsi literatute, napt. v Kleene
(1967), Mendelson (1997) a Sochor (2001).

Ve formalnich dikazech byva ¢asto uzitecna véta o dedukci.

Véta o dedukei pro vyrokovou logiku (sémanticka varianta):
Usudek Ag, A, ..., A, = B—C je platny pravé tehdy, je-li platny usudek A;, Ay, ..., An, B
E C.

Dukaz:
Véta vypovida o ekvivalenci mezi usudky Aj, Ay, ..., Ay = B>C a Ay, Ay ..., Ay, BEC.
Musime tedy dokazat za prvé, ze pokud je platny tsudek A;, A, ..., Ay E B—>C, pak je
platny rovnéz tsudek Aj, Ay, ..., Ay, B = C; a za druhé, Ze pokud je platny tsudek A;, Ay, ...,
A, B = C, pak je platny rovnéz tsudek Az, Ay, ..., An E B—>C. Dokazme prvni ¢ast.
Predpokladejme, Ze je platny usudek A;, Ay, ..., Ay E B—C. Pak kazdy model :m,
ktery spliiuje vSechny premisy Az, Ay, ..., An, musi spliiovat rovnéz zavér usudku, tj. formuli
B—C. Vyberme z tfidy modeld, které v ptipad€, ze spliuji premisy A1, A, ..., An, splituji
rovnéz zavér B—C, jeden takovy model a ozna¢me jej jako M. Nyni predpokladejme, ze
M nespliuje tsudek Az, Ay, ..., Ay, B = C. Pak ovSem model M spliuje vSechny premisy
A1, Ay, ..., An, B, avsak nikoli zavér C (viz definici logicky platného usudku v kapitole 2).
To znamena, ze formule Ay, A, ..., An a B jsou pravdivé a formule C nepravdiva (v modelu
M), a tudiz je nepravdiva (v modelu M) rovnéz formule B—C. To je spor s tim, co jsme
predpokladali, totiz Ze model M splituje Gsudek A, Ay, ..., Ay E B—>C. Neni tedy mozné,
aby model M v piipad¢, ze splinuje tsudek A, Ay, ..., An E B—C, nesplioval zaroven
usudek Az, Ay, ..., Ay, B = C. Jelikoz jsme model M vybrali jako libovolny model z tiidy
vSech modelti M, které v piipad€, Ze splituji premisy Az, Ay, ..., Ay, spliiuji rovnéz zaveér
B—C, je ziejmé, ze totéz plati pro libovolny model z tfidy vSech M. Tim je dokazana prvni
Cast véty, tj. ze je-li platny asudek A, Ay, ..., Ay = B—C, pak je platny rovnéz usudek A;,
Ay, ..., An, B = C. Diikaz druhé ¢asti véty je analogicky. B

Cviceni: DokaZzte druhou ¢ast véty, tj. tvrzeni, Ze pokud je platny Gsudek A, Ay, ..., Ay, B
= C, pak je platny rovnéz Gsudek Ay, Ay, ..., Ay = B—>C.

Podle véty o dedukei tedy lze antecedent implikace v zavéru ,,pfesunout mezi premisy
a povazovat jej za jednu z premis usudku. Na zaklad¢ véty o korektnosti a sémantické
uplnosti musi platit i syntaktickd varianta této véty, kterou budeme Vv naSich formalnich
dukazech ¢asto pouzivat.

Véta o dedukci pro vyrokovou logiku (syntakticka varianta) (VD):

Ay, Ay, ..., Ay = B—>C plati pravé tehdy, plati-li Aj, Ay, ..., An, B = C, tj. slovné: Z premis
A1, Ay, ..., Ay deduktivné vyplyva zavér B—C pravé tehdy, kdyz z premis A, A, ..., An, B
deduktivné vyplyva zavér C.
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Aplikace véty o dedukci, teoréml vyrokové logiky a odvozovacich pravidel
piirozené dedukce pro konkrétni dikazy usudki pfedvedeme v dostatecné mire na feSenych
ptikladech.

5.2 Resené piiklady
Priklad 1:

Usudek: Slouzite Bohu nebo penézim a nemuzete slouzit obéma. Tudiz: Neslouzite-li
penézim, pak slouzite Bohu.

Poznamka: Jest¢ nez se pustime do konstrukce formalniho dikazu usudku, je uziteCné
presvédcCit se o jeho platnosti ¢i neplatnosti. Disledkem vét o korektnosti a sémantické
uplnosti je totiz to, ze formalni diikazy existuji pouze pro platné tsudky. Presvédéime-li se
tedy ptedem, zda je usudek platny, miizeme si usetfit zbyte¢nou praci s hledanim dtkazu,
ktery neexistuje. V nésledujicich piikladech tedy nejdiive za¢indme ovéfenim platnosti
usudku.

Atomické vyroky: b = Slouzite Bohu*; p = ,,Slouzite penéztm*
Spor v hypotéze protiptikladu pro usudek (bvp)Aa—(bAp) E —p—b:

(b v p

A = (b A p E —p o> b
1 0
1] 1 1 0
0 0 0 0
0] 0
spor 1
Ditkaz:
1. (bvp)A—(bAp) - premisa
2. —p - premisa podle VD
3. bvp -EK 1
4.b -ED 2,3
[ |

Pro srovnani vyhod, které nam poskytuje zhustény formalni zapis dikazu usudku
a k procviceni usuzovani v pfirozeném jazyce uvedeme u tohoto pifikladu a u nékolika
dalsich ptikladi i slovni piepis formalniho dikazu.

Slovni formulace diikazu: Slouzite Bohu nebo pen¢zim a nemizete slouzit obéma
(premisa). Tedy plati, Ze slouzite Bohu nebo pené¢ziim (fddek 3). Predpokladejme, Ze
neslouzite penézim (premisa podle VD). Pak plati, Ze slouzite Bohu (tfadek 4). Tudiz
skute¢né plati, Ze neslouzite-1i penéziim, pak slouZzite Bohu. B

Cviceni: Naleznéte apagogicky dikaz usudku.
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Priklad 2:
Usudek: Jsem posedly tim, Ze vydélavam penize na Zivobyti. Jsem-li posedly vyd&lavanim
penéz na zivobyti, pak miluji penize. Nemiluji zarovein Boha a penize. Nemiluji-li Boha,

pak nejsem opravdovy kiestan. Tudiz: Nejsem opravdovy kiest’an.

Atomické vyroky: v = |Jsem posedly vyd€lavanim penéz na zivobyti“; p = ,,Miluji
penize; b = ,,Miluji Boha“; k = ,,Jsem opravdovy kiestan*

Spor v hypotéze protipiikladu pro usudek v, v—p, —(bAp), —=b——k = —k:

Vv, V. > p, =( b A p), b - -k F —k

1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0
1
| 0]
spor

Diikaz:
1.v
2.V—>p
3. —=(bAp)
4, —b—>—k - premisy
5p -MP 1,2
6. —b -KS5,6
7. =k -MP 6, 4
[ ]

Slovni formulace diikazu: Jsem posedly vydélavanim penéz na zivobyti (premisa). Jsem-li
posedly vydélavanim penéz na Zivobyti, pak miluji penize (premisa). Tudiz plati, ze miluji
penize (fadek 5). Nemiluji zaroven Boha a penize (premisa). AvSak miluji penize, jak bylo
pravé dokazano, tudiz nemiluji Boha (fadek 6). Nemiluji-li Boha, pak nejsem opravdovy
ktestan (premisa). AvSak nemiluji Boha, jak jsem praveé dokazal, a proto nejsem opravdovy
kiest’an (fadek 7). Tudiz skutecné plati, Ze nejsem opravdovy kiest'an.

Priklad 3:
Usudek: Jestlize jsem piekvapen svym jednanim, pak je nedobrovolné. Jestlize nejsem
ptekvapen svym jedndni, pak je védomé a mohu uvést motiv, ktery mne k nému vede.

Tudiz: Je-1i mé jednani dobrovolné, pak mohu uvést motiv, ktery mne k nému vede.

Atomické vyroky: p = ,.Jsem piekvapen svym jednanim®; d = ,,M¢é jednani je dobrovolné®;
v =,M¢ jednani je védomé*‘; m =, Mohu uvést motivy svého jednani‘
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Spor v hypotéze protiptikladu pro usudek p——d, —-p—(vAam) = d—m:

p > -d , -p > (v A~ mE d - m
1 1 0
[0 ] 0 0 1 0
0
spor | 0| 0
Diikaz:
2. —p—(vAm) - premisy
3.d - premisa dle VD
4. —p -MT 3,1
5.vAMm -MP 4,2
6. m -EK S
[

Slovni formulace ditkazu: Jestlize jsem piekvapen svym jednanim, pak je nedobrovolné
(premisa). Piedpokladam vsSak, ze mé jednani je dobrovolné (premisa dle VD). Tudiz
nejsem svym jednanim piekvapen (fadek 3). Jestlize nejsem piekvapen svym jednanim, pak
je védomé a mohu uvést motiv, ktery mne k nému vede (premisa). AvSak nejsem piekvapen
svym jednanim, jak jsem pravé dokézal. Mé jednani je tedy védomé a mohu uvést motiv,
ktery mne k nému vede (fadek 5). Tudiz skute¢n¢ mohu uvést motiv, ktery mne k mému
jednéni vede (fadek 6). B

Priklad 4:

Usudek: Jestlize hlida¢ o loupeZi v&dél, pak je zkorumpovany. Nevédél-li o loupeZi, pak je
neschopny. Tudiz: Hlidac je zkorumpovany nebo neschopny.

Atomické vyroky: v = ,Hlida¢ o loupezi védél“; k = ,Hlida¢ je zkorumpovany®, n =
,,Hlida¢ je neschopny*

v—kK, —=v—n E kvn
Cviceni: Hypotézou protipiikladu dokazte platnost tsudku.

V diikazu tsudku pouzijeme slozené konstruktivni dilema a ptipad tautologie pv—p.

Diikaz:

1.v—k

2. —V—n - premisy

3. vw—Vv - tautologie
4. kvn -SKD 1, 3,2
[ |
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Poznamka: Vhodné volend dilemata Ize GspéSné pouzit v pseudoargumentaci. Uvedeme
jeden vtipny ptiklad pseudoargumentace. Dokazovand teze: Muzi jsou politovanihodna
stvofeni. Dlkaz: Je-li muz Zenat, pak je politovanihodny (musi se kromé sebe starat
i 0 Zenu). Neni-li muz Zenat, pak je opét politovanihodné stvofeni (protoZe nema Zenu,
ktera by se o n¢j starala). AvSak muZ je Zenat nebo neni Zenat (pv—p). Tudiz skute¢né plati,
ze muzi jsou politovanihodna stvofeni.

Cviceni: Podobnou pseudoargumentaci vSak lze dokazat i opacnou tezi, tj. ze muZzi nejsou
politovanihodna stvofeni. Sestrojte za pomoci konstruktivniho nebo destruktivniho
dilematu dikaz této teze. Dalsi ptiklady pseudoargumentace viz napi. Berka, Rybova
(1988), Brenner (1993), Jauris, Zastavka (1992) a Zastavka (1998).

Priklad 5:

Usudek: |l->m, —(man) & l»>—n

Spor v hypotéze protiptikladu pro usudek I-m, —=(man) & [>—n:

I > m —-(m A n E | - —n
1 1 0
1 1 0] 1 0
1 1
1]
spor
Diikaz:
1. l->m
2. —~(mAn) - premisy
3.1 - premisa dle VD
4. m -MP1,3
5.—n -KS 4,2
[ ]
Priklad 6:

Usudek: b—d, d—(sa—t), sot = —b

Spor v hypotéze protiptikladu pro usudek b—d, d—(sa—t), s>t = —b:

b - d d —> (5 A <) , S & t E b
1 1 1] 0
1 1 1 1
1 1 1 0
0]
spor
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V nésledujicim diikazu pouzijeme hypotézu a jednoduché destruktivni dilema. Pravidlo
JDD pouzijeme podobnym zptsobem jako pravidlo JKD v ptikladu 4.

Primy dukaz: Neprimy dukaz:

1. b—d 1. b—d

2. d—>(sa—t) 2. d—>(sn—t)

3. st - premisy 3. st - premisy
4.d - hypotéza 4.b - PND
5. sSA—t -MP 4,2 5.d -MP4,1
6.s -EK5 6. sA—t -MP5,2
7.t -EK S 7.5 -EK6

8.d—>s -ZH4,6 8. —t -EK 6

9. d—>—t -ZH 4,7 9.1 -MPE 7,3

10. s>t -EE3 spor 8, 9

11. d—>t -HS 8, 10

12. tv—t - tautologie

13. —d -JDD 9, 11, 12

14. —b -MT 13,1

[

Priklad 7:

Usudek: Pokud bratr nebo sestra dostali penize, pak zaplatili plyn a oht4li si veéefi. Pokud
zaplatili plyn, pak nesli domi. Avsak $li domut. Tudiz: Setra dostala penize.

Atomické vyroky: b = , Bratr dostal penize™; s = ,,Sestra dostala penize*; p = ,,Zaplatili
plyn“; d = ,,Sli doma*; v =,,0Ohiali si vecefi*

Kontramodel usudku (bvs)—(pAv), p——d, d = s:

b v s) - @ A VvV, p > —-d , d E s
1 1 1 0
0 0 0
0 0
0 0 v(v) = cokoliv

Na zékladé¢ hypotézy protipiikladu jsme nenalezli Zadny spor. To dokazuje, Ze naSe
hypotéza je spravna, tj. Ze existuje bezesporna moznost, jak vSechny premisy mohou byt
pravdivé a zavér nepravdivy. Usudek tedy neni platny. V tabulce uvedené ohodnoceni
atomickych proménnych v(b)=0, v(s)=0, v(p)=0, v(d)=1, v(v)=1 (resp. v(v)=0) ptedstavuje
protiptiklad, neboli kontramodel tisudku, a jeho nalezenim jsme si uSettili praci s hledanim
neexistujiciho formalniho dikazu.

Priklad 8:

ﬁsudek: r—s, —=s——it, ﬁ(ﬁr/\ﬁt) =S
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Spor v hypotéze protiptikladu pro usudek r—s, —s——t, =(—ra—t) = s:

r - S5, =5 = _lt, — (—|I’ A —|t) = S
1

1 1] 0
0 0 1 1 1 1
1
0]
spor
Diitkaz:
lros
2. —S——t
3. =(=ra—t) - premisy
4, —s - hypotéza 9. —s—>r -ZH 4,7
5 —r -MT 4,1 10. rv—r - tautologie
6. —t -MP 4,2 11. ——s -JDD §, 9, 10
7.r -KS 6,3 12. s -EDN 11
8. —s—>—r -ZH4,5 u

Cviceni: Uvedeny dikaz je delsi, nez je nezbytné¢ zapotiebi. Navrhnéte, jak ditkkaz zkratit.
Sestrojte rovnéz neptimy ditkaz tsudku.

Priklad 9:

V tomto ptikladu se vratime k tlohdm o Martanech a VenuSanech z druhé kapitoly. Na
zaklad¢ druhé kapitoly vime, ze fekne-li ¢len Martansko-venusského klubu vétu , Jestlize
jsem VenusSan, pak nejsem pravdomluvny*, pak se musi jednat o martanského muze. Plati
tedy usudek:

[P—>—=(p>0)]>(p<>q) E —pA—q
kde p = ,,Clen klubu pochazi z Venuse“ a q = ,,Clen klubu je Zzena“

Diikaz:
1. [p—>=(pe0)](pe0) - predpoklad
2. [p>—(p>0)]—>(p<>q) -EE 1

3. (pq)—[p>—(pq)] - EE 1 10. (p<>0q)—>—q -ZH 4,8
4. pe>q - hypotéza 11. p>—(p<>0) -TR9
5. p—>—(p<>0) -MP 4,3 12. pe>q -MP11,2
6. —p -MT 4,5 13. —p -MP 12,9
7.9—p -EE4 14. —q -MP 12,10
8. —q -MT®6,7 15. —pA—(Q -ZK 13,14
9. (pe>q)—>—p -ZH 4,6 o
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Uvedeme rovnéz slovni formulaci tisudku. Slovni formulace ¢tenafi poslouzi jako uzite¢né
procviceni neformalnich postupti dedukece.

Slovni formulace ditkazu: Clen klubu pronesl vyrok: ,Jestlize jsem Venusan, pak nejsem
pravdomluvny.“ Vime, ze tento vyrok (,Jestlize jsem VenuSan, pak nejsem
pravdomluvny*) je pravdivy praveé tehdy, pokud ¢len klubu je pravdomluvny (premisa,
radek 1). Odtud vime, ze pokud je pravdivy vyrok ,Jestlize jsem Venusan, pak nejsem
pravdomluvny®, pak onen clen klubu je pravdomluvny (EE, fadek 1). Stejné tak plati, ze
pokud clen klubu je pravdomluvny, pak musi byt pravdivy vyrok ,Jestlize jsem VenuSan,
pak nejsem pravdomluvny“ (EE, tfadek 1). Dejme tomu, Ze cClen klubu je skutecné
pravdomluvny (hypotéza, fadek 4). Odtud plyne, Ze jestlize ¢len klubu pochazi z Venuse,
pak neni pravdomluvny (MP, fadky 4 a 3). Piedpokladali jsme vSak, Ze je pravdomluvny,
tudiz ¢len klubu nepochazi z Venuse (MT, tfadky 4 a 5). Z predpokladu, ze ¢len klubu je
pravdomluvny dale plyne, Ze jestlize je Zena, pak pochazi z Venuse (EE, fadek 4). Pokud
vSak nepochazi z Venuse (fadek 6), pak se musi jednat o muze (MT, fadky 6 a 7). Tudiz na
zéklad€ hypotézy (fadek 4) jsme zjistili, Ze jestlize €len klubu je pravdomluvny, pak urcité
nepochdzi z Venuse (ZH, tadky 4, 6). Déle na zakladé nasi hypotézy (tadek 4) plyne, ze
pokud je ¢len klubu pravdomluvny, pak je to urcit¢ muz (ZH, fadky 4 a 8). UvaZujme
tvrzeni ze jestlize je ¢len klubu pravdomluvny, pak nepochazi z Venuse (fadek 9). Toto
tvrzeni lze obratit (transponovat), coz znamena, ze pokud ¢len klubu pochazi z Venuse, pak
neni pravdomluvny (TR, fadek 9). Pravé to vSak ¢len klubu tekl, tudiz je pravdomluvny
(MP, tadky 11 a 2). Jestlize vSak ¢len klubu je pravdomluvny, potom skutecné nepochdzi
z Venuse (MP, tadky 12 a 9) a nemuze byt zenou (MP, fadky 12 a 10). Odtud konecné
plyne, Ze ¢len klubu je martansky muz (ZK, fadky 13 a 14). &

Priklad 10:
Usudek: Jestlize Karel studuje Zurnalistiku, pak studuje také logiku a &e$tinu. Karel
nestuduje logiku. Karel studuje zurnalistiku nebo logiku nebo ¢estinu (mtze vSak studovat

vSechno, nevylucuje se). Tudiz: Karel studuje ¢estinu.

Atomické vyroky: Z =, Karel studuje zurnalistiku®; | = ,,Karel studuje logiku®; ¢ = ,,Karel
studuje CeStinu*

Spor v hypotéze protipiikladu pro usudek z—(IA¢), —l, ZvIve E ¢

z > (Ao -, zZ v I v ¢ E ¢
1 1 0
(1]
0 0 spor
0
0 0 0 0
| [o]
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Diikaz:

1. Z2—>(IAC)

2. _ll

3. zvlve - premisy

4. ¢ -ED 2,3 9. —Z -MT 2,8
5. % - hypotéza 10. ¢ -ED9, 4
6. InC -MP5,1 u
7.1 -EK 6

8.zl -ZH5,7

Cviceni: Sestrojte apagogicky diikaz tohoto usudku. Oba diikazy pak pieved’te rovnéz do
slovni podoby.

Priklad 11:

Usudek: Blanka jela navstivit tetu nebo dceru. Jestlize jela navitivit tetu, pak ji vezla Satek
nebo backory. AvSak nevezla ji Satek. Tudiz: Blanka jela navstivit dceru.

Atomické vyroky: t =, Blanka jela navstivit tetu®; d = ,,Blanka jela navstivit dceru; b =
,Blanka vezla teté backory*; s = ,,Blanka vezla teté Satek*

Kontramodel usudku tvd, t—>(svb), —s = d:

t d t > (§ v b, =5 = d

v
1 1 1 0
1 0 1 1

0 1

Hypotéza protiptikladu potvrzuje, Ze Gsudek je neplatny.

V uvedeném usudku vSak staci, zaménime-li v druhé premise disjunkci za konjunkci. Tim
dostaneme novou premisu ,,Jestlize Blanka jela navstivit tetu, pak ji vezla Satek a backory*,
a novy usudek: tvd, t—>(sAb), = =d

Spor v hypotéze protiptikladu pro usudek tvd, t—(sAb), =5 = d:

t v d, Tt > (§ A b), -5 E d

1 1 1] 0

1 0 1 1

1

spor

Jak jsme se piesvédcili metodou protiptikladu, je tento tisudek platny.
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Diikaz:

1. tvd

2. t—>(5Ab)

3. —§ - premisy
4.1 - hypotéza
5.5Ab -MP 4,2
6. § -EK5

7.8 -ZH4,6

8. —t -MT 3,7

9.d -EDS, 1

[ |

Cviceni: Sestrojte apagogicky dikaz usudku. Oba diikkazy pak pieved’te z formalniho
zapisu do slovni podoby.

Priklad 12:
Usudek: —(bad)<>(b—>e), ba[e<>(dr—d)] = avd

Cviceni: Hypotézou protiptikladu dokazte platnost tsudku.

Neprimy ditkaz: 9.e—(da—d) -EE7

1. —(bad)<>(b—e) 10. —e -MT8,9

2. bA[e>(dA—d)] - premisy 11. ba—e -ZK

3. —(avd) - PND 12. —(b—e) - zobrazovaci tautologie, 11
4. —a -ND 3 13. —(bad)—>(b—e) - EE 1

5. —d -ND 3 14. ——(bad) - MT 12, 13

6.b -EK 2 15. bad - EDN 14

7. e>(da—d) -EK 2 16.d -EK 15

8. —(dAn—d) - zékon sporu spor 5, 16

Cviceni: Sestrojte ptimy dikaz usudku (dle potteby pouzijte pomocné hypotézy).

Priklad 13:

Usudek: (—pA—Q)<>p E —pAq

Cviceni: Hypotézou protipiikladu dokaZte platnost tsudku.

Uvadime dvé varianty ditkkazu. V prvni vyuzivame dvé hypotézy a jednoduché destruktivni

dilema. Ve druhé varianté vyuzivame zobrazovaci tautologii (p—q)<>(—pvqQ), ktera dikaz
podstatné zkracuje.
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Diikaz, prvni varianta: 10. —q - hypotéza
1. (=pA—=Q)<>p - premisa 11. —pA—q -MP9, 10
2. (—pAr—Q)—p-EE1 12. —p -EK 11

3.—p - hypotéza 13. -q—»>—p -ZH10, 12

4. —(—=pAr—Qq) - MT 3,2 14. pv—p - teorém

5.q -KS 3,4 15.q -JDD 7,13, 14
6. —p—q -ZH3,5 16. pvq -ZD 15
7. —0—p -TR6 17. —(—pA—Q) - tautologicka uprava 16
8. p—>(—pr—Q) -EE 1 18. —p -MT 17,8
9. =q—>(—pr—0q)-TI17,8 19. —pAq -ZK 16, 19

|

Diikaz, druha varianta: 7. pvq - zobraz. tautologie, 6

1. (=pA—=Q)<>p - premisa
2. (—pr—Q)—p-EE1

8. =(—pA—Q) - tautologicka tprava 7
9. p—>(—pr—Q) -EE 1

3.—p - hypotéza 10. —p -MT9, 8

4. —(=pAr—Q) - MT 3,2 11.q - MP 6, 10

5.q -KS 3,4 12. —pAq -ZK 10,11
6. —p—Qq -ZH3,5 [ |

Cviceni: (1) Sestrojte nepiimy dikaz tohoto usudku. (2) Jak ¢tenaf jist€ poznal, kopiruje
tento usudek feSeny piiklad 1 z kapitoly 2 o poctiveich a padousich, kdy zenaty domorodec
prohlasil: ,,J4 i moje manzelka jsme padousi.”“ Zvolte atomické vyroky p = ,,Domorodec je
poctivec®, q = ,,Domorodcova manzelka je poctivec* a pfeved’te formalni dikaz usudku do
slovni podoby.

Priklad 14:

Usudek: Je-li pan Karel otcem Jirky a mé krevni skupinu A a také Jirkova matka ma krevni
skupinu A, pak Jirka ma nékterou z krevnich skupin A nebo 0. Pan Karel i Jirkova matka
maji krevni skupinu A. Jirka nema krevni skupinu A. Jirka nema krevni skupinu 0. Tudiz:
Pan Karel neni otcem Jirky.

Cviceni: Pieved'te usudek do formélniho zipisu a metodou protiptikladu dokazte jeho
platnost.

Slovni formulace neprimého dikazu: Je-li pan Karel otcem Jirky a ma krevni skupinu
A a také Jirkova matka ma krevni skupinu A, pak Jirka ma né&kterou z krevnich skupin
A nebo 0 (premisa). Pan Karel 1 Jirkova matka maji krevni skupinu A (premisa). Jirka
nema krevni skupinu A (premisa). Jirka nema krevni skupinu O (premisa). Dejme tomu, ze
pan Karel je otcem Jirky (PND). Pak zaroven plati, Ze pan Karel je otcem Jirky a ma krevni
skupinu A a také Jirkova matka ma krevni skupinu A. Potom ovSem musi Jirka mit
nékterou z krevnich skupin A nebo 0. AvSak Jirka nemé krevni skupinu A, tudiZ musi mit
krevni skupinu 0. Vime vSak, ze Jirka nema ani krevni skupinu 0. Pfedpoklad, Ze pan Karel
je Jirkovym otcem, tedy vede ke sporu. B
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Cviceni: Pfeved'te slovni formulaci nepifimého dikazu tsudku do formdlni podoby. Dale
sestrojte ptimy dikaz usudku ve slovni i formalni podob¢.

Priklad 15:

Usudek: Jestlize je Pavel v Olomouci, pak je v Ceské republice. Jestlize je Pavel ve Vidni,
pak je v Rakousku. Tudiz: Plati, Ze jestlize je Pavel v Olomouci, pak je v Rakousku, nebo
plati, ze pokud je Pavel ve Vidni, pak je v Ceské republice.

Cviceni: Preved’te tsudek do formalniho zapisu a ovéfte metodou protiptikladu jeho
platnost.

Tento piiklad poukazuje na meze vyrokové logiky: Ne kazdy usudek lze smysluplné
formalizovat jako usudek vyrokové logiky (coz ovSem plati i pro expresivné bohatsi
formalni logické kalkuly, jakymi jsou napt. predikatova logika prvniho fadu, predikatova
logika druhého tadu aj.).

Cviceni: Pokuste se identifikovat pfi¢inu, pro¢ je tento tsudek z intuitivniho hlediska
chybny. Ndapovéda: Zvazte, zda v usudku pouzitou spojku ,,...jestlize, pak... 1ze skutecné
povazovat za materialni implikaci (popiste vlastnosti materialni implikace a srovnejte, zda
se vlastnosti materialni implikace a pouzité spojky skutecné shoduji — zvazte zejména, zda
Ize standardné falzifikovat tvrzeni ,,Jestlize je Pavel v Olomouci, pak je v Ceské republice
apod.). Odpovéd’ na toto cvi¢eni uvadime nize.

5.3 Cviceni

1)
U kazdého usudku nejprve metodou protiprikladu ovérte, zda je usudek platny. Je-li uisudek
platny, sestrojte formalni diikaz, je-li usudek neplatny, naleznéte kontramodel.
(@) p—q, (qvr)->s = p—>s
(b) p—(qvr), s—>(qvr) E p—>s
(©) (pv—a)v(anr), p—s, —S = 1
(d) —pva, =gA—r, g—p, SV = S
(e) p—(g—r1), g—>(—r—s), (rvs)—t = p—t
(f) (pva)er, 1, —p = q
@) (pAgAn)—=[(sA—t)v(—=sAb)], gar, =S, —t = —p
(h) (p—Q)Ar, gAr, r—s = p—os
(i) p—s, g—r, por = g-s
() p—s, g—r, r—>p E g-s
(k) (p>0)>p, (p>0)>0, = pAg
(I) (pea)>p, =(p>0)>0q = —pAq
(M) [(=PAQ)VIT>P, =p<>Q = PA—QAT
(n) (=p—=1)>(p>0), =p>(p>0) = —pA—QAT
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Poznamka: K usudkam (k), (1), (m) a (n) se vztahuji dal$i ukoly. Ctenaf najde zadani
téchto tkoll niZe v feSent.

(@)
Nasledujici usudky prevedte do formdalniho zapisu a metodou protiprikladu ovérte, zda je
usudek platny. Je-li usudek platny, sestrojte formadlni dikaz, je-li usudek neplatny,
naleznéte kontramodel.
(a) Nebézi-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud. Je-1i vada v motoru, je tiecba volat
opravare. AvSak proud jde. Tudiz: Nebé&zi-li motor, je tfeba volat opravéie.
(b) Neni pravda, ze uchaze¢ umi anglicky 1 némecky. Uchaze¢ neumi anglicky. Tudiz:
Uchaze¢ neumi némecky.
(c) Jestlize studuji, dosahnu dobrého postaveni. Jestlize nestuduji, uzivam si. Tudiz:
Dosahnu dobrého postaveni nebo si uzivam.
(d) Jestlize pracuji, potom vydélavdm penize; ale jestlize jsem liny, potom si uzivam.
Pracuji nebo jsem liny. Nicméng, jestlize pracuji, potom si neuzivam; zatimco jestlize jsem
liny, potom nevydélavam penize. Tudiz: Proto si radé€ji uzivam.
(e) Je doma nebo odesel do kavarny. Jestlize je doma, pak vas ocekava. Tudiz: Jestlize vas
neocekava, pak odesel do kavarny.
(f) P. K. alias Pedro ma alibi nebo plati, ze jestlize je Pedro vrah, pak neni na daném
podniku zapletena jeho milenka. Jestlize policie nasla zavrazdéného a Pedrova milenka
nebyla zapletena, pak pachatelé byli v€as varovani. Jestlize Pedro ma alibi, pak policie
nenaSla zavrazdéného. Policie naSla zavrazdéného. Tudiz: Jestlize je Pedro vrah, pak
pachatelé byli v¢as varovani.
(g) Neni pravda, Ze odeSel a nerozloucil se. OdeSel nebo si ¢te noviny. Tudiz:
Nerozloucil se.
(h) Neni-li Honza v Praze, pak je v Brné. Neni-li Honza v Brné, pak je v Olomouci. Honza
neni zarovei v Praze i v Olomouci. TudiZ: Honza je v Brné. Ukol: Srovnejte s piikladem 15
a vysvétlete, pro¢ spojku ,,...jestlize, pak...“ jednou lze a podruhé nelze povazovat za
materialni implikaci.
(i) Dostanu-li odménu; pak nebudu-li mit zadné nec¢ekané vydaje, pojedu na dovolenou do
Chorvatska. Dostal jsem odménu a pojedu na dovolenou do Chorvatska. Tudiz: Nebudu mit
zadné necekané vydaje.
(j) Je-li pan Smith komunista, pak je ateista. Pan Smith je ateista nebo moonista. Pan Smith
neni moonista. TudiZ: Pan Smith je komunista.
(k) Jestlize vcCera byla konstantni teplota a tlak, pak neprSelo. Vcera nebyla konstantni
teplota nebo nebyl konstantni tlak. Tudiz: Jestlize prSelo, pak v€era nebyl konstantni tlak.
(1) Jestlize 1ze délit nulou, pak se matematikové myli. Matematikové se nemyli nebo
matematiku nelze aplikovat na fyzikalni realitu. AvSak matematiku Ize aplikovat na
fyzikalni realitu. Tudiz: Nulou skutecné nelze délit.
(m) Jestlize je pan X arabsky Sejk, pak mu doma na zahradé tece ropa. Panu X tece na
zahrad€ ropa nebo pramen zivé vody. AvSak panu X netece doma na zahradé pramen zivé
vody. TudiZ: Pan X je arabsky Sejk.
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Reseni:

Odpovéd' na cviceni k ukolu 15: Materialni implikace je nepravdiva, je-li antecedent
pravdivy a konsekvent nepravdivy, coz je mozné pouze tehdy, pokud spolu antecedent
a konsekvent né€jakym nutnym zplsobem nesouvisi. V pfipad¢ vyroki ,Jestlize je Pavel
v Olomouci, pak je v Ceské republice* apod. viak antecedent a konsekvent urditym
nutnym zptsobem spolu souvisi. Plati totiz, ze je-li pravdivy antecedent, musi byt pravdivy
i konsekvent (neni mozné, aby Pavel byl v Olomouci, a pfitom nebyl v Ceské republice),
a naopak, je-li nepravdivy konsekvent, musi byt nepravdivy i antecedent (neni mozné, aby
Pavel nebyl v Ceské republice, a piitom byl v Olomouci). Vyrokova logika a extenzionalni
sémantika nesta¢i na adekvatni formalizaci tohoto usudku. Skute¢nost, ze usudek je
neplatny, 1ze dokazat napt. v tzv. intenziondlnich logikach nebo v logikach s relevantni
implikaci. Toto téma vSak jiz pfesahuje moznosti naSich skript.

(1)
Usudky (b), (¢), (d), (2) a (i) jsou neplatné, tGsudky (a), (¢), (f), (h), (), (k), (1), (m) a (n)
jsou platné. Dlkazy tsudk (k)-(I) uvadime nize (existuji vSak jisté i jiné dikazy a Ctenar
tedy nemusi propadat smutku, jestlize se jeho dikaz neshoduje ve vSech detailech s nasim
dikazem).
)
Usudky (b), (d), (g), (i), (j), (k) a (m) jsou neplatné, tsudky (a), (c), (e), (f), (h) a () jsou
platné.

(1)
Diikaz usudku (k):
1. (pe>g)op
2. (p>Q)<>q - premisy 8.9—p -Tl6,7
3.p—~>(p«<q) -EE1 9. peq -ZE5,9
4. (pe>q)—>q -EE2 10.p -MP7,9
5. p—q -TI13,4 11.q -MP 4,9

7. (p>q)—>p -EE1 u

Cviceni: Sestrojte apagogicky dikaz usudku. (k) Ukazte, jakou ma tento usudek souvislost
se situaci odehrdvajici se na Ostrové poctivei a padouchtll, kdy dva domorodci A a B
prohlasi nasledujici vyroky. Domorodec A: ,,Oba (tj. domorodci A a B) mame stejnou
povahu.“ Domorodec B: ,,To je pravda.“ Zvolte atomické vyroky a pfeved’te tisudek do
slovni podoby.

Dikaz tsudku (1):

1. (pe>)op

2. —(pe0a)eq - premisy 9. -g—p -T17,8

3. (p>0)>—q - PNE 2 10. p>—q -ZE 6,9

4. p—>(p<>Q) -EE 1 11. —(p<>q) - NE 10

5. (p<>q)—>—Q -EE 3 12. —p -MT 11,4

6. p—>—( -T14,5 13.q9 -MP 11, 2

7. ~g—(p<>Q) -EE 3 14. —pnq -ZK 12,13
8. (p>a)—p -EE1 -
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Cviceni: Sestrojte apagogicky diikaz usudku. (1) Ukazte, jakou ma tento tisudek souvislost
se situaci odehravajici se na Ostrové poctivei a padouchti, kdy dva domorodci A a B
prohlési nasledujici vyroky. Domorodec A: ,,Oba (tj. domorodci A a B) mame stejnou
povahu.“ Domorodec B: ,,To neni pravda.* Pieved’te isudek do slovni podoby.

Diikaz usudku (m):
1. [(=pAg)vr]eop
2. —p(Q - premisy
3. [(=pAg)vr]<[(—pvr)A(qvr)] - tautologie  14. —q—r -T113,10
4. [(=pvr)A(qvr)]<>p - dosazeni 4 do 3 15.qvr - tautologie, 14
5. p—>[(—pvr)A(qvr)] - EE 4 16. (=pvnA(qvr) - ZK 11,15
6.p - hypotéza 17. [(=pvr)A(qvr)]—p - EE 4
7. (=pvhA(Qvr) -MP 6, 5 18.p - MP 16, 17
8. —pvr -EK 7 19. p—>—q -EE12
or -EDG, 8 20. —q -MP 18, 19
10. p—r -ZH®6,9 21.r - MP 18, 10
11. —pvr - tautologie, 10 22. pA—OAT -ZK 18, 20,21
12. p>—Q - PNE 2 =
13. —q—p “EE 12

Cvifeni: Sestrojte apagogicky dikaz usudku (m). Usudek kopiruje fe$eny piiklad
2 z kapitoly 2, tj. ptiklad s americkym logikem, ktery hledal svoji Zenu Markétu. Dva
domorodci A a B, kterych se logik zeptal, zda Markétu byla ¢i nebyla na jejich ostrové, mu
k tomu fekli nasledujici tvrzeni. Domorodec A: ,Jsem padouch a B poctivec, nebo
Markéta je na ostrové.“ Domorodec B: ,,A je padouch.“ Logik z jejich tvrzeni vyvodil, ze A
byl poctivec, B padouch a Markéta byla na jejich ostrové. Uvaha, kterou logik k tomuto
zjisténi dospél, kopiruje formalni dikaz usudku. Pieved'te formalni zapis usudku do slovni
podoby.

Dukaz tsudku (n):

1. (=p—r)<>(p<Qq) 10. —p—r -ZH7,9

2. —p>(pe>Qq) - premisy 11. p<>q -MPE 10, 1

3. =p—>(p<>q) -EE 2 12. —p - MPE 11, 2

4. (p>q)—>(—p—r) -EE1 13.r -MP 12, 10

5. —p—>(—p-or) -TI3,4 14. g—p -EE11
7.—p - hypotéza 15. —q - MT 14, 12
8. —por -MP 7,5 16. —pA—QAT -ZK 12,13, 15
or -MP7,8 u

Cvideni: Sestrojte apagogicky dikaz tohoto Gsudku. Usudek ziejmé kopiruje n&jakou tilohu
o Martanech a VenuSanech (pfipadné Transylvancich a upirech apod.) Povazujme jej za
variantu feSen¢ho piikladu 5 z kapitoly 2, kdy ¢len Martansko-venusského klubu tekl
pozemskému astronomovi nasledujici dvé tvrzeni. Tvrzeni I: ,,Jestlize pochazim z Marsu,
pak na Plutu existuje Zivot.” Tvrzeni II: ,,Pochazim z Marsu.*“ Astronom (a schopny logik)
na zaklad¢ téchto dvou tvrzeni snadno zjistil, Ze ¢len klubu byl martansky muz a Ze na
Plutu skutecné existuje Zivot. Pfeved'te vySe uvedeny formalni dikaz usudku do slovni
podoby.
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6 METODA ANALYTICKYCH TABULEK

6.1 Zakladni pojmy

Metoda analytickych tabulek je zalozena na zdokonaleni metody protipiikladu, resp.
metody nepiimého dikazu. S touto metodou se lze podrobnéji sezndmit ve Smullyan
(1995) (resp. Smullyan (1979)), Fitting (1983), Sundholm (1994) aj. Zde popiSeme verzi,
kterd pouziva tzv. ,,oznacené” formule. Formule lze oznacit dvéma symboly: , T “
(z anglického Truth) a ,,F* (z anglického False). Zakladni pravidlo pro oznacené formule
zni: Formule TX je pravdiva pravé tehdy, je-li pravdiva formule X, a formule FX je
pravdiva pravé tehdy, je-li nepravdiva formule X. Jelikoz zde explicitné pracujeme
s interpretaci formuli vyrokové logiky, je tato metoda sémanticka.

Samotnd metoda vyuZzivd pojem ,algebraického stromu®. Strom je né&jaka
uspofddand mnozina bodi, kterda mé pocatecni bod a jeden nebo vice koncovych bodu.
V nasem piipad¢ budeme za body povazovat vyskyty (oznacenych) formuli. N4&§ strom je
ovSem obracen ,,vzhiru nohama*“ — pocatek stromu je zcela nahote a jednotlivé vétve
smétuji doll (Ize si rovnéZ predstavit, ze zkoumdme kmen stromu a jeho kotfeny). Kazdy
bod stromu je bud jednoduchym bodem, nebo wuzlovym bodem. Jednoduchy bod ma
primého néslednika, a protoze jednotlivymi body stromu (tabulky) jsou formule, ma
prislusna formule né&jaky primy disledek. Budeme vSak pracovat predevsim s formulemi,
které maji dva piimé diasledky, napt. formule TpAaq ma disledky Tp a Tq. V takovém
ptipad¢ dasledky zapiSeme pod sebe a Tp povazujeme za prvni primy disledek a Tq za
druhy primy dusledek formule TpAQ. Situaci budeme znacit nasledujicim zptisobem.

Piimé dusledky formule TpAQ:
TpAqg
|
Tp
|

Tq

V uzlovém bod¢ se strom rozdéluje na dvé samostatné vétve (ptipadné vice samostatnych
vétvi); v takovém pripad¢ fekneme, Ze pfislusnd formule ma dva alternativni disledky.
Napt. formule Tpvq ma alternativni disledky Tp a Tq. Rozd¢€leni stromu (tabulky) na dvé
vétve znazornime nasledujicim zptisobem.

Alternativni disledky formule TpvQ:
Tpvq

Tp Tq

Pro naSe potfeby vystaCime s touto intuitivni piedstavou a explicitni definici stromu
nebudeme uvadét. (Lze ji  vSak najit v citované literatufe.) Konstrukce tabulky se fidi
ctyfmi pravidly, kde kazdé pravidlo ma dvé ¢asti, jednu pro formuli s oznacenim ,,T “
a druhou pro formuli s oznacenim ,,F*. Z kazdé oznacené formule plyne bud’ jeden
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dusledek (pro formule T—X a F—X), nebo dva primé diisledky (pro formule TXAY, FXvY
a FX—>Y) nebo konecné dva alternativni diisledky (pro formule FXAY, TXVY a TX=Y).

Pravidla ke konstrukci analytické tabulky:

1) T—X F—X
FX TX
TXAY EXAY
(2) TX FX|FY
TY
TXVY EXvY
(3) | TY FX
FY
TX=>Y FX—Y
(4) FX|TY TX
FY

Poznamka: Uvedena tabulka je pievzata ze Smullyan (1995), s. 17. Tabulka neobsahuje
samostatné pravidlo pro spojku ekvivalence. Ctenadi mize v piipadé potieby bud pouzit
tautologii (p<>q)<>[(p—9)A(d—p)] a rozlozit ekvivalenci na konjunkci dvou implikaci,
nebo pfijmout nd$ navrh samostatného pravidla pro ekvivalenci, ktery diskutujeme nize
v teSenych piikladech.

Dokazujeme-li formuli X, pfedpokladame, Ze formule je nepravdiva, tj. oznac¢ime ji jako
FX, a pokousime se z tohoto predpokladu vyvodit v kazdé vétvi tabulky spor. Sporem
rozumime to, ze nalezneme néjakou oznacenou formuli TY a rovnéz oznacenou formuli FY.
Formule Y muze byt i vyrokova proménna. Potom fekneme, ze TY a FY jsou ozracené
dasledky. Nalezneme-li v néjaké vétvi stromu (tabulky) spor, pak fekneme, Ze tato vétev je
uzaviend. V praxi budeme postupovat tak, Ze vétev uzavieme ihned poté, co v ni nalezneme
spor. Podafi-li se ndm uzavtit vSechny vétve tabulky formule FX, znamend to, Ze
ptedpoklad FX byl nepravdivy, neboli ze formule X je pravdivd. Tim je dokazano, ze
formule X je tautologie. Podafi-li se nam nicméné najit takovou vétev tabulky, ktera je
oteviend (neni uzaviena zadnym sporem), piestoze je nasycend (presnéji feCeno smérem
dolii nasycena), neni formule tautologii. Nyni vSak musime podat explicitni definici pojmu
,hasycena vétev tabulky®.

Definice:

Nasycenou vétvi rozumime takovou vétev, ktera spliiuje nasledujici podminku: Obsahuje-li
tato vétev néjakou formuli, kterd ma pouze piimé disledky, pak obsahuje rovnéz oba piimé
dusledky této formule, a obsahuje-li formuli s alternativnimi dasledky, pak obsahuje
alesponi jeden alternativni disledek této formule.

Poznamka: Podrobnéji lze tuto podminku popsat pomoci nasledujicich pozadavki:
(1) obsahuje-li vétev formuli T—X nebo F—X, pak obsahuje rovnéz (v tomto poradi)
formuli FX nebo formuli TX. (2) Obsahuje-li vétev formuli TXAY, FXVY nebo FX—Y, pak
obsahuje (v tomto pofadi) formuli TX a zaroven TY, FX a zaroven FY, TX a zaroven FY.
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(3) Obsahuje-li vétev formuli FXAY, TXVY nebo TX—Y, pak obsahuje (v tomto poradi)
alespoii jednu z dvojic formuli FX a FY, TXaTY, FXaTY.

Vycerpame-li takto vSechny formule a jejich pfimé ¢i alternativni disledky, dostaneme
ziejme vétev koncici néjakymi oznaCenymi proménnymi. Je-li tato vétev bezesporna,
znamena to, ze k formuli FX existuje bezesporné udéleni pravdivostnich hodnot vyrokovym
proménnym dané oznacenymi vyrokovymi proménnymi v této oteviené a nasycené vétvi,
neboli Ze k formuli X existuje kontramodel. Naptiklad v ¢asti 6.2 najdeme pfi sestrojovani
tabulky formule (pvq)—(pAQ) dvé oteviené vétve s oznacenymi vyrokovymi proménnymi
Tp, Fq v prvnim ptipadé a Fp, Tq v druhém ptipadé, na jejichz zaklad¢ sestrojime dva
kontramodely (1) v(p)=1, v(q)=0 a (2) v(p)=0, v(q)=1.

Pii sestrojovani tabulky konkrétné postupujeme tak, ze ovéfovanou formuli FX
uvedeme na prvni faddek tabulky. Z tohoto ptedpokladu nejprve vyvodime vSechny primé
disledky, ¢imz dostaneme (oznacené) formule, napif. KRy, ..., KR,, kde K je pokazdé
T nebo F. Tim, Ze vyCerpame vSechny ptimé disledky formule FX, dostaneme tabulku
zacinajici fadkem FX a koncici fadkem KR,. N&které z formuli KRy, ..., KR, maji rovnéz
primé dusledky, oznacme je jako KSi, ..., KSy, atd. Tabulku tedy dale rozsifime o tadky
s formulemi KSy, ..., KSy. Timto zpisobem pokracujeme tak dlouho, dokud nevyéerpame
vSechny piimé disledky formule FX, formuli KRy, ..., KRy, KSy, ..., KSp, ..., KQq, ..., KQj
(formule KQ; jsou piimé dusledky né&jaké formule KR;, resp. K§;...) atd., tj. dokud
nedojdeme k oznacenym vyrokovym proménnym nebo k formulim KTy, ..., KTy, které maji
pouze alternativni dusledky KY; a KZ1, KY,, KZy, ..., KYy, KZ. Dejme tomu, Ze jsme jiz
vyCerpali vSechny pifimé dusledky, tj. Ze nam zbyvaji oznafené formule KTy, ..., KTk
a dosud jsme nenalezli Zadny spor (tabulka ma zatim pouze jednu vétev). V tomto misté
musime tabulku rozdé€lit na dvé samostatné vétve. Vezméme tedy prvni formuli KT, ktera
nemd zadné piimé, ale pouze alternativni disledky, tj. formuli KT, a rozdélme tabulku tak,
ze sestrojime dva samostatné sloupce, kde do prvniho sloupce napiseme formuli KY; (prvni
alternativni disledek formule KT;) a do druhého sloupce formuli KZ; (druhy alternativni
disledek formule KT;). Tim jsme dostali dvé samostatné vétve tabulky. Ted” mtzeme
vyvodit vSechny piimé dasledky formuli KY; a KZ;. Pokud jsme tak jiz ucinili, musime
vzit druhou formuli s alternativnimi dasledky, formuli KT, a ob& vétve rozdélit na dalsi
dvé vétve, jednu pro formuli KY; a jednu pro formuli KZ,. Pro kazdou z téchto vétvi
vyvodime vSechny piimé dasledky formuli KY,, KZ,, vezmeme formuli KT3 a rozdélime
vSechny Ctyfi vétve na dalsi dvé vétve pro formule KY3, KZ3 atd., dokud nevycerpame
vSechny formule KTy. Timto zpiisobem jsme dostali fadu novych vétvi tabulky. Déle tyto
vétve muzeme rozdé€lit pro alternativni disledky formuli KY;, KZ; (tj. pro ty formule KY;,
KZ;, které nemaji ptimé, ale pouze alternativni dusledky) atd., dokud nenajdeme v kazdé
vétvi spor nebo dokud vSechny vétve, jeZ nejsou uzavieny sporem, maji povahu otevienych
a nasycenych vétvi. Nalezneme-li spor, napiSeme pod nalezeny spor znak ,,x* a odkaz na
fadky, kde mame spor hledat. Dostaneme-li otevienou vétev, oznacime ji pomoci znaku
,O“ Tento ponékud abstraktni popis metody analytickych tabulek v dostatecné mife
ozfejmime prostfednictvim feSenych piikladl v Casti 6.2.

Poznamka: Nas popis metody analytickych tabulek rovnéZ nazna€uje hlavni nevyhodu této

metody, jmenovité zdlouhavost diikazi komplikovanéjSich formuli. V naSich ptikladech se
z tohoto divodu zabyvame pouze jednodussimi formulemi.
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Metodu analytickych tabulek lze samoziejmé pouzit i k fad¢ dalSich uceld. Jeji
pomoci lze dokazat riznd metalogickd tvrzeni, dale ovéfovat platnost ¢i neplatnost
logického vyplyvani, sestrojovat UNKF a UNDF formuli apod. Mame-li ovéfit platnost
usudku Az, Ay, ..., Ay = B, pak na prvnich n+1 fadki piislusné tabulky napiSeme oznacené
formule TA;, TA,, ..., TA, (pfedpokladame, Zze vSechny premisy usudku jsou platné) a FB
(predpokladame, Ze zavér usudku je neplatny). Usudek A1, Ay, ..., Ay = B je platny pravé
tehdy, je-li kazda vétev tabulky uzaviena sporem.

Cviceni: Navrhnéte postup, jak na zakladé tabulky formule X (kterou miZeme oznacit jako
TX nebo jako FX) nalézt UNKF a UNDF formule X. (V feSenych piikladech uvadime
postup, jak vyhledat UNDF formule.)

Poznamka: Aby si ¢tenar mohl byt skutecné jist, ze pomoci metody analytickych tabulek
se mu nikdy nepodafi dokézat zddnou formuli, kterd neni tautologii, a naopak ze ke kazdé
tautologii skute¢n¢ existuje tabulkovy dikaz, museli bychom dokazat metalogické véty
0 korektnosti a sémantické uplnosti uvazovaného systému. Ptislusné dikazy lze najit napf.
ve Smullyan (1995), resp. Smullyan (1979).

6.2 ReSené priklady
Priklad 1:

Nejprve ukdzeme piiklad dikazu formule, kde vystatime pouze s pravidly pro piimé
disledky.

Duikaz formule g—(p—Q):

(1) Fg—(p—0q)
(2)Tg (1)

(3) Fp—q (1)
@) Tp @)

(5) Fa (3)

x spor 5,1

Popis: Na prvni fadek jsme umistili oznac¢enou formuli Fq—(p—q). Tato formule ma na
zékladé€ pravidla (4) dva ptimé disledky Tq a Fp—q. Na fadky (2) a (3) tedy umistime tyto
oznacené¢ formule a vpravo rovnéz odkaz na fadek, na jehoz zidkladé jsme je odvodili
(tj. v tomto piipadé odkaz na fadek 1). Formule Tq je oznaCena vyrokova proménna
a nema jiz z&dné disledky, formule Fp—q ma dva piimé disledky Tp a Fq, které umistime
na fadky (4) a (5) spolu s odkazem na fadek, z n€jz jsme je vyvodili, tj. fadek (3). Tyto dve
formule jsou oznacené proménné, piicemz formule Fq je ve sporu s vyse odvozenou
formuli Tqg. Dostali jsme spor, a protoze tabulka ma pouze jednu vétev, je diikaz u konce.
Na posledni fadek proto napiSeme symbol ,,x*“ a odkaz na nalezeny spor.
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Priklad 2:
Nyni jednoduchy ptiklad formule, jejiz dikaz ma vice samostatnych vétvi.

Dtikaz formule [(p—>g)A(g—1)]—>(p—r1):

(1) Fl(p—a)A(@—=>1)]—>(p—r)
(2) T(p—>a)A(g—r) (1)

(3) Fp—r (1)

(4) Tp—q (2)

(5) Tg—r (2)
(6) Tp (3)
(7) Fr (3)
(8) Fp (4) (9) Tq (4)
x spor 8, 6 ‘
(10) Fq (5) A Tr ()
x spor 10, 9 x spor 11, 7

Popis: Na prvni fadek umistime oznacenou formuli F[(p—gq)A(q—1)]—>(p—T), ktera ma
dva ptimé dusledky; ty umistime na fadky (2) a (3). Formule T(p—q)A(q—T) na fadku (2)
ma dva ptimé dusledky (4) a (5). Formule Fp—r na fadku (3) ma dva ptimé dusledky (6)
a (7). Tim jsme vycerpali vSechny ptimé dusledky formule F[(p—>q)A(q—1)]—>(p—T)
a ptimé dusledky jejich pifimych disledkt. Formule Tp—( na fadku (4) nemé zddné ptfimé
disledky, ale dva dusledky alternativni, totéz plati pro formuli Tgq—r na tadku (5).
Vezméme tedy prvni formuli, kterd ma pouze alternativni dasledky, tj. formuli Tp—q na
fadku (4), a rozd€lme tabulku na dvé samostatné vétve na fadcich (8) a (9). Kazdou z téchto
vétvi musime dale rozdélit na dvé dalSi samostatné vétve na zdkladé druhé formule
S alternativnimi diisledky, tj. formule Tg—r. Nicméné, jiz na fadku (8) jsme dostali spor
s fadkem (6), muzeme tudiz tuto vétev uzaviit, aniz bychom ji dale d¢lili. Staci tedy,
rozdélime-li na zaklad¢ alternativ vyplyvajicich z fadku (5) na dvé samostatné vétve fadek
(9), ¢imz dostaneme tadky (10) a (11), pficemz kazdy z nich je jiZ ve sporu s n€kterym
piedchozim tadkem (v ptipadé fadku (10) se jedna o spor s fadkem (9) a v piipade fadku
(11) o spor s fadkem (7)). V kazdé sestrojené vétvi tabulky formule F[(p—>g)A(q—1)]—
(p—r) jsme skute¢né nalezli spor, coz dokazuje, ze formule je tautologii.

Priklad 3:

Dtikaz dalsi formule je analogicky.
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Dukaz formule [(p—g)A(p—1)]—[p—>(qAan)]:

(1) Fl(p—>a)A(p—n]—[p—(gAn)]
(2) T(p—>PA(p—1) (1)

(3) Fp—(gar) (1)

(4) Tp—q (2)

(5) Tp—r (2)
(6) Tp (3)
() F‘qAr @)
(8) Fp (4) (9) Tq (4)
x spor 8, 6 |
(10) Fp (5) (11) Tr (5)
x spor 10, 6
(12) Fq (7) (13) Fr (7)
x spor 12, 9 x spor 13, 11

Cviceni: Popiste podrobn¢ konstrukei dikazu formule.
Priklad 4:
Nyni sestrojime tabulku formule, kterd neni tautologii.

Tabulka formule (pvq)—(pAQ):

(1) F(pva)—(pAq)
(2) Tpvq (1)
(3) Fpag (1)

(4) TI‘O () Q) Tq‘ (2)
(6) Fp (3) (7) Fa (3) (8) Fp (3) (9) Fa (3)
x spor 6, 4 O O x spor 9, 5

Popis: Formule F(pvg)—(pAg) ma dva piimé disledky Tpvq a Fpag, obé tyto formule
maji vSak jiz jen alternativni disledky. Tabulku rozd€¢lime na dvé vétve s alternativnimi
disledky formule Tpvq, tj. na fadky (4) a (5). Kazdou z téchto vétvi musime rozdélit na
dalsi dveé vétve pro alternativni disledky formule Fpag, ¢imz dostaneme fadky (6), (7), (8)
a (9), pficemz ve vétvich koncicich fadky (6) a (9) dostavame spor; ve vétvich koncicich
fadky (7) a (8) nikoliv. Tyto vétve jsou nasycené, tj. splituji podminky (1)-(3), jimiz jsme
charakterizovali nasycenou vétev, neboli pro v§echny formule s pfimymi dusledky obsahuji
tyto vétve 1 ptimé disledky a pro vSechny formule s alternativnimi disledky obsahuji tyto
vétve alespon jeden alternativni disledek. Tyto dvé vétve jsou tedy oteviené a oznacCime je
znakem ,,0%. Pomoci oznacenych proménnych v téchto vétvich lze sestrojit protipiiklady
formule (pvqg)—(pAQ). Na zakladé tadkt (4) a (7) s oznaCenymi proménnymi Tp a Fq
dostavame kontramodel v(p)=1, v(q)=0, na zaklad¢ fadku (5) a (8) s oznaCenymi

100



proménnymi Tq a Fp kontramodel v(p)=0, v(q)=1. Pro tyto dva kontramodely je pravdiva
formule F(pva)—(pAq), neboli nepravdiva formule (pvq)—(pAQ).

Priklad 5:

Nasleduje dukaz tautologie znamé jako jednoduché konstruktivni dilema (tato tautologie
odpovida stejnojmennému odvozovacimu pravidlu piirozené dedukce).
Dikaz formule [(p—TI)A(Q—N)A(pva)]-r:

(1) Fl(p—=>nA(@—>NA(pva)]-r
(2) T(p—>NA(@—r)A(pva) (1)
(3) Fr (1)
(4) Tp—r (2)
(5) Ta—r (2)
(6) Tp‘vq )
(7) Fp (4) (8)Tr(4)
| x spor 8, 3
(9) Fa (5) (10) Tr (5)
| x spor 10, 3
(11) Tp (6) (12) Tq (6)
x spor 11, 7 x spor 12, 9

Cviceni: Popiste podrobn¢ konstrukci diikazu této formule.
Priklad 6:

Nyni mizeme metodou analytickych tabulek dokazat zakony pro negaci konjunkce a negaci
disjunkce (de Morganovy zakony). Dokazme tautologii —(pAQ)—(—pv—q).

Dukaz formule —(pAQ)—(—pv—q):

(1) F=(pAg)—(=pv—q)
(2) T=(pAQ) (1)

(3) F—pv—q (1)

(4) Fpag (2)

(6) F-p (%)

(6) F=q (4)

(1) Tp (5)

(8) Tq (‘6)
(9) Fp (4) (10) Fq (4)
x spor 9, 7 x spor 10, 8

Cvicfeni: Dukaz formuli (—pv—Qq)—>—(pAQq), —(pvq)—(—pAr—Q), a (=pAr—=q)—>—(pvq) je
analogicky. DokaZte pomoci metody analytickych tabulek tyto formule.
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Priklad 7:
Metodou analytickych tabulek mzeme dale dokazat distributivni zdkony pro konjunkci

a disjunkci. Dokazme [pv(gar)]—>[(pva)A(pvr)].

Dukaz formule [pv(gar)]—=[(pva)A(pvn)l:

(1) FIpv@An]—=>[(pva)a(pvr)]
(2) Tpv(aar) (1)
(3) F(pva)a(pvr) (1)

@ Tp((2) (5) Tgar (2)
(6) Tq (5)

(8) Fpvq (3) (9) Fpvr (3) (1) Tr (5)

(10) Fp (8) (11) Fp (9) |

x spor 10, 4 x spor 11, 4 (12) Fpvq (3) (13) Fpvr (3)
(14) Fp (12) (16) Fp (13)
(15) Fq (12) (A7) Fr (13)
x spor 15, 6 x spor 17,7

Cvi€eni: Dokazte formule [(pvg)A(pvr)]—=[pv(gan)], [pA(Qvr)]—[(pAg)v(pAar)]
a [(pAg)v(paAn]—[pa(avr)]

Je pozoruhodné, ze Smullyan (1995) neuvadi zadné explicitni pravidlo pro ekvivalenci. Zde
ptredkladdme verzi pravidla pro ekvivalenci, které je dle naSeho nézoru vhodnym
doplnénim pravé popsaného systému. Toto pravidlo se liSi od pravidel (1)-(4) zejména
V tom, Ze misto jednoduchych piimych ¢i alternativnich disledkli vede pro obé oznacené
formule FX©Y a FX©Y ke dvéma alternativam primych dusledki, konkrétné
k alternativam TX, TY a FX, FY pro formuli TX<>Y; a k alternativam TX, FY a FX, TY pro
formuli FX&Y.

TX<>Y FX<Y
(5) TX | FX TX | FX
TY | FY FY | TY

UkaZme, jak pravidlo (5) funguje v praxi.
Priklad 8:
Sestrojme ditkaz formule (pvq)<>[(p—q)—q].

Tabulkovy diikaz uvadime na nésledujici strang.
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Dukaz formule (pvq)<>[(p—9)—q]:

1) F(va)<—>[(p—>q)—>q]

(2) Tpvg (1) (4) Fpva (1)
(3) F(p—a)—q (1) (5) T(p—a)—q (1)
(6) Tp—q (3) (8) Fp (5)
(7 Fql(3) 9) Fq|(5)
(10)Tp (2) (1) Tq (2 (14) Fp—q (5) (15) Tq (5)
x spor 11,7 (16) Tp (14) x spor 15, 9
x spor 16, 8

(12) Fp (6) (13) Tq (6)
x spor 12,10  xspor 13,7

Popis: Formule F(pvq)<>[(p—0)—>q] ma dvé alternativy pitimych dusledkt Tpvq,
F(p—q)—q a Fpvg, T(p—0)—Qq, které umistime na fadky (2), (3) a (4), (5). Formule
F(p—q)—q ma ptimé dusledky Tp—q (fadek (6)) a Fq (tadek (7)). Podobné v druhé vétvi
ma formule Fpvq dva pfimé dusledky Fp (fadek (8)) a Fq (fadek (9)). Tim jsme vycerpali
vSechny piimé dusledky formule F(pvq)<>[(p—q)—q] a jejich ptimych disledkt. Dikaz
miize nyni postupovat samostatn¢ v levé vétvi a samostatné v pravé vétvi. Prvni formule
Vv levé vétvi, ktera ma pouze alternativni disledky, je formule Tpvq. Musime tedy tuto
vétev rozdélit na dal$i dvé vétve, ¢imz dostaneme fadky (10) a (11). Radek (11) je
bezprostfedné ve sporu s fadkem (7), tuto vétev tedy mizeme uzaviit. Zbyva nam vysetfit,
zda tadek (10) neni ve sporu s alternativnimi diisledky formule Tp—(q na fadku (6). Tim
dostaneme tadky (12) a (13), pfi¢emz fadek (12) je ve sporu s fadkem (10) a fadek (13) ve
sporu s fadkem (7). Nyni jsme uzavieli celou levou vétev tabulky. Diikaz pokracuje pravou
vétvi. Pravou vétev tabulky musime rozdélit na dvé samostatné vétve na zékladé
alternativnich disledkt formule T(p—q)—q, ¢imz dostaneme fadky (14) a (15). Radek (15)
je ovSem ve sporu s fadkem (9), miZzeme tedy tuto vétev uzaviit. Zbyva nam vySetfit
disledky formule Fp—q na tadku (14). Jiz prvni disledek této formule vede ke sporu
s fadkem (14), mizeme tudiz uzaviit i tuto vétev. Podafilo se nam tak uzaviit vSechny
vétve tabulky formule F(pvq)<>[(p—q)—q], coz dokazuje, Zze formule (pvq)<>[(p—q)—q]
je tautologii.

Na nasledujici stran€é uvedeme jesté jeden ptiklad dikazu formule se spojkou ekvivalence.
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Priklad 9:

Dtikaz formule (pAQ)<>[p<>(p—0Q)]:

(1) F(pAg)«>[p<>(p—0)]

(2) Tpag (1) (4) Fpaq (1)
(3) Fpe>(p—0a) (1) (5) Tpe>(p—a) (1)
(6) TP (2) |
(7)‘ Tq (2) (13) |‘:p (4) (14) Fa (4)
8) Tp (3) (15)Tp(5)  (16) Fp—q (5)
(9) Fp—q (3) x spor 15,13 (17) Tp (16)
(11) Tp (9) « spor 17, 13
(12) Fa (9) (10) Fp (3)
x spor 12, 7 x spor 10, 6 (18) Tp (5) (21) Fp (5)

(19 Tp—>q (5)  (22) Fp—q (5)

(20) Fp (19) (23) Tp (22)

x spor x spor
Cviceni: Popiste podrobn¢ konstrukei dikazu formule.

Priklad 10:

Ukazme alesponi jeden piiklad, jak pomoci tabulkové metody sestrojit UNDF formule.
Uvazujme formuli —[p<>(qvr)]>(pa—r). Sestrojme nyni tabulku  formule
T—[p<(qvr)]—=>(pa—r) (pozor! — nikoli formule F=[p<>(qvr)]—(pA—r)):

Tabulka formule T=[p<>(qvr)]—(pA—r):

(1) Tﬂ[pﬁ(qu)]%(pmf)

(2) F=[pe>(avn)] (1) (4) Tpa—r (1)
(3) Tpe>(qvr) (2) (5) Tp (4)
(6) T—r (4)
@) Tp (3) (10) Fp (3) (7) Fr (6)
(9) Tgvr (3) (12) Fgvr (3) O
| (12) Fq (11)
(14) Tq (9) (15) Tr (9) (13) Fr (11)
O O O

Dostali jsme tabulku se ¢tyfmi otevienymi a nasycenymi vétvemi. Jelikoz jsme ovéfovali
formuli T—[p<>(qvr)]—>(pA—r), dostali jsme v jednotlivych vétvich takové oznacené
proménné p, q a r, pti nichz je formule —[p<>(qvr)]—>(pA—r) pravdiva; kazda z téchto
vétvi pritom predstavuje jednu samostatnou alternativu. Oznaéme konjunkci vsech
ozna¢enych formuli ve vétvi i jako C;, tj. pro Ctyfi vétve tabulky dostaneme ¢tyfi konjunkce
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C;, C, Cs a C4 Pak disjunkce CivCovCsvCy je disjunktivni formou formule
—[p(qvr)]—(pa—r) (tato forma jestd nemusi byt UNDF, protoZe jednotlivé konjunkce
C,, Cy, C3 a C4 nemuseji obsahovat vSechny proménné p, g a r). Sestavme tedy konjunkce
Cy, Cy, C3 a Cy4. Konjunkcei C; dostaneme na zakladé oznacenych proménnych v fadcich (8)
a (14), tj. Tp a Tq. Nyni zruSme oznaceni proménnych a sestavme z nich konjunkci.
Dostaneme pAg. Podobnych zptisobem odvodime na zékladé radku (8) a (15) konjunkci Co,
tj. pAr, na zaklad¢ radku (10), (12) a (13) konjunkci Cs, neboli —pA—QgAr, a kone¢né na
zakladé tadku (5) a (7) konjunkci Cy4, tj. pa—r. Disjunkce CivCovCavCy tak ma tvar
(PAQ)V(PAD)V(=pA=gANV(PA—T). Vidime, Ze tato disjunkce skute¢nd nema tvar UNDF,
ale na tento tvar ji Ize snadno rozsitit. Proved’'me pftislusné rozsiteni:

(pAQANV(PAGA=N)V(PAGANV(PA=GAT)V(=PA=GATN)V(PAGA=I)V(PA—QA—T)

Po rozsiteni konjunkci Cq, C, a C4 0 proménné, které se v téchto konjunkcich nevyskytuji,
se nékteré¢ cleny opakuji. Opakujici se ¢leny jsme podtrhli. Tim koneéné¢ dostaneme
nasledujici disjunkci, kterd je UNDF formule —[p<>(qvr)]—=(pA—r):

(pAQAN)V(PAGA—=N)V(PA=GAN)V(=PA—AAT)V(PA—QA—T)

Cvifeni: Ovéite (napf. pomoci pravdivostni tabulky), e jsme skute¢nd ziskali UNDF
formule —[p(qvr)]=>(pa—r). Dale sestrojte UNKF formule —[p<>(qvr)]—(pa—r).
Napoveda: Sestrojime-li tabulku formule F—[p<>(qvr)]—(pA—r), dostaneme v otevienych
vétvich tabulky takové oznacené proménné p, q a r, ze formule F—[p<>(qvr)]—>(pa-r) je
pravdiva, neboli disjunktivni formu formule F—[p<>(qvr)]—>(pa—r), kterou lze snadno
rozsifit na UNDF. Tato formule je v$ak pravdiva pravé tehdy, je-li nepravdiva formule
—[pe@vn]—(pa—r). Zapisme UNDF formule F—=[pe(qvr)]=>(pa—r)  jako
CivCyov..wCy.  Pak plati  —(CvCov..vC{=[p<>(qvr)]—(par—r)}.  Formule
—(Cyv...vCy) je ekvivalentni formuli —C;A—C,..A—Cy, ktera — znegujeme-li jednotlivé
konjunkce Ci, Cy, ..., Cx — ma tvar UNKF. Je ziejmé, Ze tato formule je UNKF formule
—[p<>(qvr)]—>(pA—r). Zdivodnéte podrobné pravé popsané uvahy.
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6.3 Cviceni

1)
Dokazte metodou analytickych tabulek nasledujici tautologie.
(a) p—>(pva)
(b) (PAQ)—q
(©) [(p—a)—>pl—p
(d) p—>[g—>(pAg)]
(e) (p—a)—>[(—p—0a)—0]
(f) [(=pAr—q)<>p]—>(=pAQ)
(9) [(=pA—q)>pl«>(—=pAQ)
(h) [(=pv—a)<>p]—>(pr—0)
() [(=pv—a)>pl«>(pA—0)

()
Reste metodou analytickych tabulek piiklady z kapitol 3, 4 a 5.
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7 DEDUKCE VE VYRpK()VE LOGICE
POMOCI PEIRCOVYCH DIAGRAMU

7.1 Zakladni pojmy

Tato kapitola slouzi jako velmi stru¢ny uvod do diagramatickych metod logiky a budeme
se v ni zabyvat Peircovymi diagramy, jmenovité tzv. systémem a. Kromé systému o zaved|
C. S. Peirce rovnéz systémy B a v, s jejichz pomoci studoval diagramatickou dedukci v
predikatové logice a v modalni logice.

Na diagramatickou dedukci bylo v minulosti ¢asto pohlizeno s nedtivérou a ve
srovnani s axiomatickym dikazem, pfipadné dikazem pomoci piirozené dedukce, byla
povazovana za nejisty a snadno postradatelny nastroj. Jako jeden z mnoha ptikladt tohoto
postoje cituje americka filosofka korejského ptiivodu Sun-Joo Shinova ndzor N. Tennanta:

[Diagramy] pfedstavuji pouze heuristickou metodu, jak naznacit mysSlenkovy postup
deduktivniho usudku... Jako dikazovy prostfedek jsou vsSak postradatelné
...a V samotném dikazu nemaji Zddné misto. Ditkaz je syntakticky ttvar skladajici
se vyhradné z vét [tj. jazykovych syntaktickych celkli] a musi byt uspotadan do
konec¢né a prehlédnutelné posloupnosti.

Citovano podle Shin (1994), s. 2.

V poslednich letech bylo nicméné presvédéive dokazano, ze diagramaticka dedukce
nepiedstavuje v zddném piipadé méne spolehlivou metodu nez dedukce axiomatickd a na
rozdil od ni se vyznacuje vétsi vizualni nadzornosti (coz ovSem plati pfedev§im pro kratsi
diikazy). Sun Joo-Shinova ve své monografii (1994) studuje dvé verze metody Vennovych
diagrami a dokazuje v€tu o korektnosti a uplnosti jedné z téchto metod vii¢i monadické
predikatové logice a jeji teorii modeli. Za pfislusného zpiesnéni diagramatickych metod
a dikazli o jejich korektnosti a uplnosti musi logika diagramatickou dedukci uznat za
rovnopravného partnera vuc¢i syntaktickym metodam dedukce, tj. axiomatické, resp.
pfirozené dedukce. Aktudlni uvod do problematiky diagramatické dedukce ctenaf najde
napi. v hesle S.-J. Shinové a O. Lemona “Diagrams” v internetové encyklopedii filosofie
The Stanford Encyclopedia of Philosophy, viz Shin, Lemon (2001). Nas vyklad Peircova
systému a je zaloZen na Hammer (1995), s. 95-114.

7.1.1 Peircovy diagramy

Peirciv systém o studuje diagramatickou dedukci ve vyrokové logice. Diagramem
rozumime dvojdimenzionalni objekt vyuzivajici kromé jazykovych vyrazi rovnéz grafické
prostfedky, v naSem ptipadé zejména ,,zakrouzkovani“ (z typografickych divodi misto
krouzkti pouzivame ramecky). Zakladnimi znaky Peircovych o-diagramii (nadale jiz jen
»diagrami®) jsou (1) vyrokové symboly a (2) symbol prazdného krouzku (ramecku), ktery
piedstavuje konstantu L. Prazdny krouzek budeme oznacovat jako ,,()*. Na jiz sestrojené
diagramy aplikujeme operaci zakrouzkovani (uzavieni do ramecku) diagramu, které ma
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vyznam negace vychoziho diagramu, a operaci kompozice, pomoci niz dva diagramy
(ptipadné vice diagramt) zakreslime vedle sebe — tato operace mad vyznam konjunkce
vychozich diagramt. Je dale uzite¢né definovat pojem poddiagramu. (Pojem poddiagramu
analogicky odpovidd pojmu podformule néjaké SUF.) Poddiagramem diagramu
D rozumime kazdy diagram, ktery piedstavuje jednu z konstrukénich fazi ptedchéazejicich
diagram D. Uvedeme piesnou induktivni definici poddiagramu.

Definice (poddiagram):

(1) Jestlize diagram D je né&jaky vyrokovy symbol (piesnéji: vyskyt tohoto
symbolu), pak (identickym) poddiagramem diagramu D je tento vyrokovy
symbol (piesngji: jeho vyskyt), tj. samotny diagram D; jestlize diagram D je
(), pak (identickym) poddiagramem diagramu D je (), tj. opét samotny
diagram D,

(2) Jestlize diagram D je zakrouzkovany diagram D’, pak bezprosttednim
neidentickym poddiagramem diagramu D je diagram D",

(3)  Jestlize diagram D je kompozici diagrami D" a D", pak bezprostfednimi
neidentickymi poddiagramy diagramu D jsou diagramy D a D "".

D4 se dokazat, ze kazdy Peirciiv diagram lze sestrojit pomoci vyse uvedenych krokl. Ke
kazdému diagramu tak muzeme udat jeho tzv. konstrukéni strom (k pojmu ,,strom* viz

predchozi kapitolu). Nasledujici obrazek predstavuje konstrukéni strom Peircova diagramu
formule (p—>g)A(g—p) (tj. formule p<>Q).

P q

l
/ \

i

p [a] p] d

Obrazek:
Konstrukéni strom diagramu p @ * @ q

Cviceni: Popiste jednotlivé uzly konstrukéniho stromu vyse uvedeného diagramu.

Konstruk¢éni operace zakrouzkovani a kompozice ptredstavuji grafickou analogii negace
a konjunkce. Na zakladé¢ véty o funkéni uplnosti spojek Ize pomoci téchto operaci za
vyuziti zobrazovacich tautologii (pvq)<>—(—=pAr—Q), (p—q)<—(pAr—-0) a (peq)<
[(0b—>g)A(g—p)] diagramaticky reprezentovat libovolnou formuli vyrokové logiky
obsahujici spojky negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence.
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Poznamka: K vété o funkéni uplnosti spojek viz standardni literaturu, napt. Stépan (2001),
Kleene (1967) atd. Miizeme jeSté poznamenat, ze Fregeho notacni systém je zaveden

podobnym zplsobem, ovSem na spojkach — a —. K Fregeho systému viz napt. Hughes
(1993), s. 261-267, a Furthovu pfedmluvu k Frege (1966).

Piehled diagramatickych reprezentaci zakladnich vyroki:

Diagram —p:

Diagram pAQ:
P q ptipadné p*q

Poznamka: Pro piehlednost budeme u kompozice dvou diagramii D" a D" vétSinou
pouzivat (metajazykovy) znak ,,**. Tento znak neni soucasti objektového jazyka, ale slouzi
jako jednoducha pomucka upozoriiujici na kompozici diagrami D" a D" v ptipadé¢, kdy
bychom mohli skute¢nost, Ze se jedna o kompozici, piehlédnout. Tato pomicka bude
uzite¢na zejména v piipade tzv. , linedrni* notace, kterou zavedeme nize.

Diagram pvqQ: Diagram p<>Q:

[p] [a] p [a]| * |[p]

Diagram p—q:

p [q

Sémantika Peircovych diagramli je podobna sémantice Smullyanovych oznacenych
formuli, tj. formuli FX a TX. Vychozim prvkem je ohodnoceni v, jeZ atomické vyroky p, q,
.., I', ... zobrazuje na mnoZinu pravdivostnich hodnot {0,1}. (Pojem ohodnoceni analogicky
odpovida valuaci, resp. modelim SUF vyrokové logiky.) Ohodnoceni slozeného diagramu
D ur¢ime podle nasledujici induktivni definice.

Definice (ohodnoceni diagramu):
(1)  Je-li diagram D prazdny krouzek, tj. (), pak v(D)=0,
(2)  Je-li diagram D atomicka vyrokova proménna p, pak v(D)=v(p),
(3)  Je-li diagram D zakrouzkovany diagram D’, pak v(D)=0 v pfipadé,
ze V(D ")=1, a naopak v(D)=1 jestlize v(D ")=0,
(4)  Je-li diagram D kompozice diagramu D" a D", pak v(D)=1 v ptipad¢,
ze V(D ")=v(D"")=1, a v(D)=0 v jiném ptipad¢.

Na zakladé této sémantiky mlZeme definovat sémanticky pojem logického disledku
mnoziny diagrami Xi, Xy, ..., Xp.
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Definice (logicky diisledek mnoziny diagrami):

Rekneme, Ze diagram D je logickym dusledkem mnoziny diagrami Xi, Xa, ..., Xp, tj. X1, Xa,
., Xy E D, jestlize kazdé ohodnoceni v diagramti Xj, Xy, ..., Xp, které spliiuje podminku
V(X1)=V(X2)=...=v(Xp)=1, spliiuje rovnéz podminku v(D)=1.

7.1.2 Odvozovaci pravidla Peircovy diagramatické dedukce

Peircova diagramaticka dedukce spoc¢iva v postupném pietvareni vychoziho diagramu D na
nové diagramy D', D", D""" atd. Pfedpokladame-li diagram D (resp. n&jakou mnozinu
diagramu), pak je tomu podobné¢ jako u ptirozené dedukce v ptipad¢€, kdy predpokladame
né¢jakou premisu (resp. mnozinu premis). Diikazem diagramu G na zakladé predpokladu X;,
X2, ..y Xi (4. néjaké mnoziny diagrami) je posloupnost diagramt Yy, Yo, ..., Yy, kde posledni
¢len posloupnosti, tj. Yy, je dokazovany diagram G. Dilkazem teorému je posloupnost
zacinajici diagramem (()) (tj. negaci prazdného krouzku; jednd se o axiom Peircova
systému), resp. posloupnost bez premis. V nasem textu se nicméné budeme zabyvat pouze
usudky s premisami.

Nyni uvedeme piehled sedmi zékladnich odvozovacich pravidel KD, SD, VDL,
ZDK, EDK, ID a DD, k nimz lze podle potieby ptidat dalSi odvozend pravidla. Tato
pravidla predstavuji mirn¢ zjednodusenou verzi odvozovacich pravidel v Hammer (1995).
Uziteénym pravidlem by mohlo byt napi. pravidlo regulujici ponékud téZkopadny piepis
ekvivalen¢nich vyrokdi, v naSem textu se nicméné¢ zadnou takovou alternativou
nezabyvame.

Kompozice diagramii (KD):
Z diagrami X a Y muizeme kompozici X *Y sestrojit novy diagram D. Tuto operaci
nazyvame ,. kompozice diagramua®.

Smazani diagramu (SD):

Necht' D je kompozice diagramt X a Y, tj. D je X *Y. Pak z diagramu D mtzZeme sestrojit
diagram D" tak, ze jeden z diagramt X nebo Y smazeme, tj. D" je X nebo Y. Tuto operaci
nazyvame ,,smazani diagramu®.

Vepsani diagramu do lichého poctu krouzki (VDL):

Necht' diagram D ma tvar (...(D")...), kde diagram D’ je zakrouzkovan lichym poc¢tem
krouzka (tj. v naSi notaci je zleva a zprava obklopen lichym pocétem zéavorek). Pak do
lichého poctu krouzkii miUZeme vepsat libovolny diagram X. Tuto operaci nazyvame
,vepsani diagramu do lichého poc¢tu krouzki“. Piiklady povolenych vepsani: Z diagramu
(D") muzeme vepsanim X sestrojit (D" *X), z diagramu (((D"))) mizeme vepsanim
sestrojit (((D"))*X) a (((D"*X))), z diagramu X*(D") sestrojit X*(D " *Y) apod. Nesmime
vsak z (((D"))) vepsanim X sestrojit, (((D")*X)), protoze v tomto piipadé je diagram X
vepsan do sudého poctu krouzkt.

Poznamka: Tomuto pravidlu odpovida v ptirozené dedukci pro vyrokovou logiku pravidlo
zavedeni disjunkce (ZD). Sestrojime-li z diagramu (X) diagram (X*Y), pak jsme provedli
rozsifeni vyroku —@ na —@v—y (kde za vyrokovy ekvivalent diagramu X povaZujeme
formuli ¢ a za vyrokovy ekvivalent diagramu Y formuli ). Podobné v piipadé diagramu
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(((X))) (kde troji zakrouzkovani diagramu X odpovida troji negaci formule ¢) je povoleno
vepsani (((X))*Y), protoze tento diagram je opét ekvivalentni formuli —¢@v—y, jak se miize
Ctenaf snadno piesvédéit, avSak vepsani (((X)*Y)) povoleno neni, protoze se jedna
0 ekvivalent vyvozeni —@Ay na zékladé —¢ (resp. ———@) ktery neodpovida zadnému
platnému odvozovacimu pravidlu vyrokové logiky.

Zavedeni dvojitého krouzku (ZDK) a eliminace dvojitého krouzku (EDK):

Necht' diagram D je kompozici diagramt X;*Xo*..*Y*..*X,. Pak z tohoto diagramu
muzeme sestrojit diagram D " tak, Ze poddiagram Y uzavieme do dvou krouzkii — znacime
jako ,,((Y))“ — tj. diagram X;*Xo*...*((Y))*...*X,. Tuto operaci oznacujeme jako ,,zavedeni
dvojitého krouzku“. Naopak necht D je diagram X;*Xp*..*((Y))*..*X,. Pak z tohoto
diagramu muzeme sestrojit diagram D’ tak, Ze v D odstranime dvojity krouzek okolo
poddiagramu Y, tj. dostaneme diagram X;*Xp*...*Y*...*X,,. Tuto operaci oznacujeme jako
»eliminace dvojitého krouzku®.

Iterace diagramu (ID):

Necht' D je kompozici diagramt X a Y, tj. X*Y. Pfidame-li k D diagram X nebo diagram Y,
dostaneme diagram D", kde D" je D*X nebo D*Y. Tuto operaci oznacujeme jako ,,iterace
diagramu®.

Deiterace diagramu (DD):

Necht' X je poddiagram diagramu D, ktery ma strukturu (X*Y)*Y (tj. D je kompozici
diagramu Y a zakrouzkované kompozice diagrami X a Y). Pak smazanim diagramu Y uvnitf
zakrouzkované kompozice sestrojime novy diagram D’, tj. D" je (X)*Y. Tuto operaci
oznacujeme jako ,,deiterace diagramu*.

Poznamka: Toto pravidlo odpovida v ptirozené dedukci pro vyrokovou logiku pravidlu
konjunktivniho sylogismu (KS). Vyrokovym ekvivalentem diagramu (X*Y)*Y je totiz
formule —(pAy)Awy, z niz jako disledek 1ze skute¢né vyvodit —e, tj. diagram (X).

Nyni mizeme definovat pojem diagramatického disledku mnoziny diagramt Xi, Xy, ..., X,.

Definice (diagramaticky dasledek mnoZiny diagrami):

Rekneme, ze diagram D je diagramatickym disledkem (mnoziny) diagramii X1, Xy, ..., Xp,
tj. Xi, Xz, ..., Xy = D, jestlize pomoci odvozovacich pravidel Peircovy diagramatické
dedukce (tj. pravidel KD, SD, VDL, ZDK, EDK, ID a DD) Ize na zaklad¢ diagramu X, X»,
..., Xn sestrojit dukaz diagramu D, neboli posloupnost Y3, Yo, ..., Yk, jejiz kazdy ¢len Y; je
odvozen z premis Xi, Xy, ..., Xy, piipadné z ptedchazejicich ¢lenti posloupnosti Yy, Yo, ...,
Y; 1 pomoci odvozovacich pravidel, a jejiz posledni ¢len Yy je diagram D.

Lze dokazat vétu o Uplnosti a korektnosti Peircovy diagramatické dedukce, k tomu
je vsak nutno zavést fadu dalSich pojmu, jimiZ se v naSich skriptech nemiZeme zabyvat.
Dtikaz véty viz Hammer (1995).

Véta o uplnosti a korektnosti diagramatické dedukce:

Pro mnozinu diagrami X, Xy, ..., X, a diagram D plati Xi, Xz, ..., X, = D pravé tehdy,
jestlize plati Xy, Xa, ..., Xp = D.
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7.2 Resené priklady
Priklad 1:

Usudek: p—Q, q—r, = & —p

Dirikaz:
p [a q
1. p—q, 2. -, 3. —r - premisy

4.1 q - kompozice premis 1 a 3 7.1 p [q]|[q] -kompozicela6

5 [q] - deiterace diagramu, 4 8. [p] [q] - deiterace diagramu, 7
6. @ - smazani diagramu, 6 9. @ - smazani diagramu, 8

|
Poznamka: Z typografickych diivodl je uZite¢né zavést tzv. linearni notaci. V podstaté
jsme tuto notaci jiz pouzivali ve formulaci odvozovacich pravidel. Zakrouzkovani diagramu
D zapiSeme jako (D) a ke zdiraznéni kompozice pouzivime metajazykovy znak ,,**.

Zakladni vyroky tedy zapiSeme nasledujicim zptisobem:

Linearni notace zékladnich vyroku:

—p () p—>q | [P*(a)]
pAg p*q p>q | [P*(@)]*[(p)*al
pvq [(p)*(q)]

Pro vétSi prehlednost pouzivame, je-li to vhodné, vice druhii zavorek, zejména lomené
zavorky ,,[“ a,,]* a sloZzené zavorky ,,{* a ,,}““. Usudek p—q, q—r, —=r & —p tudiz v lineérni
notaci zapiSeme jako:

[P*(@)]1, [a*(M)], (r) = (p)
Vyse uvedeny ditkaz ma v linearni notaci nasledujici podobu.

Diikaz v linearni notaci:

1. [p*(a)] 6. () -SD5

2. [q*(n] 7. [p*(@)]*(a) -KD 1,6
3.(r) - premisy 8. (P)*(q) -DD7
4.[q*(N]*(r) -KD 2,3 9.(p) -SD 8
5.(@)*(r) -DD 4 [ |
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Linearni notace ztraci oproti vychozi diagramatické notaci svoji nazornost. DEla-1i ¢tenati
tato notace potize, mtze si kazdy usudek z linearni notace piepsat zpét do diagramatické
notace.

Priklad 2:

Usudek: p—Q, g—(rA—s), r<s = —p

Prepis do linedarni notace: [p*(Q)], {q*[r*(s)]1}, [r*(s)]*[(r)*s] = (p)

Diikaz: 6. [r*(s)]*(q) -DD5
1. [p*(a)] 7.(a) -SD 6
2.{g*[r*(s)]} 8. (a)*[p*(a)] -KD7,1
3. [r*(s)]*[(r)*s] - premisy 9. ()*(p) -DD 8
4. [r*(s)] -SD 3 10. (p) -SD9

5. [r*(s)]*{g*[r*(s)]}- KD 3, 4 [

Poznamka: Mimo piimy dikaz mizeme stejné jako u ptirozené dedukce pouzivat rovnéz
apagogicky dikaz a diikkaz s pomocnou konstrukci. Neptimym dikazem tsudku X3, Xo, ...,
Xn = D rozumime dikaz diagramatického tsudku Xi, Xz, ..., Xp, (D) E (). Dikazem
S pomocnou konstrukci rozumime diikaz s hypotézou H, z niz vyvozujeme dusledky Hj, ...,
Hy. Podobné jako u prirozené dedukce zavedeme K-ty dusledek hypotézy H jako [H*(Hy)].

Neprimy diikaz: 8. q*{g*[r*(s)]} -KD 7,8

1. [p*(a)] 9. g*{[r ()1} -DD 8

2. {q*[r*(s)I} 10. {[r*(5)]} -SD 9

3. [r*(s)]*[(r)*s] - premisy 11. r*(s) -EDK 10
4.p - PND 12. [r*(s)] -SD 3

5. p*[p*()] -KD 1,4 13. r*(s)*[r*(s)] -KD 11, 12
6. [(9)] -DD 5 14. () -DD 13
7.q -EDK 6 [ ]

Poznamka: Kroky, které uvddime na tadcich 13 a 14 budeme obycejné vynechévat a misto
nich napiSeme odkaz na ptislusny spor; napt. ,,spor 11, 12 apod.

Cviceni: Sestrojte apagogicky dikaz tisudku z prikladu 1.
Priklad 3:

Usudek: g, q—p, —(rAp), —=r——s & —S

Prepis do linedrni notace: g, [q*(p)], (r*p), {(")*[(s)]} = (5)
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Diikaz:

1.¢

2. [g*(p)]

3. (rp)

4. {(N*[(s)]} - premisy
5. q*[g*(p)] -KD 1,2
6. g*[(p)] -DD 5

7. 1(p)] -SD 6
8.p -EDK 7

Cviceni: Sestrojte apagogicky diikaz isudku.

Priklad 4:

Usudek: r—»s, —s——it, —(=ra—t) s

9. p*(r*p)

10. p*(r)

11. (1)

12. (r)={(n)*[(s)I}
13. (N[}
14.{[)1}

15. (s)

[

Prepis do linedarni notace: [r*(S)], {(S)*[(V]}, [(N*(1)] = s

Diikaz:
1. [r*(s)]
2. {(s)*[(O1}

3. [(nN*®)] - premisy
4. (s) - PND
5. (8)*[r*(s)] -KD 1,4
6. (s)*(r) -DD5
7.(s) -SD 6
8.(n -SD 6
9. ){E)*IMI} -KD7,2
10. (s)={I(O1> -DD9

11.{IM1}

12. (1)

13. (N*[(r)*®]
14. (N*[(V]

15. [(D)]

spor 12, 15

-KD 8§, 3
-DD9
-SD 10
-KD 11, 4
-DD 12
-SD 13
-EDK 14

-SD 10
-EDK 11
-KD 8,3
-DD 13
-SD 14

Cviceni: Naleznéte piimy dikaz tohoto Gsudku, resp. dikaz s pomocnou konstrukeci.

Priklad 5:

Usudek: p—(QAar), —q, pvavr = r

Prepis do linedrni notace: [p*(q*r)], (Q), [(p)*(q)*(r)] =r

Diikaz:

1. [p*(g*n]

2.(q)

3. [(PY*(@)*(N] - premisy
4. (g*r) -VDL 2
5.(*nN*[p*(g*r)] -KD4,1
6. (9*n*(p) -DD5

7. (p) -SD 6

Cviceni: Sestrojte apagogicky diikaz isudku.
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8. (p)*[(p)*(a)*(r)]

9. (0)*[(@*("]
10. [(@)*(]

11 (@)*[(@)*(N]
12. (g)*[(n)]

13. [(n]
14.r
[

-KD 7,3
-DD 8
-SD9
- KD 10, 2
-DD 11
-SD 12
- EDK 13



Piiklad 6:

Usudek: pvs, p—>(rAq), —r = s

Prepis do linearni notace: [(p)*(s)], [p*(r*q)], (r) = s

Dukaz:

1 [(p)*(s)]
2. [p*(r*q)]

3.(n - premisy
4. (s) - PND
5. (8)*[(P)*(s)] -KD4,1
6. (5)*[(p)] -DD5
7.1(p)] -SD 6

8.p -EDK 7
9. p*[p*(r o)l -KD8§, 2
10. p*[(r*q)] -DD9
11. [(r*g)] -SD 10
12. r*q -EDK 11
13.r -SD 12
spor 3, 13

Cviceni: Naleznéte piimy dikaz, resp. piimy dikaz s pomocnou konstrukci.

Priklad 7:

Usudek: p—(QAr), =@, pVOVvr E —pA—QAF

Prepis do linedrni notace: [p*(q*r)], (4), [(P)*(@)*(N)] = (p)*(a)*r

Diikaz:

1. [p*(g*r)]

2.(a)

3. [(p)*(a)*(n] - premisy
4. (@)*[(P)*(@)*(N] -KD23
5. (@)*[(p)*(N] -DD 4

6. [(p)*(r)] -SD5

7. (g*r) -VDL 2
8. (g*n*[p*(g*r] -KD7,1
9. (g*r)*(p) -DD 8

10. (p) -SD9

11. (p)*[(p)*(n] - KD 10, 6
12. (p)*[(n)] -DD 11
13. [(N] -SD 12
14.r - EDK 13
15. (p)*(a)*r -KD 2, 10, 14
[}

Cviceni: Sestrojte apagogicky dikaz tisudku.

Duikaz s pomocnou konstrukci:

L. [p*(g*n)]

2. (a)

3. [(p)*(@)*(n)] - premisy
4.p - hypotéza
5. p*[p*(g*r)] -KD 4,1
6. p*[(g*n)] -DD 5
7.p*q*r -EDK 6
8.q -SD7

9. [p*(9)] -ZH4,8

10. (@)*[p*(a)] -KD 2,8

11. (9)*(p) -DD 10

12. (@)*(p)*[(p)*(@)*(r)] - KD 11, 3

13. (@)*(p)*[(n] -DD 12

14. (p)*(q)*r - EDK 13

[ |
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7.3 Cviceni

1)
Dokazte metodou Peircovych diagramii ndasledujict usudky.
(a) pe>qg, —q = —p
(b) =(pra), p E —q
(€) =r—>(pva), —pA—q = r
(d) pv(gar), porEr
(e) p—q, r—s, (qvs)—t, =t = =(pvr)
() pA(qvr), =(pag) E 1

@)

Dokazte metodou Peircovych diagramiu resené usudky kapitoly 5 a resené priklady kapitoly
6. Reste pomoci metody Peircovych diagramii cviceni kapitoly 5 a kapitoly 6.
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Reseni:

Jako ptiklad uvadime diagramaticky dikaz usudki (1), (c) a (1), (e). Ostatni dikazy si
Ctenar jisté doplni sam.

(©)
Dukaz:

LA{()*[(p)*(a)1}

2. (p)*(q)

- premisy

3. AAM*[(R)*(@1}*(P)*(0) -KD 1, 2

4. (p)*(a)*[(n] -DD 3
5. [(N] -SD 4
6.1 -EDK 5
[ |

(e)
Diikaz:
L p*[(@)*(n]
2. (p*q) - premisy
3.p -SD 1
4. p*(p*q) -KD 2,3
5. p*(q) -DD 4
6. (q) -SD5
7. [(a)*(n] -SD1
8. (a)*[(a)*(n] -KD 6,7
9. (a)*[(n] -DD 8
10. [(N] -SD9
11.r -EDK 10
[ |
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PREDIKATOVA LOGIKA PRVNIHO RADU

8 JAZYK LOGIKY PRVNIHO RADU

vvvvvv

zminujeme rovnéz nejzakladnéjs$i sémantické pojmy. Ve vykladu sémantiky pokraujeme
podrobnéji v kapitole 9. Dillezitému syntaktickému pojmu dokazatelnosti v predikatové
logice vénujeme kapitolu 10. Kapitoly 11 a 12 se zabyvaji alternativhimi metodami
dedukce v jednoduchém fragmentu predikatové logiky, v tzv. ,,monadické predikatové
logice®. Vyklad teoretickych pojmi neni v této Casti vétSinou Uplny a ctenai by mél v
piipadé potieby nahlédnout do literatury, z niz doporu¢ujeme Barwise, Etchemendy (1999)
(vynikajici ucebnice pro zacateCniky), Hodges (1994), Jandk (1973), Kleene (1967),
Mendelson (1997), Sochor (2001) a Stépan (2001).

8.1 Zakladni pojmy

Vyrokova logika se zabyva tzv. jazykem neanalyzovanych vyrokd, tj. za zédkladni jednotku
povazuje dale nerozlozitelny atomicky vyrok. Pomoci prostiedkli predikatové logiky se
vSak mizeme zabyvat hlubsi analyzou jazyka, tzv. jazykem neanalyzovanych predikatd. U
atomickych vyrokil tak lze studovat i jejich strukturu. Tim lze Casto postihnout logickeé
vyplyvani, které neplati na urovni vyrokové logiky. Srovnejme napt. nasledujici dva
usudky.

Usudek 1: Jestlize vSichni profesofi Univerzity Palackého jsou ptisni, pak néktefi studenti
této univerzity neuzaviou prvni rocnik. VSichni profesotfi Univerzity Palackého jsou piisni.
Tudiz: Nékteti studenti Univerzity Palackého neuzaviou prvni ro¢nik.

Usudek 2: Na Univerzité Palackého ke kazdému piisnému profesorovi existuje takovy
student, ktery neuzavie prvni ro¢nik. (Ponékud formalngji: ,,...ke kazdé osobé x existuje
takova osoba Yy, Ze kdyz X je ptisny profesor, pak y je student, ktery neuzavie prvni
ro¢nik.”) VSichni profesofi Univerzity Palackého jsou pfisni. Tudiz: Ne&kteti studenti
Univerzity Palackého neuzaviou prvni ro¢nik.

Zatimco prvni usudek Ize analyzovat pomoci vyrokové logiky jako tsudek tvaru p—q, p =
g a ovéftit tak jeho platnost, v ptipadé¢ druhého tsudku to nelze. Tento usudek ma totiz tvar
p, g & r. Je tomu tak proto, ze z hlediska vyrokové logiky musime prvni premisu a zavér
tisudku 2 povazovat za dva navzajem nesouvisejici atomické vyroky. Usudek 2 je tedy sice
intuitivné logicky platny, avSak nikoli na zéklad¢ vyrokové logiky. K jeho analyze musime
ptejit k jazyku predikatové logiky.

Nejjednodussim druhem predikatové logiky je tzv. logika prvniho fadu, kterd

umoziuje kvantifikovat pouze individua, nikoli predikaty. Budeme uvaZovat variantu
logiky prvniho fadu s funkénimi konstantami a relaci identity. S relaci identity pracujeme
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na intuitivné zfejmé trovni. Pokud ¢tenafi nejsou piislusné operace dostatecné ziejmé, mél
by konzultovat n¢kterou axiomatickou teorii identity.

Zakladnimi vyrazy jazyka predikatové logiky jsou vyrazy (tj. symboly) pro
individudlni proménné, vyrazy pro individudlni konstanty, vyrazy pro predikaty, vyrazy pro
funkce, a symboly kvantifikator a logickych spojek vyrokové logiky. Jako pomocné
symboly pouzivame symbol levé a pravé zavorky a v piipadé potieby zavorky riznych
tvar.

Individualni proménné oznacujeme pomoci znaki X, Y, Z apod. Potfebujeme-li vetsi
pocet téchto symbolil, indexujeme proménné a pouzivame tak znaky Xi, ..., Xn, ...y Y1, vy Yy

eey Z1, +uy Zn, ... Individualni konstanty obvykle oznacujeme pomoci znaku a, b, ¢, d atd.;
VvV piipadé¢ potieby je lze rovnéZ indexovat, pak pouzivame znaky ay, ..., an, ..., b1, ..., b, ...,
Ci, « Cny wovy 01, ..., Op, ... @j. Individuem rozumime cokoli, co mtze byt ,,objektem*.

Individuélni proménné pouzivame k oznaceni libovolného objektu, konstanty k oznaceni
presné daného objektu (pfipomenime si z kapitoly 1, ze konstantou rozumime jazykovy
vyraz, ktery ma pevné dany denotat).

Predikaty oznacujeme pomoci znaki P, Q, R, S apod.; v ptipad¢ potteby vétsiho
poctu symbolt tyto vyrazy rovnéz indexujeme a pouzivdme znaky P, ..., Py, ..., Q1, ..., Qn,
o R1, oy Rpy oy S1, ooy Sy, .. atd. U predikati musime uvazovat rovnéz jejich aritu (arita
predikatu udéva pocet individui, kterych se predikat tyka), kterd se obvykle zna¢i hornim
indexem. Dostaneme tak znaky P*, Q*, R}, S', .., P", Q" R", S", ..., které lze dale rozlisit
pomoci dolnich indexi, ¢imz dostaneme  znaky P, .., PL. ..., Q L Q L oo RY,
Rl s S, o, St s P o Py o QM Q™ o R™, o, Ry ooy S, o, S ™
atd. V nasem textu znaceni arity opomijime, ¢tenat se s nim vSak setka, nahlédne-li do
doporucené literatury. Tyka-li se predikait pouze jednoho individua, hovotime
0 individualni vlastnosti (vlastnosti individua) a piislusnému predikatu fikame ,,unarni
predikat®, resp. ,,monadicky predikat“. Tyka-li se predikat dvou, ptipadné vice individui,
hovofime obecné o relacich. U predikati tykajicich se vztahu mezi dvéma individui
hovotime o binarnich relacich, v pfipadé vztahu mezi ttemi individui o ternarnich relacich
apod., obecné v piipadé vztahu mezi n individui 0 n-arnich relacich. Jelikoz predikaty jsou
vyrazy jazyka, jimiz vypoviddme o vlastnostech individui, resp. o vztazich mezi individui,
mélo by uplné znaeni predikati obsahovat rovnéz individudlni proménné, jejichz pocet
odpovida arité predikatu. Uplnym zptisobem proto budeme unarni predikaty zapisovat jako
P!(x), Q'(x), R'(X), ..., binarni relace jako P*(x,y), Q*(x.y), RA(Xy), ... resp. P(x1.X2),
Q*(x1,X2), R*(X1,X2), ..., ternarni relace jako P°(xy.z), Q%(xy.z), R3(xy.2), ..., resp.
P3(X1,X2,X3), Q3(X1,X2,X3), R3(X1,X2,X3), ... obecnd n-arni relace jako P "(X,....Xn), Q "(X1,....Xn),
R "(X1,....Xn), ... atd. Individua, ktera figuruji v predikatech, obvykle nazyvame argumenty
predikatu. Proto hovofime rovnéz o jednoargumentovych, dvouargumentovych apod.
predikatech (relacich).

Funkce budeme oznacovat jako f, g, h, ... apod.; dle potieby opét mizeme tyto
symboly indexovat a dostaneme tak fi, ..., fo, ..., 91, .., Gn, v, N1, ..., D, ... @pod. U funkci
muzeme podobné jako u predikati udavat pomoci hornich indexd jejich aritu. Tak
dostaneme symboly £, ..., " .., ¢%, ..., g", ... apod. Uplnym zptisobem bychom viak
funkce méli — podobné jako predikaty — zapisovat spolu s piislusnymi individudlnimi
proménnymi, tj. undrni (jednoargumentové) funkce jako f(x), g'(x), h'(x), ..,
dvouargumentové funkce jako f 2(x,y), g*(x.y), hzgx,y), oy TSP, £ 2(X1,X2), 9%(X1,X2), h%(X1,X2),
..., trojargumentové funkce jako f3(xy,2), g°(xy,2), h3(x,y.z), ..., resp. f3(xy,X2,Xs),
93 (x1,X2,X3), h3(X1,X2,X3), ...; obecné& n-argumentové funkce jako f"(Xy,....Xn), G "(X1,...,Xn),
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h "(Xy,...,.Xn), ... atd. V naSem textu aritu funkci neoznacujeme. Funkci rozumime zobrazeni,
které v ptipad¢ unarnich funkci pfifazuje jednomu individuu néjaké jiné (piip. stejné)
individuum, v pfipadé dvouargumentovych funkeci dvojici individui néjaké dalsi
individuum, v pfipad¢ trojargumentovych funkei trojici individui néjaké dalsi individuum
atd. Funkce doplnéné o piislusny pocet argumentl, tj. néjakych individudlnich
proménnych nebo konstant, oznacujeme spolu s individudlnimi proménnymi
a individudlnimi konstantami jako terminy.

Konec¢né posledni kategorii vyrazii jazyka predikatové logiky jsou logické konstanty
vyrokové logiky a kvantifikitory. RozliSujeme obecny kvantifikator ,,vVx*“ a existencni
kvantifikator ,,3x*“. Nasledujici tabulka udava ptiklady alternativni notace kvantifikatoru,
S niz se Ctenadl miize setkat v jiné literature.

Kvantifikator: BéZna notace: | Alternativni notace:
Obecny VXP(X) (VX)P(X), (X)P(X), \XP(x), TTXP(X)
Existenéni IXP(X) EX)P(X), (EX)P(X), VXP(x), EXP(X)

Nyni lze zavést dva vyznamné syntaktické pojmy: Pojem atomické formule
predikatové logiky a spravné utvoiené formule (SUF) predikatové logiky. Atomickou
formuli predikatové logiky rozumime vyraz skladajici se pouze ze symbolu n-arniho
predikatu, za nimz nasleduje (v zavorce) n termind. Atomickymi formulemi jsou napf.
vyrazy P(x), P(a), R(X,y), R(a)y), R(a,b), S(f(x,y),2), P(X1,...,Xn),
R5(f(X1,...,Xk),g(xl,...,xm),X3,X4,X5) apod. SUF predikatové logiky lze vymezit pomoci
nasledujici definice.

Definice (SUF predikatové logiky):

(1)  VSechny atomické formule jsou SUF predikatové logiky.

(2)  Je-li ¢ SUF predikatové logiky, pak rovnéz —¢ je SUF predikatové logiky.

(3)  Jsou-li @, ..., @n SUF predikatové logiky, pak rovnéz @iA@2A...AQ, j& SUF
predikatové logiky.

(4)  Jsou-li @1, ..., ¢n SUF predikatové logiky, pak rovnéz @i1veav...vo, je SUF
predikatové logiky.

(5)  Jsou-li ¢ a y SUF predikatové logiky, pak rovnéz o—vy je SUF predikatové
logiky.

(6)  Jsou-li ¢ a y SUF predikatové logiky, pak rovnéz p<>y je SUF predikatové
logiky.

(7)  Je-li ¢ n¢&jaka SUF predikatové logiky, ktera obsahuje individualni
proménnou X, pak Vxo je rovnéz SUF predikatové logiky.

(8) Je-li ¢ n¢&jakd SUF predikatové logiky, ktera obsahuje individudlni
proménnou X, pak 3xe je rovnéz SUF predikatové logiky.

(9)  Zadny vyraz, ktery nesplituje podminky (1) az (8) neni SUF predikatové
logiky.

Rekneme, ze proménna X je vV SUF Vxo a 3x¢ vdzand. Obsahuje-li SUF y proménnou X,
kterd v této formuli neni vazan4, pak fekneme, Ze tato proménna je v SUF y volnd.
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Vyrokem (vétou, tvrzenim apod.) predikatové logiky budeme konecné rozumeét
takovou SUF predikatové logiky, kterd neobsahuje Zadné volné individualni promeénné. Ze
SUF predikatové logiky dostaneme tedy vyroky dosazovanim za volné proménné nebo
vazanim volnych proménnych pomoci kvantifikatort. Pfi operaci dosazovani nahrazujeme
individualni proménné terminy, které neobsahuji volné proménné. Ze SUF R(X,y)
dostaneme vyrok dosazenim konstant a a b za proménné, tj. napt. vyrok R(a,b). Tento
vyrok nam fikd, ze individua a a b jsou ve vztahu R. Za proménné vsak lze dosazovat
jakykoli termin, z téZe SUF tak dostaneme jiny vyrok, dosadime-li za x a y terminy f(a,b)
a g(c), jmenovité vyrok R(f(a,b),g(c)). Tento vyrok nam tika, ze individuum pfiifazené
funkci f individuim a a b je ve vztahu R s individuem pfifazenym funkci g individuu c.

Jazyk predikatové logiky muze byt pfedem pevné dan nebo jej muizeme sami
konstruovat, napt. za ucelem vlastni formalizace néjakych tvrzeni ¢i uvah (usudka).
V prikladech diskutovanych v nasledujicim textu konstruujeme rtizné jazyky predikatové
logiky (resp. fragmenty jazyka predikatové logiky). Zékladni pojmy konstruovanych jazykt
vychazeji z danych potieb a zvolené¢ho zptisobu formalizace.

Pii vykladu zakladnich sémantickych pojmi pracujeme s mnozinami individui.
Teorii mnozin se vSak na tomto misté nezabyvame a vyuzivame pouze nekolik intuitivné
ziejmych pojmu. Tvrzeni, Ze individuum a je prvkem mnoziny A zapisujeme jako acA
(pro mnoziny, resp. ttidy pouzivame tu¢né velké pismo). Vyznam (tj. sémanticky vyznam)
individudlnich proménnych je dan mnozinou individui, v niz proménné nabyvaji své
hodnoty. Tuto mnozinu obvykle oznacujeme jako D. MnozZinu D pojmenovdvame jako
,wuniverzum diskursu®, ,,obor tvahy*, ,,obor individui“ apod. Konkrétné uréena individua
mnoziny D oznacujeme piimym zplisobem pomoci konstant jako a, b, ¢ apod. Individua
z mnoziny D vSak Ize pojmenovat také nepfimo pomoci individualnich funkci.

Vyznamem (interpretaci) predikatd jsou podtfidy mnoziny D, pfipadné podtiidy
(podmnoziny) néjaké kartézské mocniny mnoziny D (podrobnéjsi vyklad viz nasledujici
kapitola). Uvazujeme-li vlastnost individui P(X), pak tato vlastnost vydéluje z mnoziny
D podtiidu téch individui, ktera spliiuji (tj. maji) vlastnost P(x). Tuto téidu (vyklad rozdilu
mezi terminem ,,mnoZzina“ a ,tfida“ viz kapitola 12) oznacujeme zapisem {xeD |P(x)}.
Vyznamem (interpretaci) n-argumentovych predikatd jsou nikoli podtiidy mnoziny D, ale
tiidy uspotadanych n-tic individui z mnoziny D. Napf. v ptipadé binarni relace R(X,y) je
interpretaci této relace tfida vSech usporddanych dvojic, mezi nimiz plati vztah R. Tuto
tiidu oznacujeme {(X,y) XeD, yeD | R(x,y)}. Jestlize je R relace ,x ma rad y*“ a D mnozina
{Petr,Pavel,Lenka,Helenka}, pak jednou z interpretaci relace R na této mnoziné je tiida
{(Petr,Helenka),(Pavel,Lenka)}. Vyrok R(Petr,Helenka) nam tika, ze Petr ma rad Helenku.
Chceme-li pomoci tohoto fragmentu jazyka predikatové logiky zapsat tvrzeni ,,Petr ma rad
svoji manzelku®, musime jazyk doplnit o unarni funkci f(x), kterd kazdému individuu
pfifazuje jeho manzelku. Vyrok pak zapiseme R(Petr,f(Petr)); podobné je formule
R(Pavel,f(Pavel)) formalizaci vyroku ,Pavel ma rad svoji manzelku®“. Plati-li identita
Helenka=f(Petr), tj., je-li Helenka Petrovou manzelkou, pak vyrok R(Petr,Helenka) ma
tentyz vyznam jako vyrok R(Petr,f(Petr)), a kone¢né plati-li f(Pavel)=Lenka, pak vyrok
R(Pavel,Lenka) ma tentyz vyznam jako R(Pavel,f(Pavel)).

Cvi€eni: Rozsifme interpretaci vyse uvedené relace R 0 uspotradané dvojice (Helenka,Petr)
a (Lenka,Pavel) a jazyk o funkci g(x), ktera kazdému individuu pfifazuje jeho manzela.
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Zapiste tvrzeni ,,Helenka ma rada svého manzela™ a ,Lenka ma rada svého manzela®.
Zapiste tvrzeni ,,Petr ma rad sam sebe* a tvrzeni ,,Petr neméa rad sam sebe.

Exkurs (Russellova teorie urcitych popisii):

S individualnimi funkcemi uzce souvisi pojem urcitych popisu. UrCitym popisem, resp.
urcitou deskripci rozumime vyraz, ktery jednoznacné urcuje n&jaké individuum spliujici
danou vlastnost. Jazyk predikatové logiky, ktery umoziuje zavedeni urcitych popisi,
obsahuje navic Russelliv ,,jota-operator, tzv. ,,deskriptor”, a formalni pravidla tvofeni
urcitych popist. (Piesnéji feCeno: Russell pouzival obrdceny tecky symbol jota. V nasem
textu vSak z typografickych divodd pouzivame obycejny symbol jota, tj. ,,1.) Mé&me
predikat P(x). Pak zapis 1xP(X) oznacuje urcity popis ,,To (praveé jedno) X, které je P*. Napf.
oznacuje-li P(X) predikat ,,x je Ivantv nejlepsi pritel”, pak jota zapisem 1XP(X) oznaujeme
to (pravé jedno) individuum, které je Ivanovym nejlep$im pfitelem. Termin XP(X) je vSak
definovan pouze tehdy, existuje-li skutecné prdavé jedno individuum majici piislusnou
vlastnost. Tj. ma-li Ivan vice nejlepSich ptatel, nebo naopak, nema-li Zadného nejlepsiho
pritele, pak k tomuto terminu neexistuje zadny denotat. Dle Russellovy teorie singularnich
vyrokl (tj. vyrokll, v nichz se vyskytuji urcité popisy) lze ptisluSny vyrok obsahujici urcity
popis pln¢ nahradit vyrokem vyuzivajicim pouze standardni prostfedky predikatové logiky.
Oznacuje-li H(X) predikat ,,x je holohlavy®, pak zapisem H(1xP(X)) oznacujeme vyrok ,,to
(pravé jedno) individuum, které je nejlepSim Ivanovym pfitelem, je holohlavé®. To je vSak
dle Russella ekvivalentni konjunkci tfi vyroka (1) IXP(x), (2) VXVY{[P(X)AP(y)]>y=x} a
(3) VX[P(X)>H(X)]. Prvni ¢len, tj. IXP(X), nam ftika, Ze existuje individuum, které ma
vlastnost P. Druhy ¢len, tj. formule VXVYy{[P(X)AP(y)]—>Yy=x}, k prvnimu tvrzeni dodava,
ze existuje pravé jedno takové individuum. Formule VxVy{[P(X)AP(y)]>y=x} nam totiz
fika, ze maji-li X a y vlastnost P, pak jde o jedno a totéz individuum, tj. X=y. Koneéné¢ treti
¢len VX[P(X)—>H(x)] tvrdi spolu s ¢leny (1) a (2), Ze toto individuum ma rovnéz vlastnost
H. Vyrok VX[P(X)—>H(X)] nam totiz fika, ze pokud né&jaké individuum ma vlastnost P, pak
ma rovnéz vlastnost H. Dle Russella tedy plati nasledujici ekvivalence:

H(xP(x)) <> IXP)OAVXVY{[P(X)AP(Y)]2>Yy=X}AVX[P(X)—>H(X)]

Konjunkei vyroki (1) a (2), tj. IXPX)AVXVY{[P(X)AP(y)]>y=x}, mizeme zjednodusit
pomoci specialniho kvantifikatoru ,,3!x*, ktery nam tika, ze ,,existuje prave jedno x takové,
ze...“ VySe uvedena ekvivalence se tedy zjednodusi na:

HxP(x)) <> IXP(X)AVX[P(X)—>H(X)]

Ctenai by si mél tyto zapisy fadné promyslet a ovéfit si, Ze vyrazy jsou skutecnd
ekvivalentni. K Russellové teorii uréitych popisi se vratime v kapitole 11, kde ji
vyuzijeme k zapisu sylogismil obsahujicich singularni vyroky.

Poznamka: Ctenai si mozna klade otdzku, zda funkce nejsou v predikatové logice
zbytecnou komplikaci, tj. zda nelze vystacit s jazykem, ktery obsahuje pouze predikaty.
Odpovéd’ na tuto otdzku je kladna. Skutecné totiZ plati, Ze jazyk obsahujici individualni
funkce 1ze redukovat na jazyk, ktery obsahuje pouze relace. Uvedeme ptiklad redukce pro
matematicky pojem grupoidu. Aditivni grupoid je matematicky systém skladajici se z dané
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mnoziny D a na ni definované bindrni operace (funkce), kterd vS§em prvkiim xeD, yeD
ptifazuje n&jaky prvek zeD. Grupoid tak lze definovat pomoci jazyka obsahujiciho vyraz
pro funkci f(x,y) jako systém, kde pro vSechna xeD a yeD existuje zeD tak, Ze plati
f(x,y)=z. Funkci f(x,y)=z obvykle zapisujeme jednodus$eji pomoci symbolu ,,®* jako X& V;
ptislusnd podminka tedy zni, ze se jedna o systém, kde pro vSechna xeD a yeD existuje
z2eD tak, ze X® y=z. (Jednd se o analogii k operaci s¢itani definované na mnozin¢ vSech
piirozenych &isel, kde pozadujeme, aby vysledek souc¢tu dvou pfirozenych cCisel x a 'y byl
opét né&jaké piirozené Cislo z, tj. x+y=z. Oproti s¢itani Cisel vSak v piipadé grupoidu
muzeme uvazovat libovolnou mnozinu D a na ni definovat pfisluSnou operaci.) Misto
jazyka, ktery obsahuje funkéni symbol ,,@* vSak miizeme k definici grupoidu ekvivalentné
pouzit jazyk, ktery obsahuje symbol pro ternarni relaci M(X,y,z). Tentokrat grupoid
definujeme jako systém, kde ke kazdym dvéma prvkim xeD a yeD existuje prvek zeD
tak, Ze usporadana trojice (X,y,z) splituje ternarni relaci M(x,y,z). Tato definice pfedstavuje
alternativni definici grupoidu pomoci jazyka obsahujiciho vyraz pro terndrni predikat
M(x,y,z). Redukce jazyka s funkénimi symboly na jazyk bez funkénich symbolu je tedy
V principu moznia. Ne vzdy je vSak tato redukce vhodnd, protoZze pomoci jazyka
s funkénimi symboly lze fadu vyrokl formalizovat stru¢néji a jednoduseji nez pomoci
jazyka, ktery obsahuje pouze predikaty.

Nyni se mzeme vratit k formalnimu zépisu usudkl 1 a 2 ze zacatku této kapitoly.
Zavedeme-li jazyk s predikaty P(x) = ,X je pfisny profesor“ a R(X) = ,X uzavie prvni
ro¢nik®, pak tisudek 1 dostane formalni tvar:

VXP(X)—>3x—R(X), VXP(X) = 3x—R(X)
Mnozina D, na niz interpretujeme predikaty P(x) a R(X), je zfejm&é mnozina osob

zaméstnanych na Univerzité Palackého a osob studujicich na Univerzité Palackého. Usudek
2 ma naproti tomu tvar:

VX3Y[P(X)—>—=R(Y)], VXP(X) = Ix—=R(X)

Zatimco v piipadé formule VxP(x)—3x—R(x) Ize s antecedentem VxP(x) a konsekventem
Ix—R(X) dané implikace pracovat jako se samostatnymi vyroky (tj. s vyroky, které jsou
z hlediska vyrokové logiky atomické), v piipadé formule Vx3y[P(x)—>—R(y)] to mozné
neni. Logickou platnost usudku 2 1ze nicméné ovéftit prosttedky predikatové logiky. Témto
metodam se vénujeme v nasledujicich kapitolach.

8.2 ReSené priklady
Priklad 1:

Obecné nekomutativni (aditivni) grupu definujeme v jazyce obsahujicim funkéni symbol
X® Y jako systém skladajici se z dané mnoZiny D a na ni definované operace (funkce) x® VY,
které splnuje nasledujici podminky:
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1) Pro vSechna xeD a yeD existuje takovy prvek zeD, ze X @ y=z.

(2) Existuje neutralni prvek (oznacujeme jej pomoci symbolu ,,0) tak Zze pro
vSechna xeD plati 0 & x=x & 0=X.

(3)  ProvsechnaxeD,yeDazeDplatix® (y® z2)=(x ® Yy) & z.

(4)  Kekazdym dvéma prvkim aeD a beD existuji prvky xeD a yeD takové, Ze
a® x=b,y ® a=b.

Definujte grupu pomoci jazyka obsahujiciho misto symbolu pro funkci x®y symbol
ternarni relace M(X,y,z).

Poznamka: Upozoriiujeme Ctendie na zvlaStnost matematické notace, podle niz zapisem
a® b rozumime, Ze nejprve vezmeme prvek b, resp. provedeme operaci b, a teprve poté
k nému ,,ptidame* prvek a, resp. provedeme operaci a. Tato notace ma pavod ve skladani
funkci, kde slozeni funkci f(y) a g(x) zapiSeme jako f(g(x)), tj. jako f & g (pro skladani
funkci se nicméné pouziva spiSe znak nasobeni, tj. napi. f®g, f °g, f eg apod.).
Slozenim funkci f a g, tj. funkci f(g(x)), pfitom rozumime, ze nejprve pomoci funkce g
pfitadime argumentu X néjakou funkéni hodnotu y a této hodnoté y pfifadime pomoci
funkce f n&jakou dalsi funk&ni hodnotu, napf. z. Je-li kupiikladu f(y)=y? a g(x)=x+1, pak
slozena funkce f(g(x))=(x+1)%. Opaénym skladanim bychom dostali néco jiného. V
prikladech tykajicich se matematické algebry si tedy ¢tenar musi byt védom toho, ze pfi
skladani a® b postupujeme zprava doleva.

ReSeni:

Uvedeme formalni zapis podminky (3). Dle podminky (1) plati, ze existuje w; tak, ze
X ® y=w; a Wy tak, Zze Y & z=W,. Zapis X ® (y & z) tedy vyjadiuje soucet X® W, a podobné
zapis (X ® y) ® z soucet Wy ® z. Tvrzeni X ® y=w; a Y & z=W, lze v jazyce obsahujicim
ternarni predikat M zapsat jako M(x,y,w1) a M(y,z,w,). Podminka x & (y @ z)=(x @ y) ® z
tedy vyjadiuje tvrzeni, Ze existuje Cislo w3 tak, ze X ® (y ® 2)=w3 a (X & y) ® z=w3, t].
X ® Wy=W3 a W; ® z=Ws, neboli v jazyce s ternarnim predikatem tvrzeni M(X,W,,W3) a
M(w1,z,w3). Formalné tedy podminku (3) definice grupy zapiSeme:

VXVYVZVYW1 VW [M(X,y,W1) AM(Y,2,W2)]—>IWs[M(X,W2,W3) AM(W1,2,W3)] }

kde x, y, z, wy, Wy, W3eD. Zapis ostatnich podminek je velmi jednoduchy a ¢tenaf si s nim
snadno poradi sdm.

Priklad 2:

Zapiste pomoci formalnich prostredkii predikatové logiky nasledujici vyroky prirozeného
jazyka:

(a) Zadny dobry ucitel nikoho zbytend netresta.

(b) Kazdy ma nékoho rad.

(c) Nékdo ma rad kazdého.

(d) Nékdo ma rad vSechny ostatni.

(e) Kazdy ¢lovek ma rad svoji matku.
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Poznamka: Ve formalizaci nésledujicich vyrokd pouzivame jazyk predikatové logiky,
ktery doplitujeme o pottebné vyrazy. Uvadime rovnéz interpretaci téchto vyrazii.

ReSeni:

(a) ,,Zadny dobry uéitel nikoho zbyteéné netresta.“ D = mnozina vech lidi, Du(x)={xeD | x
je dobry uéitel}, Zb(x,y)={(x,y) xeD, yeD | x Zbyte¢né tresta y}. Dany vyrok tak lze zapsat
jako —=3Ix[Du(x)AdyZb(x,y)], coz lze ekvivalentnimi tGpravami pfevést na tvar
VX[Du(x)—>—3yZb(x,y)] a kone¢né na tvar VX[Du(x)—>Vy—Zb(x,y)], ktery je ekvivalentni
VxVy[Du(x)—>—Zb(x,y)].

(b) ,,Kazdy ma nékoho rad.“ D = mnozina vSech lidi, R(x,y)={{x,y) xeD, yeD |x ma
rad y}. VySe uvedeny vyrok je dvouznaény a lze jej precist dvéma zplsoby jako:
(1) Kazdy ma rad néjakého ¢lovéka (riizni lidé maji radi ruzné lidi), tj. Vx3yR(X,y); nebo
jako: (2) Existuje Cloveék (pfipadné vice takovych lidi), kterého maji vSichni radi, tj.
JYVXR(X,y).

(¢) ,,Nékdo ma rad kazdého — IXVYR(X,Y).

(d) ,,N€ékdo ma rad vSechny ostatni* (tj. ztejme kromé sebe) — IXVY[R(X,y)Ax=Y].

(e) ,,Kazdy ¢lovék ma rad svoji matku.” Ukazeme dva mozné druhy zapisu, které se 1isi
tim, zda vyraz ,,svoji matku“ povazujeme za predikdt nebo za deskriptivni funkci. Prvni
moznost: D = mnozina vSech lidi, R(x,y)={(x,y) xeD, yeD | X ma rad vy} MY)={{xy)
xeD, yeD | X je matkou y}. Analyzovana véta — VXVY[M(X,y)—>R(y,X)]. Druhd moznost:
D i R(x,y) jsou stejné, misto M(x,y) zavedeme funkci m(x) = matka osoby x. Pak se zapis
véty zjednodusi na VXR(x,m(x)).

Priklad 3:

Necht P(a,e,t) je formdlnim zapisem vyroku ,, Ales pujcuje Evé tuzku*. Zapiste nasledujici
vyroky.

(a) Ales ptjcuje Zdenkovi Evu.

(b) Ales kazdému néco ptijcuje.

(c) Kazdy néco nékomu pijcuje.

(d) N&kdo kazdému vSechno ptijcuje.

(e) Nékdo nikomu nic nepiijcuje.

ReSeni:

(@) D = mnozina vsech lidi a vSech véci, P(x,y,2)={(x,y,z) xeD, yeD, zeD | osoba x pujcuje
osobé y véc z}. Uvazujme naptiklad tuto podmnozinu D: D'={a,et,z}, kde a = Ales,
e = Eva, t=tuzka, z = Zden&k. Potom P(a,z,e) je formalnim zapisem vyroku ,,Ale$ pujcuje
Zdenkovi Evu®.

(b) ,,Ales kazdému néco pujcuje.” Tento vyrok je opét dvouznaény a lze jej precist jako: (1)
,,Ales kazdému pujcuje néjakou véc (riznym lidem ruzné véci)*“: Vx3yP(a,x,y); nebo jako:
(2) ,,Ales néco pijcuje kazdému (existuje jedna ¢i vice véci, které Ales kazdému puajcuje)™:
IyvxP(a,x,y).

(c) ,,Kazdy néco né€komu pujcuje.” Tento vyrok taktéz lze Cist vice zpusoby jako: (1)
»Kazdy nékomu pijcuje néjakou véc (riizni lidé pljcuji riznym lidem rizné véci)®,
tj. Vx3y3zP(x,y,z); nebo jako: (2) ,,Nékomu néco pljcuje kazdy (existuje ¢loveék, kterému
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kazdy néco phjcuje, pficemz mu rizni lidé mohou pijcovat rizné véci),
tj. Ayvx3zP(x,y,z); nebo kone¢né jako: (3) ,,Nékomu néco pujcuje kazdy (existuje clovek,
kterému kazdy né€co pljcuje, pri¢emz mu vsichni ptjcuji stejnou vec €i stejné véci)®, neboli
JyAzVxP(X,Y,2).

(d) ,,N¢kdo kazdému vsechno ptjéuje — IXVyVzP(X,y,2).

(e) ,,N¢kdo nikomu nic neptijcuje.” Tento priklad pottebuje hlubsi rozbor. Co fika ptislusny
vyrok? Predpokladejme, ze skutecné existuje n€kdo, kdo se chova takto nesobecky a dejme
tomu, Ze to je muj spoluzak AleS. Co se stane, pijdu-li si k AleSovi ptjéit né¢jakou knihu?
Je-li pravda, co se o AleSovi tik4, pak mi tu knihu nepiijci. To se vSak nevztahuje jenom na
mne, ale na kazdého, kdo za AleSem piijde, a nevztahuje se to pouze na tu ¢i onu knihu, ale
na kazdou véc. Po tomto rozboru je ziejmé, ze vyrok zapiSeme jako: IxVyVz—P(X,y,z).
Piesvéd¢ime se jeSté, zda je adekvatni formalni piepis IX—3y—3zP(X,y,z). Nicméné,
jednoduchou ekvivalentni upravou Ize tuto formuli pievést na tvar AxVy3zP(x,y,z). Dostali
jsme tedy néco, co zcela jisté naSemu piivodnimu vyroku neodpovida. Kde jsme udélali
chybu? Pokusme se piecist vyrok Ix—3y—3zP(X,y,z). Dejme tomu, ze individuum jménem
Cyril spliuje tento vyrok a ozna¢me ¢ = Cyril. Pak plati —3y—3zP(c,y,z). Co se stane,
ptijdeme-li si za Cyrilem néco vypujéit? Tvrzeni —3y—3zP(C,y,z) nam fika, ze neexistuje
osoba y takova, ze by véta 3zP(c,y,z) byla pro ni nepravdiva, tj. pro vSechny osoby Y je
tvrzeni 3zP(c,y,z) pravdivé, neboli Vy3zP(c,y,z). Jinymi slovy: Kazdému, kdo za Cyrilem
ptijde, Cyril néco pujci. Po tomto rozboru je ziejmé, ze zapis Ix—Iy—3IzP(X,y,2)
nevyhovuje jako formalni pfepis daného vyroku. Na nasem piiklad€ je ndzorn€ vidét, proc¢
na negativni vyroky pfirozené¢ho jazyka (zejména pouzivame-li ncktery ze slovanskych
jazykl, jez nijak nesetfi po¢tem zapora v jedné vét€) musime davat znaény pozor.

Cviceni: U prikladu (e) dokazte, ze adekvatni neni ani piepis IX—3Iy—3z—P(X,y,z).

Poznamka: Pouzité ekvivalentni Gpravy jsou zalozeny na defini¢ni ekvivalenci obecného
a existencniho kvantifikatoru, podle niz plati VxP(x)<>—3x—P(x) a podobné
IXP(X)<>—Vx—P(x). Opakovanym pouzitim tohoto ekvivalenéniho teorému a zakona
eliminace dvoji negace lze provést potiebné zamény negovanych kvantifikdtorti za
kvantifikatory bez negace.

8.3 CvicCeni

1)
Prevedte nasledujici vyroky do formalniho zapisu predikatoveé logiky.
(a) Jestlize kazdy ma nékoho rad, pak nikdo neni takovy, ze by jej nemél rad nikdo.
(b) N&kteti podiizeni nemaji radi (vSechny) své nadfizené.
(c) Jestlize néktefi nadfizeni tyraji (vSechny) své podiizené, pak ne vSechny pracovni
kolektivy jsou ideélni.
(d) JestliZze n¢které romany jsou nudné, pak ne kazda investice do literatury je rozumna.
(e) Na kazdém Sprochu je pravdy trochu.
(f) Zadny uéeny z nebe nespadl.
(g) VSechno Spatné je k né€emu dobré.
(h) Kazdy stésti svého striijcem jest.
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(i) Kdyby byl Bavorov, co jsou Vodiany, dal bych ti, mé& mil4, hubi¢ku na obé¢ strany.

Ale ze je [Bavorov] za vodou, nedam ti, ma mild [hubicku] ani jedinou.

(j) Jestlize nékteti muzi biji své zeny, pak [vSechny] rozvodové soudy maji spoustu prace.
(k) Jestlize se na projektu ,,Mars* sjednoti vlady celého svéta, pak se néktefi z nas doziji
cesty na Mars.

(1) Zadnej nevi, co jsou Domazlice, Zadnej nevi, co je to Taus.

(m) Kazdé rano na pidno hraje Jack a nikomu nevadi, ze to pidno neladi.

(n) J& se vzdycky vohliddm k domazlickym zahradam, jestli je tam jesté [to] modrooky
dévce, ja si na né zavolam.

(o) Whisky, to je moje gusto, bez whisky mam v srdci pusto.

(p) Kdyz dva se radi maji, i v lednu je jak v méji, i v lednu je jak v maji, s tebou.

(q) Chodili spolu z velke lasky a sedmnéct jim bylo let.

)
Pokuste se zapsat a formalné dokazat nasledujici usudek.
Kazdy ¢lovek ma rad svoji matku. Markéta Novéakova je matkou Tomése Novaka. Tudiz:
Tomas Novak ma rad Markétu Novakovou.

3)
Necht N(x,y,1) je formalnim zdapisem vyroku ,,Osoba x vidi véc (osobu) y v okamZiku t*
a D je mnozina vsech osob, véci a vSech casovych okamzikii. Zapiste nasledujici vyroky.
(a) Vzdy néco vidim.
(b) Nékdo vzdy néco vidi.
(¢) Vidim kazdou véc v n¢kterém ¢asovém okamziku.
(d) Nékdy nevidim nic.
(e) Nekdo nikdy nic nevidi.
(f) Kazdy nekdy néco vidi.
(g) Zadny nevidi pokazdé viechno.
(h) Nikdy nevidim vSechno.
(1) VSichni pokazdé néco vidi.
(j) Nékdo nikdy nic nevidi.
(k) Kazdy n¢kdy vidél pani rektorku.
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Reseni:

(1)
(@) R(x,y) = ,.x ma rad y*; Vx3ayR(X,y)—>—3yVx—R(X,y)
(b) P(x) = ,x je podfizeny“, N(X) = ,X je nadfizeny“, R(X,y) = ,X ma rad Yy,
IXVY{I(P(X)AN(Y)]— —R(x.y)I}
(c) P(x) = ,.x je podiizeny*, N(X) = ,.X je nadtizeny*, T(X,y) = ,.X tyra y, I(X) = ,.,X je idealni
kolektiv'; IXVY[N(X)AP(Y)AT(X,Y)]>—Vzl(2)
(d) N(x) = ,,x je nudny roman*, I(X) = ,,investice X (penéz) do literatury*,
R(X) =,.X je rozumné*‘; AXN(X)—>—=VYR[I(y)]
(e) S(x) - ,.x je §proch®, P(x,y) =,.x je pravda o y*; Vx3y[S(X)AP(y,x)]
(F) UX) =,.x je ueny*, N(x) = ,,x spadl z nebe**; =3IX[U(X)AN(X)]
(9) S(xX) =,.x je $patné*, D(x,y) =,.X je dobré k y*; VX[S(X)—>3IyD(x,y)]
(h) S(x,y) =,.x je strijce y*, $(X) =,,8tésti (0soby) X*“; VXS(X,5(X))
(1) V(x) = ,,x je za vodou*, b = Bavorov, v = Vodnany, D(x,y,z) = ,,0soba X dava y osob¢ z;;
H(x) = ,.x je hubicka®“, O(y) =,y (hubicka) je na ob¢ strany“, j = ja, m = ma mila;
{(b=v)—>3y[D(.y.m)AH(Y)AOY)I}A{V(0)>—-3y[D(.y,m)AH(Y)]}
(1) m(x) = ,,manzelka osoby x*, B(X,y) = ,,X bije y*, S(X) = ,,x ma spoustu prace®, R(X) = ,,x je
rozvodovy soud*; IX[B(x,m(x))]—>VY[R(Y)—>S(y)]
(K) J(x,y) = ,.x se sjednoti na y*“, m = _projekt Mars®, D(x,y) = ,,x se dozije (udalosti) y*,
M(X) = ,,x je nas ¢loveék (soucasnik)“, ¢ = cesta na Mars; VxJ(x,m)—3y[M(y)AD(y,c)]
(1) Z(x,y) = ,,osoba x zna (vi, co je...) y*, d = Domazlice, t = Taus; —3IxZ(x,d)A—=3IXZ(xt)
(m) H(x,t,y) = ,x hraje v ¢ase t na y“, R(t) = ,,v Case t je rano*, j = Jack, p = (Jackovo)
piano, V(X,y) = ,,(osob¢) x vadi y*, L(X) = ,,(v€c) X ladi*;
VIH(, tp)AROIA=3IX[V (X, 2)A(z=-L(p))]
Poznamka: V tomto piikladé (podobné jako v piikladé (e)) pfipoustime, aby jako jeden
z argumentu relace V(X,y) byl dosazen n&jaky vyrok, v tomto piipadé vyrok —L(p). Tim
nicméné opoustime ptidu logiky prvniho tadu (v logice prvniho fadu mohou byt argumenty
predikatl pouze individua, nikoli dalsi predikaty) a vstupujeme na pidu logiky druhého
radu. V dal$im textu se budeme podobnym kroktim vyhybat.
(n) V(x,t,z) = ,x se v Case t vohlida k z, J(x,t,y) = ,.X je v Case t v y*, d = domazlické
zahrady, m = modrooké dévce, | =ja, Z(x,t,y) = ,,X zavola v Case t na y*;
[VtV(j,t,d)ATt[I(m,t,d)—>Z(j,t,m)]
(0) G(x) = ,,x je moje gusto”, P(X) = ,,v X je pusto”, w = whisky, s = moje srdce; G(w)A
{[—3IX(x=w)]—>P(s)}, resp. GW)A{[VX(x=w)]—>P(s)}
(p) R(x,y) = ,,x ma rad y“, M(x) = ,,v X je jako v maji*, S(x,y) = ,.x je s y*, | = leden, j = ja,
t=ty; {3x3Y[R(X,Y)AR(Y.X)]>M()}IA[S(.H)—>M(D)]
(9) Ch(x,y) =,.,x chodi s y z velké lasky*, v(x) =,,v€k (osoby) X*;
3X3y{[C(32h)(X,y)ACh(y.X)]A[V(X):V(Y):17]}

Uvedeme dvé¢ alternativy.

Alternativa I: a = Markéta Novakova, b = Tomas Novak, M(x,y) = ,.,x je matkou y*,
R(X,y) = ,,x ma rad y*
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Druikaz:
1. VXVY[M(x,y)—>R(y,X)]

2. M(a,b) - premisy

3. M(a,b)>R(b,a) - dosazeni do 1
4.R(b,a) -MP 2,3

[

Alternativa II: Zvolime-li funkci m(x) = ,,matka osoby x*, Gisudek se jesté zjednodusi.

Diikaz:

1. VXR(x,m(x))

2. a=m(b) - premisy

3. R(b,m(b)) - dosazeni do 1
4.R(b,a) - dosazeni 2 do 3
|

Druhy zptisob zapisu je ziejmé piirozengjsi a jednodussi.

3)
(a) Vyrok je dvouznacny a lze jej ptecist jako I. ,,VZdy néco vidim (pokazdé néco jiného)“,
tj. VtIxV(,xt); nebo jako II. ,,Vzdy vidim né&jakou véc (jednu a tutéz)“, tj. jako
IXVV(j,x,t), kde konstanta j = ja.
(b) Vyrok ma opét dvoji interpretaci. (1) ,,Existuje okamzik, kdy dana osoba vidi v§echno®,
AIXVEVXV(X,Y,t); nebo (2) ,,Ke kazdé véci existuje okamzik, kdy ji vidim, pficemz jednou
vidim to, podruhé ono®, tj. AXVYItV(x,y,t).
(c) Tomuto vyroku Ize rozumét tak, Ze existuje alesponl jeden ¢asovy okamzik takovy, ze
pro libovolnou véc (tj. pro vsechny myslitelné véci) plati, Ze ji vidim, neboli ItVxV(j,x,t).
Vyrok lze zfejm¢ interpretovat i jinak.
(d) Tomuto vyroku lze rozumét tak, ze pokazdé (v kazdém Casovém okamziku) existuji
véci, které nevidim, piicemz to mohou byt (1) jedny a tytéz véci; pak vyrok zapiSeme jako
IXVt-V(,x,t); nebo (2) v nékterych casovych okamzicich nevidim jedny véci
a v nekterych jinych okamzicich jiné véci, coz odpovida vyroku Viax—V(j,x,t).

S formalizaci zbyvajicich vyroku (e)-(k) si ¢tenaf poradi jiz sam.
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9 SEMANTIKA LOGIKY PRVNIHO RADU

9.1 Zakladni pojmy

Sémantiku logiky prvniho fadu lze studovat pomoci teorie modelti. Teorii modelid pro
logiku prvniho fadu zalozil polsky logik Alfred Tarski ve své slavné préci z roku 1936 ,,Der
Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen®, Studia Philosophica 1, s. 261-405. Tato
némecka verze je piekladem ptivodné polské monografie ,,Pojecie prawdy v jezykach nauk
dedukcyjnych®; nejvétsi vliv a dosah vSak méla az anglicka verze pod nazvem “Concept of
Truth in Formalized Languages”, kterou lze najit v Tarski (1983). Stru¢ny vyklad teorie
modelll postacujici pro naSe potfeby najde Ctendir v kazdé standardni ucebnici logiky;
uvadime napt. Janak (1973), Kleene (1967), Mendelson (1997), Sochor (2001), Stépan
(2001). Zejména lze doporucit vynikajici ucebnici Barwise, Etchemendy (1999), kterd
usnadiiuje pochopeni latky pomoci nazornych piikladul, jejichz feSeni lze ovétit pomoci
pocitacového softwaru. Pochopeni sémantiky logiky prvniho fadu je vénovéna srozumitelné
psana monografie Bridge (1977).

V nasledujicim textu predpoklddame néjaky pevné dany neinterpretovany jazyk
predikatové logiky prvniho fadu. NaSim cilem je tento jazyk interpretovat, tj. pfifadit
jednotlivym vyraziim jazyka vyznam. Za timto ucelem studujeme zakladni pojmy teorie
modell. Kone¢né, model dané formule ¢ jazyka predikatové logiky prvniho fadu, ptipadné
obecnéji mnoziny formuli I' predikatové logiky prvniho fadu, lze zavést pomoci pojmu
interpretace. Interpretaci § rozumime uspotadanou trojici skladajici se z komponent D,
{R}, {fn}, . 3 = (D,{R},{fn}). Vyznam piislusnych slozek nyni neformalné vysvétlime.

Mnozina D pfedstavuje ndm jiz znamé univerzum diskursu (obor individui).
Piedpokladame, ze mnozinu D lze zapsat vyctem D={ay,...,a,}, kde a, ..., a, jsou konstanty
oznacujici vSechna individua z mnoziny D. O individuu pojmenovaném konstantou
a fekneme, Ze je realizaci konstanty a. Mnozina individui mize byt i nekonecna, jako je
tomu napi. u D=N, kde N je mnozina vSech ptirozenych ¢isel (pfirozena ¢isla jsou kladna
cela cisla a ¢islo 0). Zapisem {Rx} oznacujeme mnozinu realizaci vSech relaci Ry, Ry, ..., Ry,
které se vyskytuji v interpretované formuli ¢, resp. mnoziné formuli I'. Realizaci n-arni
relace R pfitom rozumime mnozinu v§ech uspofadanych n-tic individui, mezi nimiz plati
pfisluSna relace R. UvaZzujme napt. relaci R = ,x je d¢litelné y*“ na mnoZiné€ cisel
(tj. individui) D={2,3,4,5,6,7,8,9}. Realizaci této relace je na D mnozina vSech
uspotadanych dvojic, kde prvni ¢islo dvojice dé€li druhé Cislo (resp. je délitelem druhého
Cisla), tj. R={(2,4),(2,6),(2,8),(3,6),(3,9),(4,8)}. Jestlize uspotadana n-tice individui ay, ...,
an, tj. (ai,...an), je prvkem realizace n-arni relace R, zapiSeme tuto skute¢nost jako
<a]_,...,an>€R.

Poznamka: Z mnozinového hlediska pfedstavuje mnoZina {R¢} podmnoZinu mnoZiny
vSech kartézskych mocnin mnoziny D, tj. {Ri}< D 'uD!uD'U..., kde i, j, I, ... jsou arity
jednotlivych relaci ve formuli ¢, resp. v mnoziné formuli I'. Realizace n-arni relace R je
totiz podmnozinou kartézské mocniny D". Kartézskou n-tou mocninu D miizeme jednoduse
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povazovat za mnozinu vSech uspotfadanych n-tic prvkii mnoziny D. Pocet vSech n-tic
z mnoziny D je m", kde m je po&et prvki mnoziny D.

Podobné zapisem {f} rozumime mnozinu realizaci vSech funkci fi, fp, ..., fn, které se
vyskytuji v interpretované formuli @, resp. mnoziné formuli I'. Realizaci n-argumentové
funkce f rozumime mnozinu vsech takovych n+1-tic individui z mnoziny D, ze funkce
f kazdé n-tici individui pfifazuje jako funkéni hodnotu této n-tice n+1l-ni individuum.
Dvouargumentovou funkci na mnoziné¢ N je napt. funkce séitani. (Misto zapisu +(X,y)
pouzivame obvyklejsi zapis x+y.) Plati tedy napt. 2+5=7, 3+7=10, 55+45=100 atd., tj.
(2;5;7)ef, (3;7;10)ef, (55;45;100) f atd., kde f(x,y)=x+y.

Poznamka: Z mnozinového hlediska pfedstavuje mnozina realizaci {fn} rovnéz
podmnozinu mnoziny viech kartézskych mocnin mnoziny D, tj. {fn}c D "uD*'u
D*!u..., kde i, j, k, ... jsou arity jednotlivych funkci. Z mnoZinového hlediska je
n-argumentova funkce specialnim ptipadem n+1-arni relace. V tom spoc¢iva divod, pro¢ lze
v logice prvniho tadu v zésad¢ pracovat bez funkci. Ptiklad redukce jazyka obsahujiciho
funk¢ni symbol na jazyk obsahujici pouze symbol relace jsme uvedli v minulé kapitole.

Obsahuje-li uvazovana formule ¢, resp. mnozina formuli I', né&jaké volné proménné,
musime spolu s I uvazovat jesté ohodnoceni promeénnych X1, X2, ..., Xn, ... daného jazyka
logiky prvniho fadu. Ohodnocenim proménnych rozumime funkci o, kterd kazdé proménné
ptifadi n¢jakou konstantu. Pro kazdou proménnou X tedy existuje b tak, ze o(x)=b, kde b je
konstanta pfifazena ohodnocenim o proménné X. K interpretaci formuli obsahujicich
kvantifikatory musime uvazovat rovnéz tzv. c-X varianty k ohodnoceni c. c-X; variantou
pfitom rozumime takové ohodnoceni proménnych o’, které se shoduje s ohodnocenim
o6 V ohodnoceni vSech proménnych Xi, X2, ..., Xi, ..., Xn, ... kromé hodnoty ptitazené
proménné X;. Interpretaci ¥ spolu s ohodnocenim ¢ budeme oznacovat jako 3. Pojem
interpretace si lze ndzorné ptiblizit pomoci nasledujiciho obrazku.

realizace predikatu P
PcD P={<AV,V,A AP}

vlastnost — byt / ‘ mnozina realizaci

trojuhelnikem vSech predikath
P(Xx) {R&

A A
univerzum —
mnozina rovinnych
a D geometrickych utvari
konstanta — jméno
individua {V.O.A0AVT, .}
Obrazek: Interpretace konkrétni trojithelnik ABC
predikatové logiky
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Ve schématu jsme jednotlivé prvky, s nimiz pfi interpretaci pracujeme, umistili do rohi
Sestitthelniku. Jednotlivé strany Sestithelniku zachycuji dilezité sémantické vztahy.
Kuptikladu Sipka od konstanty a k trojuhelniku ABC vyjadfuje vztah denotace. (Podobné
Sipka od predikatu P(X) k jeho realizaci P také vyjadiuje vztah denotace.) Trojuhelnik ABC
je prvkem mnoziny D, tj. pfislusné Sipka vyjadfuje vztah nadlezeni do mnoziny; podobné
pro vztah mezi realizaci predikatu P a mnozinou {Ry}. Pro jednoduchost ve schématu
opomijime realizaci funk¢nich konstant. Dalsi dulezité sémantické vztahy ve schématu
pojmenuje a popiSe Ctendi jisté¢ sam. (Napi.: Jaky sémanticky vztah oznacuje Sipka od
konstanty a k predikatu P(x), resp. od uvazovaného trojuhelnika ABC Kk realizaci
predikatu P?)

Definice (model formule predikatové logiky):

(1) M&me interpretaci § a formuli ¢ logiky prvniho fadu, kde ¢ je P(ay,...,an).
Rekneme, Ze P(ay,...,an) je V I pravdiva, jestlize uspofadana n-tice individui, které realizuji
konstanty a;, ..., a,, realizuje relaci P, tj. jestlize plati (ai,...,anyeP. Tuto skutecnost
alternativné (stejnym zpusobem jako v kapitole 4.1.2) zna¢ime I I- P(ay,...,a,). M&me dale
interpretaci 3 a ohodnoceni o, tj. 35, @ formuli ¢, kde ¢ je P(Xy,...,Xn). Rekneme, Ze formule
P(X1,....Xn) j& V 35 pravdiva, jestlize usporadana n-tice individui, které realizuji konstanty
pfifazené proménnym Xi, .., Xp ohodnocenim o, skutecné realizuje relaci P, fj.
(o(X1),...,0(Xn))€P. V takovém piipad¢ piseme I I+ P(Xy,...,Xn) a fekneme, ze I je model
formule P(xy,...,Xn).

(2) Necht’ formule @ ma tvar wAy, wvy, W—y, w<>y a x a y lze interpretovat dle
bodu (1). Pak definice J I- o, resp. 35 - ¢ odpovida definici vyrokové logiky pro yAy,
WVY, WY, Wey. Napt. 3, I yAy prave tehdy, jestlize s - y a rovnéz I, I- . Ostatni
definice jsou obdobné a ¢tenat je v piipadé potieby nalezne v doporucené literatute. Plati-li
tedy Js I- @, kde ¢ je wAy, wvy, w—y nebo y<«>y, fekneme, Ze I, je model formule .

(3) Rekneme, ze formule Ixy je v I, pravdiva, jestlize existuje alespoii jedna o-X
varianta ¢” takova, ze individuum pfifazené ohodnocenim " proménné X je prvkem
realizace v, tj. 6" (X)ey. (Touto formulaci se rozumi jednoduse to, Ze pro danou interpretaci
J obsahuje mnozina D alespon jedno individuum, pro néZz je formule y pravdiva.)
V takovém piipadé pisSeme 3, I- IXy a fekneme, ze I, je model formule Ixy.

(4) Rekneme, ze Vxy je v I, pravdiva, jestlize pro vsechny o-x varianty c” plati
o’'(X)ey. (Rozumime tim to, ze y je pravdiva pro vSechna individua mnoziny D dané
interpretace.) V takovém piipadé piSeme I I- VXy a fekneme, Zze 3, je model formule
VXy.

Misto formulace ,,¢ je pravdiva v 3, budeme alternativné pouzivat formulaci ,,3 spliuje
¢“. Tato druha formulace je v logice velmi castd. Modelem formule ¢, resp. mnoziny
formuli T, tedy rozumime takovou interpretaci § spolu s ohodnocenim proménnych o, tj.
3, ktera spliuje formuli ¢, ptipadné vSechny formule mnoziny I'. Podobn¢ jako u metody
protiptikladu ve vyrokové logice, jiZ jsme se zabyvali v kapitole 3, budeme uvaZovat
interpretace, které¢ falzifikuji formuli ¢, resp. mnozinu formuli I'. V takovém pfipadé
hovotime o kontramodelech pfislusné formule, resp. mnoziny formuli.

Nyni uzrdl cas, abychom wuvedli definici tautologie logiky prvniho ftadu
a ptipomenuli Tarského definici logicky platného vyplyvani.
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Definice (tautologie predikatové logiky):

Tautologii logiky prvniho fadu rozumime takovou formuli jazyka logiky prvniho fadu,
ktera je pravdiva pii vSech interpretacich 3, tj. jejim modelem je libovolna interpretace 3.
Tautologii logiky prvniho fadu je napt. formule VXP(X)vIx—P(X).

Poznamka: Tato formule je zobecnénim tautologie pv—p vyrokové logiky, kde za
p dosadime vyrok VxP(x). Kazda formule logiky prvniho fadu, kterou odvodime timto
zpisobem, tj. substituci do né&jaké tautologie vyrokové logiky, je nutné tautologii logiky
prvniho fadu. Existuji ovSem takové tautologie logiky prvniho fadu, které pouhym
zobecnénim tautologii vyrokové logiky odvodit nelze.

V kapitole 2 jsme tekli, ze zavér B logicky vyplyva z premis Ay, Ay, ..., Ay, jestlize kazdy
model, ktery spliiuje zaroven vsSechny premisy Ai, Az, ..., An, spliluje rovnéz zavér B.
Podobné jako existuji tautologie logiky prvniho fadu, které nelze odvodit zobecnénim
tautologii vyrokové logiky, existuji logicky platné usudky logiky prvniho tadu, které nelze
vyvodit jako zobecnéni logicky platnych usudkl vyrokové logiky. Ptiklad takového usudku
jsme uvedli v ivodu k minulé kapitole (isudek 2). Oproti pojmu tautologie a logického
vyplyvani ve vyrokové logice maji pravé uvedené definice pro logiku prvniho fadu
mnohem hlub$i vyznam. Zatimco ve vyrokové logice lze platnost logického vyplyvani
a skutecnost, zda dand formule je tautologii ¢i nikoliv, efektivné ovéfit pomoci
jednoduchych valuaci, tj. napf. pomoci pravdivostnich tabulek, v logice prvniho fadu to jiz
mozné neni. Pro kazdou formuli logiky prvniho fadu, resp. kazdy tisudek logiky prvniho
fadu, musime totiz uvazovat nejprve tiidu vSech interpretaci s jednoprvkovou mnozinou D,
pak tfidu vSech interpretaci s dvouprvkovou mnozinou D, poté tfidu vSech interpretaci
s tiiprvkovou mnozinou D atd. I kdyz skuteéné zjistime, ze vSechny uvaZované
interpretace jsou modely dané formule, resp. daného usudku, nemizeme si po zadném
poctu krokii byt u vétSiny formuli jisti, Ze se jednd o tautologii logiky prvniho tadu, pfip. Ze
zaveér skutecné logicky vyplyva z dané mnoziny predpokladi. Jinymi slovy, teorie modela
logiky prvniho fadu nam neposkytuje zadnou efektivni metodu k ovéfeni logické platnosti
formuli, resp. platnosti logického vyplyvani.

Nékteré¢ formule logiky prvniho fadu, resp. usudky, nemusi byt dokonce splnitelné
v Zadné interpretaci s koneCnou mnozinou D a jsou splnitelné az v interpretacich
s nekone¢nou mnozinou D; piipadné naopak mohou byt splnitelné na tfidé vSech
interpretaci s kone¢nou mnozinou D, avSak nikoli na tfidé vSech interpretaci s nekone¢nou
mnozinou D. Ptikladem formule, kterd neni splnitelnd v zadné interpretaci s konec¢nou
mnozinou D, je konjunkce skladajici se z formuli VXx3yR(x)y), VX—R(x,X),
a VxVyVz{[R(x,yY)AR(Y,z)]>R(x,2)}. Interpretujeme-li R jako relaci ,,x je mensi nez y*, pak
konjunkce uvedenych tfi formuli neni pravdivd pro Zadnou interpretaci s konecnou
mnozinou D. Prvni ¢len konjunkce, tj. VX3yR(X,y), nam totiz fika, ze ke kazdému X existuje
y tak, Ze X je mensi nez Y. Je-li mnozina D kone¢nd, musime po konecném poctu krokt
dospét k nejvétsimu prvku, k némuz neexistuje Zadny vétsi prvek. Konjunkce formuli tedy
muZe byt pravdiva pouze pii interpretaci zaloZené na nekonecné mnoziné D, jakou je napf.
mnozina vSech pfirozenych ¢isel N.

Poznamka: Relace R predstavuje v tomto piipad¢ relaci ostrého uspotadani na mnoziné N.
Vice k pojmu uspotradani viz nize, feSeny ptiklad 3.
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Ptiklad druhého druhu dostaneme, ponechdme-li v nasem piikladé beze zmény interpretaci
relace R a v uvazované konjunkci formuli zaménime v prvnim ¢lenu poiadi kvantifikatoru,
tj. misto formule VX3yR(X,y) uvazujeme 3JyVxXR(X,y). Konjunkce formuli JyVXR(X,y),
Vx=R(x,X) a VXVyVZ{[R(X,y)AR(Y,2)]>R(X,2)} vyjadiuje podminku, ze existuje ¢islo,
které je vEétsi nez vSechna ostatni Cisla, tj. Ze existuje nejvétsi Cislo, coz je mozné pouze
u kone¢nych podmnozin mnoziny N, nikoli pro celou mnozinu N. Podle tzv. Archimédovy
vety totiz neexistuje nejveétsi prirozené Cislo, tj. Cislo, které je vétsi nez vSechna ostatni
pfirozena Cisla.

Uvazujme nyni jednoduchou formuli R(X,y)—>R(y,X) a interpretujme ji na mnoziné
D dvou individui, které oznac¢ime jako a a b, tj. D={a,b}. Pro tuto mnozinu existuji celkem
Ctyfi ohodnoceni proménnych; oznacime je jako o1-04, kde o1(X)=a, oi(y)=a, oc2(X)=a,
o2(y)=b, o3(X)=Db, o3(y)=a, c4(X)=b, c4(y)=Db. Dale existuji celkem ¢étyfi uspoiadané dvojice,
které mohou figurovat jako jednotlivé Cleny relace R. Tyto Ctyfi uspotadané dvojice jsou
prvky druhé kartézské mocniny mnoziny D, tj. DZ:{<a,a),<a,b),(b,a},(b,b)}. Mnozinu vsech
moznych realizaci relace R viak tvoii vSechny mozné podmnoziny D?. MnoZin& viech
podmnoZin mnoziny A fikdme potence (resp. potencni mnozina) mnoziny A a znaéime ji
jako P(A). Obsahuje-li mnozina A celkem n prvki, pak potence A obsahuje celkem 2"
riznych mnozin, z nichZ jednu tvofi prazdnd mnozina (prazdnd mnoZzina je podmnoZinou
kazdé mnoziny) a jednu celd mnozina A. Potence mnoziny D? tedy obsahuje celkem 2°=16
mnozin uspofddanych dvojic a kazda z téchto mnozin uspofadanych dvojic je jednou
z moznych realizaci relace R pfi dané mnozin¢ D. V nasem piipadé¢ se tedy jedna
0 realizace — oznacime je jako 31-316 — kde I1=3, I,={(a,a)}, Is={(a,b)}, I.={(b,a)},
35:{<b1b>}1 35:{<a,a>,<a,b>}, 37:{<a!a>!<b!a>}’ 38:{<a’a>!<b!b>}! 39:{<a,b>,<b,a>},
310:{<a1b>1<b1b>}1 311:{<b1a>1<b1b>}1 312:{<a1a>1<a!b>’<b’a>}’ 813:{<a’a>’<a!b>!<b!b>}! 314:
{(a,a),(b,a),(b,0)}, IJis={(a,b),(b,a),(b,b)}, Jis={(a.a),(a,b),(b,a), (b,b)}. Kazda z téchto
realizaci tvofi spolu s jednim z ohodnoceni ©i-c4 jednu interpretaci dané formule.
Interpretaci, ktera se sklada z realizace 3, spolu s ohodnocenim &, 0znaéme jako 3m . Pti
dané mnozin¢ D tedy existuje celkem 16x4=64 moznych interpretaci formule
R(x,y)—R(y,Xx), pticemz nékteré interpretace tuto formuli splfiuji, napt. vSechny interpretace
J11-314 splnuji formuli trividlné (ovéite toto tvrzeni!), nékteré nikoliv. Formuli spliuji
naptiklad interpretace Jg2 a 393, tj. I9={(a,b),(b,a)} spolu s o2(x)=a, c2(y)=b a Jg spolu s
o3(X)=b, os(y)=a. Naopak formuli falzifikuji napf. interpretace I3, I33, 342, 34,3 apod.
Kupiikladu pro I3, zalozenou na J3={(a,b)} spolu s o2(X)=a, o2(y)=b plati I3, I R(X,y),
protoze (a,b)eJ3, ale nikoliv I3, - R(y,X), jelikoz (b,a)#J3. Tim jsme dokazali, ze dana
formule neni tautologii logiky prvniho fadu — existuje totiz alespon jeden jeji kontramodel
M, tj. napt. Js3».

Nyni uvazujme formuli 3IXVYR(X,y)—>Vy3axR(X,y) a tutéZ mnoZinu moznych
interpretaci jako vySe pro formuli R(X,y)—>R(y,x). Jelikoz tato formule neobsahuje zadné
volné proménné, mizeme ohodnoceni proménnych o1-c4 ignorovat. Kazdou interpretaci

3 relace R lze tedy ztotoznit s jednou z realizaci 31-316.

Cviceni: Podrobné zdtivodnéte, pro¢ je mozno jednotliva ohodnoceni ¢ ignorovat.
Formule 3IxVyR(x,y)—>Vy3xR(x,y) je tautologii pravé tehdy, jestlize kazdy model, ktery

spliiyje formuli IXVYR(X,y), spliuje rovné€z formuli Vy3axR(x,y). Antecedent IxVyR(X,y)
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splilyji interpretace Js={(a,a),(a,b)}, I11={(b,a),(b,b)}, J1.={(a,a),(a,b),(b,a)}, IJ13={(a,a),
<a1b>1<b1b>}1 814:{<a1a>1<b’a>1<b1b>}1 315:{<a,b>,<b,a>,<b,b>}, a C\‘816:{<a’a>’<a1b>!<b!a>!<b!b>}'
Kazda z téchto interpretaci obsahuje alespon jeden prvek takovy, Ze vSechny prvky
z mnoziny D jsou s nim v relaci R. Pro Js je takovym prvkem a, nebot’ pro vSechny prvky
k mnoziny D plati (a,k)eR. D obsahuje pouze dva prvky, musi tedy platit k=a nebo k=b.
A skuteén€, s obsahuje obé tyto dvojice, tj. plati (a,a)yeR a (a,b)eR. Tedy skutecné
existuje takovy prvek, ze vSechny prvky jsou s nim v relaci R. Interpretace s tedy spliuje
formuli IxVyR(x,y), tj. Js I- IXVYR(X,y). Nyni zbyva ovéfit, Ze vSechny interpretace, které
splnuji antecedent, spliuji rovnéz konsekvent Vy3xR(X,y). To ukazeme opét pro interpretaci
Js. Formule Vy3xR(x,y) nam fika, ze ke kazdému prvku k mnoziny D existuje alespon
jeden prvek x, ktery je s nim v relaci R, tj. (x,K)eR. Pro k=a plati v Js (a,a)eR, pro k=b
plati (a,b)eR. Tedy skutecné [Js I Vy3IxXR(Xy). Ové&feni ostatnich interpretaci
prenechavame jako cviéeni Ctenafi. Plati tedy, ze pii D={a,b} vsechny interpretace 31-316
spliyji formuli IXVYR(X,y)— VY3IXR(X,y). Uvedené interpretace totiz spliiuji podminky dané
antecedentem a konsekventem formule a vSechny ostatni interpretace spliuji formuli
trivialné na zaklad¢ vlastnosti vyrokové logiky (tj. je nepravdivy jejich antecedent nebo
pravdivy jejich konsekvent). Tim vSak nase prace zdaleka neni u konce a nyni bychom méli
uvazovat vSechny interpretace zalozené na mnozin¢ obsahujici tii individua, tj. D={a,b,c},
dale interpretace zalozené na mnozin¢ obsahujici Ctyfi individua, tj. D={a,b,c,d}, dale na
mnoziné obsahujici pét individui, tj. D={a,b,c,d,e} atd. Poznamenejme pouze, ze pro
D={a,b,c} je D?={(a,a)(a,b)(a,c),(b,a)(bb)(b.c)(caych)(c.c)}. Mnozina D? tedy
obsahuje celkem 3?=9 prvki a potence P(D?) 2°=512 prvki; existuje tedy 512 réiznych
interpretaci relace R(x,y). Pro D={a,b,c,d} je D’={(a,a)(a,b)(a,c)(a,d),(b,a)(b,b)(b,c),
(b,d){c,a),(c,b),(c,c),{c,d),(d,a)(d,b),(d,c),(d,d)}. MnozZina D? obsahuje celkem 4°=16 prvki
a potence P(D?) 2'°=65 536 prvki, tj. existuje celkem 65 536 réiznych interpretaci. Déle
pro D={a,b,c,d,e} obsahuje D? uspoiadané dvojice (a,a), (a,by, (a,c), (a,d), (a,e), (b,a),
(b,b), (b,c), (b,d), (b,e), {c,a), (c,b), {c,c), {c,d), (ce), (d,a), (d,b), (d,c), (d,d), (d.e), (e,a),
(e,b), (e,c), (e,d), (ee). Mnozina D? obsahuje celkem 5°=25 prvkii a potence P(D?
2%°=33 444 432 (slovy: tficet tfi milionQ Ctyfi sta Ctyficet Ctyfi tisic Ctyfi sta tficet dva!)
prvki, existuje tedy 33 444 432 ruznych interpretaci zaloZzenych na mnoziné D={a,b,c,d,e}!
Pro Sestiprvkovou mnoZzinu D tak musime uvaZovat 68 719 476 736 rliznych interpretaci,
pro sedmiprvkovou mnoZinu D obsahuje ptislusny pocet interpretaci jiz ¢trnact cifer a napf.
pro desetiprvkovou mnozinu D dokonce tficet cifer! Ovéfeni formule pro mnoZinu
D obsahujici deset individui a vice pfenechavame jako cviceni snazivym studenttim.

Na tomto ptikladé ndzorné vidime, Ze logickou platnost formuli logiky prvniho fadu
nelze ovéfovat metodou analogickou k tabulkové metodé vyrokové logiky. Jestlize tedy
student mohl v pfipad€¢ vyrokové logiky protestovat proti nutnosti ucit se deduktivnim
metodam, jelikoz vSe, co lze dokazat deduktivng, lze dokazat rovnéz pomoci tabulky,
v piipadé¢ logiky prvniho fadu jiZ podobné protesty nejsou na misté. Skutecnost, zda dana
formule je tautologii logiky prvniho fadu a zda uvazovany usudek je logicky platny,
obvykle Ize dokazat pouze deduktivné, nikoli pomoci Zzadné konecné tabulky.
Deduktivnimi metodami se zabyvame v nasledujicich kapitolach.
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9.2 Resené priklady
Priklad 1:

Urcete, jaké usporadané trojice lze sestrojit na zakladé mnoziny D={a,b,c,d}. Kolik
jednotlivych podmnozin mnoziny vSech trojic existuje?

Zadana mnozina D obsahuje ¢tyii prvky, pocet usporadanych trojic tedy odpovida variacim
tieti tiidy s opakovanim ze Ctyf prvku. Pocet variaci k-té tfidy s opakovanim z n prvki
uréime pomoci vzorce V*n=n. V nagem piipadé tedy existuje celkem 4°=64 usporadanych
trojic. Jedna se o nasledujici trojice: (a,a,a), (a,a,b), (a,a,c), (a,a,d), (a,b,a), (a,b,b), (a,b,c),
(a,b,d), (a,c,a), (a.c,by, (ac,.c), (ac,d), (ada), (adb), (ad.c), (add), (baa), (bab),
(b,a,c), (b,a,d), (b,b,ay, (b,b,b), (bb,c), (b,b,d), (b,c.a), (b,c,b), (b,c,c), (b,cd), (b,da),
(b,d,by, (b,d,c), (b,d,d,), (c,a,a), (c,ab), (cac), (cad), (cb,a), (cbb), (cb,c), (cb,d),
{c,c,a), {c,c,b), {c,c,c), (c,c,d), {c,d,a), (c,d,b), {c,d,c), {c,d,d), (d,a,a), (d,a,b), (d,a,c), (d,a,d),
(b,b,a), (d,b,b), (d,b,c), (d,b,d), (d,c,a), (d,c,b), (d,c,c), (d,c,d), (d,d,a), (d,d,b), (d,d,c),
(d,d,d). Mnozina vs$ech téchto trojic odpovida tieti kartézské mocniné mnoziny D, tj. jedna
se o mnozinu D°. MnoZina viech podmnoZin mnoziny D* je potence mnoziny D?, .
mnozina P(D%). Pocet viech podmnoZin mnoZiny o n prvcich uréime pomoci vzorce 2.
V piipadé P(D% tedy existuje celkem 2%4=18 446 744 073 709 551 616 (tj. vice ne?
osmnéct triliond!) danych podmnozin. Mnoziny z P(D%) tvori viechny mozné realizace
né&jaké ternarni relace R(X,y,z) interpretované na D={a,b,c,d}.

Priklad 2:

Uréete vSechny uspotfadané trojice na mnoziné D={a,b,c}. Sestrojte model formule
VX3yVzR(X,y,2).

Uspotadanych trojic na mnozing D={a,b,c} existuje celkem 3°=27. Jedn4 se o nasledujici
trojice: (a,a,a), (a,a,b), (a,a,c), (a,b,a), (a,b,b), (ab,c), (ac,a), (a.cb), (ac.c), (b,aa),
(b,a,b), (b,a,c), (b,b,a), (b,b,b), (b,b,c), (b,c,a), (b,c,b), (bc,c), (caa), {cab), (ca,.c),
(c,b,a), {c,b,b), (c,b,c), (c,c,a), (c,c,b), (c,c,c). VSech moznych interpretaci ternarni relace
R tedy existuje 22'=134217 728 (sto tficet Gtyfi miliard!). Jako model formule
Vvx3yVzR(x,y,z) vSak mohou slouzit pouze ty interpretace, kdy ke v§em prvkiim X mnoziny
D existuje takovy prvek Y, Ze pro vSechny prvky z plati R(X,y,z). Modelem formule je napf.
interpretace J; s realizaci R={(a,a,a),(a,a,b),(a,a,c),(b,a,a),(b,a,b)(b,a,c).c,a,a)c,a,b),
(c,a,c)}. V tomto pripadé dokonce existuje jeden takovy prvek Yy, tj. prvek a pro vSechny
prvky x a z. Tato interpretace tedy piedstavuje nejen model formule Vx3yVzR(X,y,z), ale
rovnéz formule JyVxVzR(X,y,z). Dalsi model formule Vx3yVzR(X,y,z) piedstavuje napf.
interpretace I, s realizaci R={(a,a,a),(a,a,b),(a,a,c)(b,c,a),(b,c,b),(b,c,c)c,b,a)(c,b,b),
(c,b,c)}. V tomto piipadé ke kazdému prvku x existuje jiny prvek y takovy, ze pro vsechna
z plati R(x,y,z). Jestlize x=a, pak pfislusnym prvkem y je a, pro x=b plati y=c a pro x=c
plati y=b.

Cviceni: Dokazte, ze se skutecné jedna o modely této formule. Naleznéte dalsi interpretace
formule.
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Priklad 3:
U binarnich relaci R(X,y) 1ze definovat nasledujici dalezité typy relaci:

Relace R(x,y) je reflexivni, jestlize plati VXR(X,X).

Relace R(x,y) je ireflexivni, jestlize VX—R(X,X).

Relace R(x,y) je symetrickd, jestlize plati VXVY[R(X,y)—>R(y,X)].
Relace R(x,y) je asymetricka, jestlize VXVY[R(X,y)—>—R(X,y)].

Relace R(x,y) je antisymetricka, jestlize VXVY{[R(X,Y)AR(Y,X)]—>X=y}.
Relace R(x,y) je trichotomicka, jestlize YXVY[R(X,y)VR(y,X)vX=y].
Relace R(x,y) je tranzitivni, jestlize VXVYVZ{[R(X,yY)AR(Y,2)]>R(X,2)}.

Dutlezité jsou dale napf. relace neostrého usporadédni, ostrého uspofddani a ekvivalence.
Relace neostrého usporddani je takova binarni relace R(X,y), ktera je reflexivni,
antisymetricka a tranzitivni. Relace ostrého usporadani je takova binarni relace R(X,y),
kterd je ireflexivni, asymetrickd a tranzitivni. Relace wuplného uspordadani (ostrého ¢i
neostrého) je relace, kterd je usporadanim (ostrym ¢i neostrym) a je trichotomicka. Relace
ekvivalence je takova binarni relace R(X,y), ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
Sestrojte modely vSech téchto relaci na mnoziné D={a,b,c,d}.

Mnozina vSech uspofadanych dvojic na D={a,b,c,d} obsahuje nasledujici prvky: (a,a),
(a,b), (a,c), (a,d), (b,a), (b,b), (b,c), (b,d), {c,a), (c,b), {c,c), {c,d), (d,a), (d,b), (d,c), (d,d).
Modelem reflexivni relace je napf. interpretace 3;, kde R={(a,a),(a,b).(b,b)c,c),(d,c),
(d,d)}. Pfi této interpretaci pro vSechny prvky keD plati (k,k)eR. Model ireflexivni relace
dostaneme napf. v interpretaci 32, kde R={(a,b),(b,c),(c,d),(d,c)}, protoze pro zadny prvek
keD neplati (k,kyeR. Modelem symetrické relace je interpretace 33, kde R={(a,b),(b,a),
(b,c),(c,b),(c,d),(d,d)}. Model asymetrické relace dostaneme, realizujeme-li R napf. jako
R={(a,b),(b,c),(c,d)}. Modelem antisymetrické relace je interpretace 34, kde R={(a,b),(b,b),
(b,c)(c,c)c,d)}. Modelem tranzitivni relace je interpretace J3s s realizaci R={(a,c),(a,d),
(b,c)(b,d),(c,d)}. Modelem netiplného ostrého uspofadani je Js, kde R={(a,b),(c,d)}. Pfi
této interpretaci jsou prvky a, ¢ a b, d navzajem neporovnatelné. Model tplného ostrého
uspofadani dostaneme, rozSifime-li realizaci relace R na R={(a,b)(a,c).(a,d)(b,c),(b,d),
(c,d)}. Modely neostrych uspotfadani dostaneme, rozsifime-li realizaci R o uspotradané
dvojice (a,a), (b,b), (c,c) a (d,d). Uplna uspoiadani jsou zaroven trichotomickymi relacemi.
Kone¢né, model relace ekvivalence ptedstavuje napt. interpretace 37 s realizaci R={(a,a),
(a,b),(b,a),(b,b)(c,c)(c,d),(d,c),(d,d)}. V piipadé relace ekvivalence lze poznamenat, Ze
tato relace rozdéluje obor individui D na navzajem disjunktni t¥idy (tj. takové tfidy, které
nemaji Zadné spolecné prvky). Kazda z té€chto tiid vydéluje z mnoziny D tfidu vSech prvki
ekvivalentnich néjakému konkrétné zvolenému prvku. V piipadé nasi relace R plati D,={b},
Dp={c,d}, kde D, oznacuje tfidu v§ech prvki mnoziny D ekvivalentnich prvku a a Dy, tfidu
vSech prvkid mnoziny D ekvivalentnich prvku b.

Cviceni: Sestrojte dal$i modely uvedenych relaci na rGznych mnozinach D. PoukaZte

rovnéZ na ruzné konkrétni piiklady téchto relaci. Napft. relace R(X,y) ,,x je potomkem y*
ziejme je (neuplnym) ostrym uspofadanim na mnoziné vsech lidi.
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Poznamka: Na uvedené vlastnosti relace ekvivalence (tj. na jeji schopnosti tvofit
disjunktni rozklady na ekvivalen¢ni podtiidy) je zalozena tzv. definice abstrakci. Existuje-li
na dané tfid¢ individui relace ekvivalence, pak mizeme za vyuziti této relace definovat
novy pojem. Napf. mame-li mnozinu vSech vektort v roving, pak Ize na této tfidé zavést
relaci ekvivalence pomoci relace R ,X je rovnobézny s y*“. Ke kazdému konkrétnimu
vektoru a tato relace pfifazuje tiidu vSech vektord, které jsou s vektorem a rovnob&zné.
Pomoci relace R nyni mizeme definovat novy pojem ,,mit smér vektoru a*“. Definice:

X ma smér vektoru a =g X je rovnobézny s vektorem a
Dale miizeme obecné definovat pojem ,,smér vektoru x““. Definice:

smér vektoru a =¢¢ existuje b tak, ze vektor a je rovnobézny s b a v§echny
vektory, které maji smér vektoru a, jsou rovnobézné s b

O definici sméru vektoru v tomto ptipadé¢ fekneme, Ze se jednd o implicitni, resp.
kontextualni definici. Dillezitym piikladem implicitni definice je Fregeho definice pojmu
kardinélniho ¢isla. Viz napft. Frege (1989).

Cviceni: Uved'te dalsi konkrétni ptiklady definice abstrakei.
Priklad 4:

V feseném piikladé 1 v kapitole 8.2 je podédna definice grupy. Naleznéte konkrétni realizace

grupy.
ReSeni:

Nejprve zopakujme podminky (1) az (4) definice grupy. Po piepisu do formalniho jazyka
predikatové logiky dostaneme na zékladé téchto podminek formule:

(1) VxVy3z(x & y=2)

(2)  IXVY(x® y=y & x=Y)

(3) VXVYVZI[X ® (y ® 2)=(X @ y) © Z]
4) VXVy3Azaw[(x & z=y)A(w & x=y)]

Jednoduchym piikladem grupy je systém skladajici se z mnoziny vSech piirozenych cisel
N (v&etné nuly) a na ni definované operace séitani. Ctenaf si tuto skute¢nost ovéfi tak, ze
zkontroluje, Ze systém skutecné splituje podminky (1)-(4) definice grupy. DalSim ptikladem
jsou grupy zakrytovych pohybii rovinnych geometrickych utvard, tj. takovych pohybu
daného geometrického tutvaru, po jejichz provedeni dostaneme novy utvar, ktery se
S ptvodnim utvarem dokonale kryje. Napt. rovnostranny trojuhelnik ABC ma celkem
6 zakrytovych pohybii, kde za jeden z pohybt povazujeme rovnéz identicky pohyb.
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Zakrytové pohyby rovnostranného trojuhelnika ABC:

a pieklopeni okolo osy p

pteklopeni okolo osy q

pieklopeni okolo osy r

otoCeni o 120°

otoceni o 240°

—| D | |O|T

identicky pohyb

Obrazek: Zakrytové
pohyby trojihelnika ABC

Systém skladajici se z mnoziny zakrytovych pohybi D={a,b,c,d,e,j} a na ni definované
operace x @ y skladani pohybt predstavuje grupu. Slozenim libovolnych dvou pohybt a az
] totiz nedostaneme né&jaky novy pohyb, ale pohyb, ktery je jiz prvkem mnoziny D. Napf.
provedeme-li nejprve pohyb a a po ném pohyb b, je vysledny pohyb identicky s pohybem
d. Zakonitosti skladani zakrytovych pohybu trojuhelnika ABC lze shrnout do nasledujici
tabulky.

Tabulka skladani zakrytovych pohybt trojuhelnika ABC:

Poté provedeme pohyb:

a b c d e J

a j d e b c a

® & b e J d C a b
282 || @ d e J a b c
S¢5 | d c | al| b | e j d
ZE= e b lc|alij d | e
j a b C d e J

Systém tedy spliiuje bod (1) definice grupy. Daéle existuje neutrdlni pohyb, po jehoz
,provedeni zlistane Gtvar nezménén. V nasem piipad¢ se jedna o identicky pohyb j. Tim je
splnéna podminka (2) definice. Dale pro kazdé tfi pohyby X, y a z plati, Ze slozime-li dva
pohyby y a z a s vyslednym pohybem slozime pohyb X, bude vysledek tyz, jako kdyz
nejprve provedeme pohyb z, ktery slozime s vysledkem slozeni pohybti x a vy, tj.
X® (Y& z)=(x® y)® z. Tuto skutecnost lze ovéfit napt. podle tabulky nebo prostou tvahou
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nad skladanim pohybtli. Systém tedy spliiuje rovnéz podminku (3) definice. Ke kazdym
dvéma pohyblim p a g konecné existuji pohyby X a y takové, ze p® X=( a y® q=q@.
Uvazujme napi. pohyby b a d, tkolem je najit takové pohyby X a vy, ze b® x=d a y® b=d.
Takové pohyby skute¢né existuji a pohyb d miZzeme dostat tak, Ze nejprve vezmeme pohyb
a (pohyb a zde plni roli X) a poté pohyb b nebo tak, ze nejprve vezmeme pohyb b a poté
pohyb ¢ (pohyb ¢ zde plni roli y). Totéz lze ovéfit i pro ostatni prvky mnoziny zakrytovych
pohybtli, uvedeny systém tudiz splituje i podminku (4). Tim je dokdzano, Ze systém je
skute¢né realizaci grupy. Systém zakrytovych pohybu trojuhelnika ABC tedy piedstavuje
model vyse uvedenych formuli (1) az (4). (Poznamka: Ptiklad je prevzat z Rieger (1952).
Zde ¢tenat nalezne velmi struény tivod do teorie grup a teorie svazil.)

Cvifeni: Zkonstruujte grupu zékrytovych pohybli pro ctverec, obdélnik, pravidelny
pétithelnik atd. Naleznéte rovnéz jiné ptiklady grup, tj. systémda, které realizuji podminky
definice grupy.

Priklad 5:
Naleznéte kontramodel usudku:

VXVY[R(X,Y)—=R(Y,X)], VXVYVZ{[R(X,Y)AR(Y,2)]>R(X,2)} E VXR(X,X)
na mnozin¢ D={a,b,c}.

Jednoduchy kontramodel pifedstavuje interpretace 3§, kde R={(a,a),(a,c),(c,a),(c,c)}. Tato
interpretace spliuje premisy usudku, tj. formule:

VxVY[R(XY)=R(y.X)], ¥XVyVZ{[R(x.y)AR(y,2)]>R(x.2)}

avSak nikoli zavér usudku, tj. formuli VXR(x,X), jelikoz pro prvek beD neplati R(b,b).
Formule VxVy[R(X,y)—>R(y,X)] a VxVyVzZ{[R(X,Y)AR(Y,z)]>R(X,z)}, v nichz b dosadime na
misto X, y nebo z, plati trivialn¢, protoze antecedenty i konsekventy obou formuli jsou
nepravdivé, a pfislusna implikace je tudiz pravdiva.

Priklad 6:

Naleznéte kontramodely formuli:

(@) VX[P(X)vQ(x)]=>[VXP(x)vVxQ(x)]
(b) [AXP(X)AIXQ(X)]=>IX[P(X)AQ(X)]
(©) [VXP(X)—>VXxQ(X)]—> VX[P(X)—>Q(X)]
(d) IX[P(x)—>Q(X)]—>[3xP(x)—>3IxQ(x)]
(e) VX[P(X)—>VxP(x)]

Reseni:
(a) Kontramodel: I={D={a,b,c,d},P(x)={a,b},Q(x)={c,d}}. Potom skute¢né¢ pro vSechna

xeD plati, ze maji vlastnost P(x) nebo vlastnost Q(x), avSak neplati Ze maji vSechna
vlastnost P(X) ani ze maji vSechna vlastnost Q(X).
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Cviceni: Ovéite, zda je kontramodelem rovnéZ interpretace, kde D=N a P(X) je ,,X je sudé
Cislo™ a Q(X) ,,x je liché cislo“. Ovéite, zda je kontramodelem libovolna interpretace, kde
P(x) a Q(X) jsou dvé navzajem se vylucujici vlastnosti.

(b) Kontramodel: 3={D=N, P(x) = ,x je sudé ¢islo“, Q(x) = ,X je liché ¢islo“}. Plati, ze
existuji suda cCisla a ze existuji lichd ¢isla, avSak ziejmée neexistuje zadné Cislo, které by
bylo sud¢ i liché zaroven.

Cvifeni: Ovéite, zda je kontramodelem interpretace 3, kde D = t¥ida vSech rovinnych
geometrickych obrazcu, P(X) ,,X je trojuhelnik™ a Q(X) ,.x je ¢tverec”. Naleznéte dalsi
kontramodely formule.

(c) Kontramodel formule nejsnadnéji sestrojime tak, ze nalezneme jeji negaci. Podminky,
za nichz je pravdiva negace formule jsou potom podminkami, za nichz je nepravdiva
ptavodni formule. Zadana formule je ekvivalentni —{[VXP(X)—>VXQ(X)]A=VX[P(X)—>Q(X)]}
(kterou tautologii vyrokové logiky jsme pouzili?). Negaci plvodni formule tedy je
[VXP(X) > VXQ(X)]A=VX[P(X)>Q(X)]. To 1lze na zakladé pravidla o vzajemné
definovatelnosti kvantifikatori (viz pfedchozi kapitola) pievést na [VXP(X)—VXQ(X)]A
IX-[P(X)—>Q(X)], a po aplikaci tautologii vyrokové logiky kone¢né na [ VXP(X)—>VxQ(X)]A
IX[P(X)A—Q(X)]. Tato formule je negaci vychozi formule. Najdéme interpretaci, ktera
spliiuyje  formuli  [VXP(X)—>VXQ(X)]AIX[P(X)A—=Q(X)]. Uvazujme nejprve druhy clen
konjunkce, tj. IX[P(X)A—Q(X)]. Ma-li tato formule byt pravdiva, pak musime najit takovou
realizaci predikatd P(x) a Q(X), ze v oboru individui existuje alespon jedna véc majici
vlastnost P(X) a postradajici vlastnost Q(x). Tato podminka nam zatim tika pouze tolik, ze
alespon néktera individua nesmi mit vlastnost Q(x) (a dokonce Zadna individua nemusi mit
vlastnost Q(x)). Uvazujme nyni prvni ¢len konjunkce, tj. formuli VXP(x)—VxQ(x). Aby
formule byla pravdiva, musi byt pravdiva implikace VxP(x)—VXQ(X), pfi¢emz konsekvent
této implikace, tj. VXQ(X), je urcité nepravdivy (jak jsme dokazali tvahou o druhém ¢lenu
konjunkce). To znamend, Ze musi byt nepravdivy rovnéZz antecedent implikace, tj. formule
VXP(x). Vime vsak, ze alespon néktera individua vlastnost P(X) mit musi. Tim jsme dospéli
k zavéru, Zze formuli splituje jakakoli interpretace, v niZ n€ktera individua maji vlastnost
P(x) a n¢ktera nikoli a vlastnost Q(X) nemaji z4dna individua, resp. alespon néjaka
individua (a v tom ptipadé by pfislusné individuum mélo mit vlastnost P(x)). Interpretace
3, ktera se vyznaduje témito vlastnostmi, spliiuje [VXP(X)—>VXQ(X)]AIX[P(X)A—Q(X)]
a falzifikuje [VXP(X)—>VxQ(X)] > VX[P(X)—>Q(X)]. Uved'me tfi protiptiklady: (1) I={D=N,
P(x) ,,x je sudé ¢islo“, Q(x) ,,x je liché ¢islo*}; v tomto ptipadé plati P(x)=J) a Q(x)=J.
(2) 3={D = ttida vsech rovinnych geometrickych obrazct, P(x) =, je trojihelnik™, Q(x) =
X je Ctverec}; rovnéz P(X)=J, Q(X)=J. (3) I={D = tiida vSech rovinnych geometrickych
obrazcu, P(X) = ,X je trojuhelnik®, Q(X) = ,Xx je kulaty Ctverec”}; tentokrat P(X)=Z
a Q(x)=9.

Cviceni: Vysvétlete, pro¢ uvedené interpretace jsou kontramodely formule. Sestrojte
kontramodel na mnoziné¢ D={a,b,c,d}. Naleznéte dalsi piirozené kontramodely.

(d) Formule 3IX[P(X)>Q(X)]—=[3XP(X)—>3IxQ(X)] je ekvivalentni —{IX[P(X)—>Q(X)]A
—[3IXP(X)—>3IXxQ(X)]}. Negaci formule tedy je IX[P(X)>Q(X)]A—=[IXP(X)—>IXQ(X)]. To je
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ekvivalentni s IX[P(X)>Q(X)]AIXP(X)A—=3IXxQ(X). Tuto formuli kone¢né prevedeme na tvar
IX[P(X)>Q(X)]AIXP(X)AVX—Q(X). Podobnou uvahou jako u ptedchoziho piikladu lze
snadno ovéfit, ze nasledujici interpretace 3 falzifikuje formuli 3IX[P(X)—>Q(X)]—
[ExP(x)—>3xQ(X)]: I={D = tiida vSech rovinnych geometrickych obrazct, P(X) = ,X je
trojihelnik®, Q(x) = ,.X je kulaty ¢tverec*}.

Cviceni: Dokazte, ze uvedena interpretace je skute¢né¢ kontramodelem vychozi formule.
Sestrojte kontramodel na mnoziné D={a,b,c,d}.

(e) Formule VX[P(X)—>VXxP(x)] je ekvivalentni —3X[P(X)A=VXP(X)]. Negaci formule je
IX[P(X)A=VXP(X)], coz pievedeme na tvar IX[P(X)AIx—=P(x)]. Interpretace I={D = tiida
vSech rovinnych geometrickych obrazct, P(X) = ,,x je trojuhelnik*}. Tato interpretace je
modelem formule 3IX[P(x)A3x—P(x)] a kontramodelem formule Vx[P(x)—VxP(x)].

Cviceni: DokaZte, Ze uvedend interpretace je skutecné kontramodelem vychozi formule.
Sestrojte kontramodel na mnoziné D={a,b,c,d}.

9.3 Cviceni

1)
Sestrojte na mnozineé D = {Martin,Pavel,Petr,Tomas,Zden¢k,Dalila,Lenka,Markéta}
realizaci relaci R(X)y) ,,x ma rad y“, N(X,y) ,,X nesnasi y*, Z(X,y) ,.,x zna y“, a modely
nasledujicich formuli.
(a) IXVYR(x,y)
(b) Vy3axR(x,y)
() 3IX3Y[R(X.Y)AN(Y,X)]
(d) VX[Z(x,Zdenek)—>N(x,Zden¢k)]
(&) VXVY{R(X,Y)=>[Z(x,y)AZ(y.X)]}
(f) IXVY[Z(x,y)—>N(y,¥)]
(9) IXR(X,X)
(h) ¥xZ(x,X)
(1) VXVY[R(X,y)—=>=N(x,y)]
() IX{R(Pavel, x)AVYy[y=x—>N(y,X)]}
(k) Ix[R(Dalila,x)A—=R(x,Dalila)]

(2)
Zjistete, zda interpretace J={D=N—{0}, D(x,y) = ,,(Cislo) X je délitelné (Cislem) y“}, kde
N—{0} je mnozina N bez cisla 0, tvori model nasledujicich formuli.
(@) Vx{D(x,10)<>[D(x,5)AD(x,2)1}
(b) Vx{—=D(x,10)—[-=D(x,5)v—D(x,2)]}
(c) VX{=D(x,10)—[=D(x,5)A—=D(x,2)]}
(d) VX{[D(x,5)AD(x,2)]>D(x,4)}
(e) VX{[D(x,4)AD(x,5)]—>x<20}
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(F) VX{[D(x,4)AD(x,5)]>x>20}
(9) VX{ID(x,5)AD(x,3)]—>[(=D(x,6)Ax<45)—>x=45]}

©)
Sestrojte na mnoziné D={a,b,c,d} modely ndsledujicich tautologii logiky prvniho radu.
(@) VX[P(x)>Q(X)]>—3X[P(x)A—=Q(x)]
(b) {¥X[P(X)>—Q(X)]AIXQ(X)}—>3Ix—P(x)
(€) AyVxR(X,y)—>Vx3IyR(X,y)
(d) IXR(x,x,x)—>3IxIy3zR(x,y,2)
(€) [IXP(x)>3IxQ(x)]>3X[P(x)>Q(x)]
(F) IX[P)VQ(X)]=>[3IxP(X)vIXQ(X)]

4)
Naleznéte na mnozine D={a,b,c,d} kontramodely ndsledujicich formuli logiky prvniho
radu.
(@) YX3yR(x,y)—>3yVxR(X,y)
(b) VXVY[R(X,y)—>R(y,X)]—>3zR(z,2)
(c) VXVYR(X,y)—=>VXVYR(y,X)
(d) IXVY[R(X,y)>=R(y,y)]
(€) VXVY{[R(X,Y)AR(Y,X)]>x=y}—3zR(z,2)
(F) [VXP(X)—>3IXxQ(X)] = [3XxQ(X)—>3IXP(X)]
(@) VY[VXP(X,y)>VxQ(X,y)] > VXVY[P(x,y)>Q(x.y)]

(5)
Naleznéte interpretace, které splnuji nasledujici formule logiky prvniho radu.
(a) IXVY[P(X)—>x=y]
(b) IXP(X)ATYP(Y)A(X2Y)AVZ[P(2)—>(z=xvz=Y)]
(c) IXP(X)ATYP(Y)ATZP (2)A(X2y£Z) AVW[P (W) — (W=xvw=yvw=2)]
(d) Vx3y(x=y)
(e) VxVyVz(z=xvz=y)
(F) VXVyVz[(z=xvz=y)Ax=y]
(9) VXVYVZIW(WEXVWAYVWZZ)

(6)
Naleznéte na mnozine D={a,b,c,d} kontramodely k usudkim (a)-(c). Naleznéte modely
usudkii (d)-(f) a naznacte, proc jsou tyto usudky ziejmé logicky platné.
(@) VX[P(x)>Q(X)], VX[P(x)—>R(X)] & IX[Q(X)AR(X)]
(b) VX[P(x)—>Q(x)], =IX[Q(X)AR(X)] & IX[-P(X)AR(X)]
(€) VX[P(x)—>Q(x)], =3X[Q(X)AR(X)] = IX[P(X)A—=R(X)]
(d) VX[P(X)>Q(X)], YX[P(X)—>R(X)], IXP(X) = IX[Q(X)AR(X)]
() VX[P(X)—>Q(X)], =3aX[Q(X)AR(X)], IXR(X) = IX[-P(X)AR(X)]
(F) VX[P(X)—>Q(X)], =3aX[Q(X)AR(X)], IxP(x) = IX[P(X)A—=R(X)]
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Reseni:

(2)
Dana interpretace je modelem formuli (a), (b), (f) a (g). Interpretace nespliiuje formule (c),
(d), (e). Ukol: Dokazte, ze formule (c), (d), (¢) nejsou v dané interpretaci pravdivé.

(4)

Ptiklad (d) ma uzkou navaznost na Russelliiv paradox. Uvazujme toto zadani:

Holi€ v jisté vesnici ma za kol holit vSechny muze ve vesnici,
kteti neholi sami sebe.

Dle zadani ma tedy existovat takové X, ze pro vSechna y plati R(x,y) pravé tehdy, jestlize
—R(y,y). Toto zadani vSak vede ke sporu. Mizeme totiz polozit otazku, zda holi¢ ma ¢i
nemad holit sdm sebe. Jestlize holi sam sebe, pak by se nem¢l holit, protoze smi holit pouze
ty obyvatele vesnice, ktefi neholi sami sebe. Naopak, jestlize neholi sam sebe, pak je
jednim z obyvatel vesnice, ktefi neholi sami sebe, a tudiz musi holit sdm sebe. To je spor,
ktery vyreSime tak, zZe poukazeme na nesplnitelnost zadani. Zadéani je tedy sporné, tudiz
nemuiZe existovat zadny holi¢ (obyvatel vesnice), ktery by holil vSechny obyvatele, kteti
neholi sami sebe. Negace dané formule, tj. —3IXVY[R(X,y)<>—R(y,y)] je skute¢né tautologii
logiky prvniho fadu a jejim modelem je kazda interpretace 3.

Poznamenejme jesté, ze Russelliv paradox hovoii o0 mnozin€ vSech mnozin, které
nejsou prvky sama sebe. Nékteré mnoziny totiz mohou byt prvky sama sebe (naptiklad
néjakd mnozina mnoZin je jist¢ sama mnozinou), n¢které nemohou byt prvky sama sebe
(naptiklad mnozina vSech plnicich per neni plnicim perem). Russell polozil otazku: Je
mnozina vSech mnozin, které nejsou prvky sama sebe, prvkem sama sebe nebo nikoliv?
Obé& moznosti vedou ke sporu. Axiomaticka teorie mnozin fesi problém tak, Ze nepfipousti
obecny princip, kterym jsme vymezili tuto tzv. Russellovu mnozZinu, tj. princip Ze libovolna
vlastnost P definuje néjakou mnozinu prvkd majicich vlastnost P. Misto tohoto principu
axiomaticka teorie mnozin pracuje s omezenym principem (tzv. principem vydéleni), podle
néjz mame-li mnozinu A, pak dand vlastnost P definuje mnoZinu vSech prvki mnoZiny
A, které maji vlastnost P. M&me né&jakou mnozinu mnozin A a uvazujme mnoZinu vSech
prvki mnoziny A, které nejsou prvky sama sebe. Dostaneme, ze takovd mnozina sice mtize
existovat, avSak nemiize byt prvkem mnoziny A.

(5)
(@) vlastnost P(x) je realizovana praveé jednim individuem
(b) vlastnost P(x) je realizovana pravé dvéma individui
(c) vlastnost P(x) je realizovana pravé tiemi individui
(d) obor individui D obsahuje nejméné dva prvky
(e) obor individui D obsahuje nejvySe dva prvky
(f) obor individui D obsahuje pravé dva prvky
(g) obor individui D obsahuje nejméné ¢tyti prvky

(6)
(@) I={D,P(x)=J,Q(x)={a,b},R(x)={c,d}}. Pii této interpretaci jsou implikace v premisach
usudku splnény trivialné (neplati antecedent implikace, tudiz je implikace pravdiva), avSak
zavér Usudku splnén neni, jelikoZ neexistuji individua, kterd by spliovala konjunkci
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vlastnosti Q(x) a R(x). Usudek (d) je oproti (a) doplnén o premisu IxP(x). Tato premisa
zaruCuje, ze jsou-li splnény podminky VX[P(X)—>Q(X)] a VX[P(X)—>R(X)], pak musi
existovat alesponi jedno individuum, které spliuje konjunkci vlastnosti Q(x) a R(x). Kazdy
pokus nalézt kontramodel usudku (d) tedy vede k nezdaru. Usudek (a) predstavuje znamy
sylogismus Darapti (vice o sylogismech viz kapitola 11), ktery zpopularizoval svymi
ptiklady Bertrand Russell. Kdyby tento usudek byl platny, pak by podle Russella z premis
,Vsechny sklenéné hory jsou hory* a ,,VSechny sklenéné hory jsou ze skla® musel plynout
zavér ,,Ne&které hory jsou ze skla®. Dalsi vtipny sylogismus k Gsudku (a): VSichni zeleni psi
jsou psi, VSichni zeleni psi jsou zeleni. Tudiz: Nékteti psi jsou zeleni.

(b) I={D,P(x)={a,b},Q(x)={a,b,c},R(x)=L}. Pii této interpretaci jsou splnény ob¢ premisy
usudku, zavér presto neplati, protoze neexistuje zadné individuum, které by spliovalo
vlastnost R(x), tudiz jeden ¢len konjunkce je zaruc¢ené nepravdivy.

Pro vztah mezi tsudky (b) a (e) plati podobné poznamky jako pro vztah mezi tsudky
(@) a (d).

(c) Plati podobné poznamky jako pro (a) a (b). Vztah mezi (c) a (f) je podobny jako vySe.
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10 DEDUKCE V LOGICE PRVNIHO RADU

10.1 Zakladni pojmy

10.1.1 Priirozena dedukce

Velky uspéch pro metateorii logiky znamenal dikaz uplnosti vyznaénych syntaktickych
systémil logiky prvniho fadu, ktery v rtiznych forméach predlozili Kurt Godel, Thoralf
Skolem, Willard Van Orman Quine, Leon Henkin, Jaako Hintikka a jini. V naSem textu
budeme pracovat s pfislusSnymi veétami bez dikazu; dikazy Ize najit v literatuie
(k odkazum viz ivod minulé kapitoly).

Véta o korektnosti a sémantické aplnosti logiky prvniho radu:

Rekneme, ze deduktivni systém logiky prvniho ¥adu je korektni, jestlize kazd4 formule,
k niz existuje deduktivni diikaz, je zaroven tautologii logiky prvniho fadu. Rekneme, Ze
deduktivni systém logiky prvniho fadu je Gplny, jestlize ke kazdé tautologii logiky prvniho
fadu existuje jeji deduktivni ditkaz. Pak plati, Ze pro logiku prvniho fadu existuji korektni
a uplné deduktivni systémy.

Tato véta ma pro logiku nesmirny vyznam. Na jejim zaklad¢ se totiz Ize o tom, zda formule
je tautologii ¢i zda tusudek je logicky platny, presvédCit snadnéj$Sim zplsobem nez
provéiovanim nekonecné mnoha modelt formule ¢i tGsudku. Jestlize je dana formule
tautologii, pak k ni existuje deduktivni dikaz. A jestlize se ndm podaii n¢jakou formuli
(Gsudek) dokazat v obecné formée, pak samoziejmé kazdé konkrétni dosazeni do formule ¢i
usudku musi byt tautologii, resp. musi byt logicky platnym usudkem. Vétu o korektnosti
a sémantické uplnosti 1ze dokéazat napt. pro variantu pfirozené dedukce pro logiku prvniho
fadu, pro metodu analytickych tabulek apod. Na rozdil od vyrokové logiky vSak musime
upozornit na skutecnost, ze deduktivni metoda (a rovnéz ani teorie modelll) nam
neposkytuje Zadnou efektivni proceduru, jak pro kazdou formuli logiky prvniho fadu
rozhodnout, zda se jednd o tautologii ¢i nikoliv. Toto tvrzeni lze exaktné formulovat
prostfednictvim nasledujici véty.

Véta o parcialni rozhodnutelnosti logiky prvniho fadu:

Neexistuje zadna efektivni procedura, ktera by pro kazdou formuli logiky prvniho fadu
rozhodla, zda se jedna o tautologii nebo nikoliv. Problém logické pravdivosti je tedy
Vv logice prvniho fadu nerozhodnutelny (z totalniho hlediska), avSak je parcialné
rozhodnutelny, tj. existuje procedura, kterd kazdou formuli po kone¢ném poctu kroki
vyhodnoti jako pravdivou v piipadég, Ze se jedna o tautologii logiky prvniho fadu.

Ptislusna procedura (deduktivni systém) vSak nemusi po Zzddném poctu krokt dospét
k zavéru, ze danad formule neni tautologii. Napt. metoda analytickych tabulek muze
v takovém ptipad¢€ vést k nekonecné tabulce, zejména k cyklicky se opakujicim sekvencim
v tabulce.
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Nyni jiz pfejdeme k teorii dedukce pro logiku prvniho fadu. Na tvod je tfeba
poznamenat, ze pii provadéni konkrétnich dedukcnich krokt musime ¢asto dbat na splnéni
tzv. podminky substituovatelnosti. Rekneme, e termin t je ve formuli A(x)
substituovatelny za proménnou X, jestlize formule A(X) neobsahuje zadnou podformuli ve
tvaru 3tB(t) nebo ViB(t). PrisluSnou substituci zapiSeme A(X/t). Napi. je-li A(X)
= [P(X)AQ(X,Y)]—>Vz—=R(z,)y), pak termin t=Z je substituovatelny za proménnou X, ale nikoli
za proménnou Y. V prvnim piipadé A(X/z) = [P(2)AQ(z,y)]>Vz—R(z,y). Avsak ve druhém
piipadé¢ A(y/z) = [P(X)AQ(X,2)]>Vz—R(z,z). Proménna y, ktera byla v ptvodni formuli
volna, je totiz po substituci za proménnou z vazana a formule Vz—R(zy) ma jiné
pravdivostni podminky nez formule Vz—R(z,z). Podobné¢ plati, Ze obsahuje-li substituovany
termin t volnou proménnou Yy, pozadujeme, aby formule A(X) neobsahovala Zadnou
podformuli ve tvaru 3yB(y) nebo VyB(y). Napft. je-li t=f(y,a), pak termin t neni ve formuli
VYR(X,y) substituovatelny za proménnou X. Pfislusnou substituci by se totiz volna
proménna Yy v terminu f(y,a) stala ve formuli VyR(f(y,a),y) proménnou vazanou
a pravdivostni podminky formule VYyR(X,y) jsou jist¢ jiné nez pravdivostni podminky
formule VyR(f(y,a),y).

Cviceni: Dokazte, Ze interpretace

3.= {D={ab,c}; o(x)=a; R={(a,a),(a,b),(a,c)}; realizace f(y,a) pfifazuje vSem
usporadanym dvojicim (y,a) funkéni hodnotu b}

spliuje formuli VyR(X,y), avSak nikoli formuli VyR(f(y,a),y), kterou jsme z formule
VYR(X,y) dostali nepovolenou substituci terminu f(y,a) za volnou proménnou X.

Nyni jiz k pravidltim, ktera tidi zachazeni s kvantifikatory. Tato pravidla se obecné
d¢li na pravidla eliminace a pravidla zavedeni pfisluSného kvantifikatoru.

Eliminace obecného kvantifikatoru (EOK):

VXP(x) VXP(x) VXP(x)
P(x) P(y) P(a)

Eliminujeme-li  obecny kvantifikator ve formuli VxP(X) druhym zptsobem,
tj. vyvozujeme-li P(y), musi byt proménna y v P(X) substituovatelna za x. Tretimu zptisobu
eliminace obecného kvantifikatoru, kde do P(x) substituujeme konstantu a, se Casto fika
pravidlo (zakon) partikularizace. Mame-li ve formuli P(X) volnou proménnou, I1ze naopak
zavést obecny kvantifikator. Pravidlo zavedeni obecného kvantifikdtoru ma dvé nasledujici
formy.

Zavedeni obecného kvantifikatoru (ZOK):

_P(x) o = P(x) [+ P(x)
VXxP(x) @~ VXP(X) | T~ VxP(x)

V druhém a tfetim pifipadé nesmi formule ¢ (resp. mnozina formuli T'), kterd je
predpokladem P(x), obsahovat volnou proménnou x. Obsahuje-li ¢ volnou proménnou X, je
obecny kvantifikator zaveden nekorektnim zplisobem. Na toto omezeni aplikovatelnosti
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pravidla EOK je tfeba dbat také v dikazech s hypotézou. Nekorektni zplsob zavedeni
obecného kvantifikatoru lze ilustrovat na nasledujicim chybném dikazu. Méme formuli
VXR(X,y)—>VYR(Y,y). Lze sestrojit tento ,,dlikaz":

1. YXR(X,Y) - premisa
2. R(y,y) -EOK 1
3. VYR(y,Y) -Z0K 2
[

Premisa VXR(X,y) obsahuje volnou proménnou Yy, proto je na tietim fadku obecny
kvantifikator zaveden nekorektné. Formuli VXR(X,y)—>VYR(y,y) Ize snadno falzifikovat.
Kontramodelem je napiiklad interpretace I,={D={a,b,c}, R(x,y)={(a,a), (b,a),(c,a)},
o(y)=a}. Pti této interpretaci je skute¢né pravdivy antecedent formule, tj. VXR(X,y), jelikoz
vSechny prvky D jsou v relaci R(x,y) s individuem, které je ohodnocenim o ptidéleno
proménné y. Avsak konsekvent VYR(y,y) je nepravdivy, jelikoz uspofadané dvojice (b,b)
a {(c,c) nejsou prvky realizace relace R(x,y).

Podobnym zpisobem jako u obecného kvantifikdtoru lze eliminovat i existencni
kvantifikator.

Eliminace existen¢niho kvantifikatoru (EEK):

AxP(x)
P(a)

Vyrazem ,,a“ oznacujeme libovolné zvolené individuum z realizace predikatu P(X), které
vSak nemusime byt schopni piesné urcit. Je tedy ponékud problematické, povazujeme-li
,,a" za konstantu. Né&ktefi autofi proto misto o konstantach radéji hovoii o parametrech.
Na pravidlo eliminace existencniho kvantifikatoru klademe dvé dodate¢né podminky:
(1) Eliminujeme-li nékolik riznych existencnich kvantifikatort, musime
pokazdé substituovat jinou konstantu (parametr).
(2)  Na SUF ¢, kterou jsme odvodili za pouziti pravidla EEK z 3x¢, nesmime
aplikovat pravidlo ZOK.
Nasledujici tfi priklady ukazuji poruseni jednoho pozadavki (1) a (2).
Uvazujme formuli [IXP(X)AIXQ(X)]>IX[P(X)AQ(X)] a jeji domnély dikaz:

1. IxP(X)ATXQ(X) - premisa

2. IXP(X) -EK 2
3. IxQ(x) -EK 2
4.P(a) -EEK 2
5.Q(a) - EEK 3
6. P()AQ(a) -ZK 4,5

7. IX[P(X)AQ(X)] -ZEK 6
[ |
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K chybé doslo na tadku 5, kde jsme dosadili konstantu a, kterd vSak byla pouzita jiz vyse
na fadku 4. Porusili jsme podminku (1). Spravné jsme meéli dosadit jinou konstantu
(parametr), napi. b. Taz chyba se vyskytuje i v nasledujicim nekorektnimu dikazu formule
AX[P(X)=>Q(X)] = [FXP(X)—>3IXxQ(X)]:

1. IX[P(X)—>Q(X)]

2. IXP(x) - premisy
3. P(a)—>Q(a) -EEK 1
4. P(a) - EEK 2
5. Q(a) -MP 4,3
6. IXQ(X) - ZEK 5
[ |

Chyba spociva na fadku 4, kde jsme opét dosadili jiz jednou pouZzitou konstantu a. Spravné
jsme méli dosadit jinou konstantu. Pfiklad poruseni podminky (2) predstavuje ,,dikaz‘
formule VX3yR(x,y)—>3yVxR(x,y):

1. Vx3yR(x.y) - premisa
2. AyR(x,y) -EOK 1
3. R(x,a) -EEK 2
4. VXR(x,a) -Z0K 3
5. yVxR(x,y) -ZEK 4
[

Na tfadku 4 jsme pouzili pravidlo ZOK na formuli R(x,a), kterou jsme odvodili eliminaci
existen¢niho kvantifikatoru v 3yR(X,y). ,,Dokéazana*“ formule neni zcela jisté tautologii
logiky prvniho fadu, o ¢emz se lze snadno piesvédcCit na zakladé interpretace I={D=N,
R(x,y) = ,.x je mensi nez y“}. Podle Archimédovy véty, o niz jsme hovofili v minulé
kapitole, existuje ke kazdému pfirozenému cCislu x vétsi ¢islo (tj. plati VX3yR(X,y)), avSak
ziejmée neexistuje zadné nejvetsi prirozené Cislo (tj. neplati JyVXR(X,y)).

Poslednim pravidlem pro zachdzeni s kvantifikatory je pravidlo zavedeni
existen¢niho kvantifikatoru.

Zavedeni existen¢niho kvantifikatoru (ZEK):

P(a)
AxP(x)

PouZivame-li logiku prvniho fadu s funkcemi, je uZitecné formalné zaveést také pravidlo
eliminace identity.

Eliminace identity (EID):

P(a), a=t
P(t)

Toto pravidlo jsme v kapitole 8 neformalné pouzili k ditkkazu, ze z vyroki ,,Kazdy ma rad
svoji matku“ a ,,Markéta Novakova je matka Tomase Novaka“ plyne ,,Tomas Novak ma
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rad Markétu Novakovou®. Zvolili jsme pritom formalizaci a = Markéta Novakova, b =
Tomas Novak, R(x,y) = ,,x ma rad y*“ a m(X) = ,,matka osoby x“. PtisluSna dedukce ma
jednoduchou formu:

1. VXR(x,m(x))

2. a=m(b) - premisy
3. R(b,m(b)) -EOK 1
[ |

Mimo pravidla pro zachazeni s kvantifikatory EOK, EEK, ZOK a ZEK a eliminace
identity zlistavaji samoziejmé v platnosti vSechna ostatni pravidla pfirozené dedukce, ktera
jsme zavedli v kapitole 5. Stejné tak ziistavaji v platnosti definice pfimého duikazu,

nepiimého dikazu a dikazu s hypotézou. Zména nicméné nastavd ve formulaci véty
0 dedukci.

Véta o dedukci pro predikatovou logiku (syntakticka varianta) (VD):

Necht' I' je mnozina SUF logiky prvniho fadu a ¢ a y necht’ jsou rovnéz SUF logiky
prvniho fadu. Neobsahuje-li ¢ Zadné volné proménné, pak I' = ¢— plati pravé tehdy,
jestlize plati T', @  y. Tj. slovné: Neobsahuje-li ¢ zadné volné proménné, pak z premis
I' deduktivné vyplyva zavér o—y pravé tehdy, kdyz z premis I' a ¢ deduktivné vyplyva
Zaver .

Pravé zavedena pravidla pfirozené dedukce pro logiku prvniho fadu jsou velmi
snadna a Ctendf s nimi jist¢ nebude mit Zadné potize. DalSi velmi snadnou variantu
prirozené dedukce lze najit napt. v ptistupném ¢lanku Quine (1950).

10.1.2 Metoda analytickych tabulek

Dedukce pomoci analytickych tabulek v logice prvniho fadu ptfedstavuje rozsifeni metody
analytickych tabulek pro vyrokovou logiku. Mimo odvozovaci pravidla pro konstrukci
analytickych tabulek slozenych vyroka, tj. pravidla zavedena v kapitole 6, potiebujeme
stejné jako v ptipadé ptirozené¢ dedukce pravidla pro zachazeni s obecnym a existen¢nim
kvantifikdtorem. V navaznosti na kapitolu 6 zavedeme variantu s ozna¢enymi formulemi.
Kazda oznacena formule obsahujici existencni nebo obecny kvantifikator ma prave jednoho
naslednika. Napf. oznacena formule TVXP(X) ma naslednika TP(a), kde a je substituovana
konstanta. V nésledujici tabulce uvadime jednotlivd pravidla spolu s podminkami jejich
aplikovatelnosti.

Pravidla pro oznacené formule obsahujici kvantifikatory:

(1) TvxP(x) F3xP(x) Podminky: zadné; a je libovolnd konstanta (parametr)
TP(a) FP(a)

(2) TIxP(x) FVxP(x) Podminky: a je nova konstanta (parametr), resp. nova
TP(a) FP(a) konstanta v rdmci jedné samostatné vétve tabulky
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Konstanty, které zavadime podle pravidla (1), lze dosazovat libovolng, na konstanty
zavedené podle pravidla (2) vsak klademe dodate¢né podminky. V piipad¢ konstant
dosazenych podle pravidla (2) totiz pozadujeme, ze se nesmi vyskytovat mezi jiz
zavedenymi konstantami, tj. musi se jednat o nové konstanty. Piipoustime vSak moznost, ze
konstanta zavedena podle pravidla (2) mize byt nova pouze v rdmci uvazované vétve (tj.
jedné z paralelnich vétvi tabulky). Jedna a taz konstanta a se tak mtze vyskytovat ve vice
vétvich. Pomoci této konvence lze ,uSetfit“ nadbyte¢né pouzivani odliSnych konstant.
V dikazech obycejné¢ postupujeme tak, ze se snazime nejdiive dosadit konstanty podle
pravidla (2) a teprve poté podle pravidla (1). Protoze podle pravidla (1) mizeme dosazovat
libovolné konstanty, je vétSinou vyhodné, dosadime-li z jiz zavedenych konstant
(parametrti). K ilustraci pravidel uvazujme dukaz formule {VX[P(X)—>Q(X)]A
IXP(X)}—>3IxQ(X), ktera piedstavuje jednu z predikatovych variant schématu modus ponens.
Stejné jako u vyrokovych analytickych tabulek pfedpokladame jako vychozi bod
F{VX[P(X)>Q(X)]AIxP(X)}—>3IxQ(X). Tato oznatena formule ma piimé dusledky
TYX[P(X)>Q(X)]A3xP(x) a FIxQ(x). Formule TVX[P(X)—>Q(X)]A3xP(x) ma dale piimé
dusledky TVX[P(xX)—>Q(x)] a TaxP(x). U formule T3xP(x) pouzijeme pravidlo (2)
a dosadime konstantu a, kterd se dosud v tabulce nevyskytuje (tabulka zatim neobsahuje
zadné konstanty), ¢imz dostaneme TP(a). Nyni mizeme dosadit konstanty do formule
TVX[P(X)—>Q(X)]. Jelikoz podle pravidla (1) muzeme dosadit libovolnou konstantu,
dosadime jiz zavedenou konstantu a a dostaneme formuli TP(a)—>Q(a). Tato formule ma
alternativni dasledky FP(a) a TQ(a). Dusledek FP(a) je ve sporu s formuli TP(a), kterou
jsme odvodili vySe; tato vétev je tedy uzaviena sporem. Piejdéme nyni ke druhé vétvi
s dusledkem TQ(a). K této formuli lze pfipojit oznaenou formuli FQ(a), kterou
dostaneme jako dusledek vySe odvozené formule FIxQ(X). Rovnéz druha vétev je tedy
uzaviena sporem. Tim je dokazéano, ze formule je tautologii (predikatové logiky). Dukaz lze
shrnout do nésledujici tabulky.

Analyticka tabulka pro dukaz formule {VX[P(X)—>Q(X)]AIxP(X)}—>3IxQ(X):

(1) F{YX[P(X)>Q(X)]AIXP(X)}—>3IxQ(X)
(2) TYX[P(X)—>Q(X)]A3xP(x) (1)

(3) F3xQ(x) (1)

(4) TVX[P(x)—>Q(x)] (2)

(5) TaxP(x) (2)

(6) TP(a) (5)

(7) TP(E‘l)—>Q(a) (4)
(8) FP(a) (7) (9) TQ(a) (7)
x spor 8, 6 (10) FQ(a) (3)
x spor 10, 3

Cvifeni: Sestrojte (analogicky) dikaz formule {VX[P(X)—>Q(X)]A3Ix—=Q(X)}—>3Ix—P(x),
ktera predstavuje jednu z predikatovych variant pravidla modus tollens.
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10.2 Resené priklady
Priklad 1:

Dokazme formuli VX[P(X)—>Q(X)]>[VXP(X)— VXQ(X)].

Primy dukaz: Neprimy dukaz:
1. VX[P(X)—>Q(X)] 1. VX[P(x)—>Q(X)]
2. VXP(x) - premisy 2. VXP(x) - premisy
3. PxX)>Q(x) -EOK 1 3. =VxQ(x) -PND
4. P(x) -EOK 2 4. 3x—Q(x) - ekvivalence kvantifikatoru, 3
5.Q(x) -MP 4,3 5. -Q(a) -EEK 4
6. vxQ(x)  -ZOK5 6. P(a)>Q(a) - EOK 1
u 7. —P(a) -MT6,5
8. P(a) -EOK 2
spor 7, 8

Nyni sestrojme dikaz formule VX[P(X)—>Q(x)]>[VxP(x)—vxQ(x)] metodou analytickych
tabulek. Ctenaf by si mél diikkaz podrobné promyslet a zejména ukazat na zptsob, jakym
byla v tabulce pouzita pravidla (1) a (2).

Dikaz formule VX[P(X)—>Q(x)]>[VxP(x)— vxQ(x)] analytickou tabulkou:

(1) FYX[P(X)—=>Q(X)]=>[VXP(X)—VxQ(X)]
(2) TVX[P(x)—>Q(x)] (1)

(3) FYXP(X)—>VvxQ(x) (1)

(4) TYXP(X) (3)

(5) F¥xQ(x) (3)

(6) FQ(a) (5)

(7) TP(a) (4)

(8) TP(a)TQ(a) )
(9) FP(a) (8) (10) TQ(a) (8)
x spor 9, 7 x spor 10, 6

Cviceni: Oznacte kazdy fadek tabulky znakem ,,(1)“, jestlize byl odvozen pomoci pravidla
(1), a znakem ,,(2)*, byl-1i odvozen pomoci pravidla (2).

Priklad 2:

Dokazme formuli IX[P(X)vQ(X)]—[3XP(X)v3IxQ(X)].
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Neprimy ditkaz:

1. AX[P(X)vQ((X)] - premisa

2. =[IXP(x)vIXQ(x)] - PND

3. —IXP(X)A—3xQ(X) - tautologie vyrokové logiky, 2
4. —3xP(x) -EK 3

5. —3AxQ(X) -EK 3

6. VX—=P(x) - ekvivalence kvantifikatoru, 4
7. Vx=Q(X) - ekvivalence kvantifikatord, 5

Cviceni: Sestrojte piimy dikaz formule.

Duikaz formule IX[P(X)vQ(X)]—>[3IxP(x)vIxQ(x)] analytickou tabulkou:

(1) FaX[P(X)vQX)]—=[IxP(X)vIAxQ(X)]

(2) TI[P()vQX)] (1)
(3) FaxP(x)vaxQ(x) (1)
(4) FaxP(x) (3)

(5) F3xQ(x) (3)

(6) TP(T)vQ(a)
(7) TP(a) (6) (8) TQ(a) (6)
(9) FP(a) (4) (10) FQ(a) (5)
x spor 7, 9 x spor 8, 10

Priklad 3:

8. P(a)vQ(a)
9. —P(a)
10. Q(a)

11. -Q(a)
spor 10, 11

Dikaz formule —3yP(y)— Vy[3xP(x)—Q(y)] analytickou tabulkou:

(1) F=3yP(y)—>Vy[3xP(x)—>Q(y)]

(2) T-3yP(y) (1)

(3) Fvy[3axP(x)—>Q(y)] (1)
(4) FIyP(y) (2)

(5) FaxP(x)—>Q(b) (3)

(6) TaxP(x) (5)

(7) FQ(a) (5)

(8) TP(b) (6)

(9) FP(b) (4)

x spor 8, 9

-EEK1
-EOK 6
-ED S8, 9
-EOK 7

Cviceni: Pokuste se sestrojit pfimy a nepiimy ditkaz formule. Napovéda: Dikaz je zaloZen

na zakonu Dunse Scota, tj. na tautologii p—(—p—Q).
Priklad 4:

Dokazme formuli IxVyP(x,y)— Vy3xP(x,y).
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Primy dukaz:

1. IxVyP(x.y) - premisa
2.VyP(a,y) -EEK1
3. P(a)y) -EOK 2
4. 3xP(xy) -ZEK3

5. Vy3xP(x,y) - ZOK 4
|

Cviceni: Sestrojte apagogicky diikaz formule.
Duikaz formule IxVyP(x,y)— Vy3axP(x,y) analytickou tabulkou:

(1) FaxVyP(x,y)— VyaxP(x,y)
(2) TaxvyP(x,y) (1)

(3) FYy3axP(x,y) (1)

(4) TVyP(ayy) (2)

(5) FaxP(x,b) (3)

(6) TP(a,b) (4)

(7) FP(a,b) (5)

x spor 6, 7

V piipade€, kdy uvazovana formule neni tautologii, 1ze analytickou tabulku vyhodné pouzit
k sestrojeni kontramodelu formule.

Priklad 5:

Dokazme metodou analytickych tabulek, ze formule [VXP(X)—VxQ(X)]— VX[P(X)—>Q(X)]
neni tautologii logiky prvniho fadu.

Analyticka tabulka formule [ VXP(X)—VxQ(X)]—> VX[P(X)—>Q(X)]:

(1) F[VYXP(X)—>VXQ(X)]—>VX[P(X)—>Q(X)]
(2) TYXP(X)—>VxQ(x) (1)

3 FVX[P(X‘)—>Q(X)] @)
(4) FvxP(x) (2) (5) TVXQ(x) (2)
(6) FP(a) (4) (10) FP(a)—>Q(a) (3)
(7) FP(b)—>Q(b) (3) (11) TP(a) (10)
(8) TP(b) (7) (12) FQ(a) (10)
(9) FQ(b) (7) (13) TQ(a) (3)
O x spor 12, 13

Leva vétev tabulky je oteviena. Dale plati, Ze tato vétev je nasycend, tj. dle definice
z kapitoly 6.1 vétev obsahuje vSechny pfimé dusledky vySe uvedenych formuli s pfimymi
dasledky a alespoil jeden alternativni disledek vysSe uvedenych formuli s alternativnimi
disledky. Proto lze na zakladé informaci, jeZz ndm podava tato tabulka, sestrojit
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kontramodel formule [VXP(X)—>VXxQ(X)]>VX[P(X)>Q(x)]. K nalezeni kontramodelu
zvolme univerzum D={a,b}. Dle levé (tj. oteviené) vétve tabulky plati agP(x) (fadek (6)),
beP(x) (tadek (8)) a bgQ(x) (fadek (9)). Tim mame pro D={a,b} podanu realizaci
predikatu P(x), tj. P(X)={b}. Predikat Q(X) lze realizovat dvojim zpisobem. Jako Q(X)=&
nebo jako Q(x)={a}. Uvazujme interpretaci 33, kde P(x)={b} a Q(X)=. Pii J je trivialné
pravdivy antecedent formule, tj. VXP(X)—VXQ(X). Existuje totiz xeD tak, ze X¢P(X) a tudiz
neplati VXP(x). Tuto vlastnost spliuje dle 3; prvek a. Implikace VxP(x)—VxQ(x) je tudiz
pravdiva nehled¢ na pravdivostni hodnotu VXQ(X). Nyni uvazujme konsekvent dané
formule VX[P(x)—>Q(x)]. Podle J; existuje xeD tak, ze xeP(x) a x¢Q(x). Tuto vlastnost
spliiuje ziejmé prvek b. Pii J; je tedy formule VX[P(X)—>Q(X)] nepravdiva. J; je tedy
kontramodelem formule [VXP(x)— VXxQ(X)]— VX[P(X)—>Q(X)].

Cviceni: Dokazte, Ze rovnéz interpretace 3,={D={a,b}, P(x)={b}, Q(x)={a}} predstavuje
kontramodel formule [VXP(x)—VxQ(X)]— VX[P(X)—>Q(X)].

Priklad 6:

Dokazme metodou analytickych tabulek, ze formule IX[P(X)—>Q(X)]—=>[IXP(X)—>3IXQ(X)]
neni tautologii logiky prvniho fadu.

Analyticka tabulka formule IX[P(X)—>Q(X)]—>[3IXP(X)—>3IxQ(X)]:

(1) FAX[P(X)—>QX)]—>[IXP(x)—>3IxQ(X)]
(2) TIX[P(x)—>Q(x)] (1)

(3) FAxP(x)—>3xQ(x) (1)

(4) TaxP(x) (3)

(5) F3xQ(x) (3)

(6) TP(2)—>Q(a) (2)

(7 TP(b)‘(4)

(8) FP(a) (6) (9) TQ(a)
(10) FQ(a) (5) (11) FQ(a)
@) x spor 9, 11

Cvifeni: Sestrojte na zakladé tabulky a univerza D={a,b} kontramodel formule
IX[P(X)>Q(X)] = [FXP(X)—>3IxQ(X)].

Priklad 7:

Dokazme metodou analytickych tabulek, ze formule Vy3axP(x,y)—>3IxVyP(x,y) neni
tautologii logiky prvniho fadu.
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Analyticka tabulka formule Vy3axP(x,y)—>3IxVyP(x,y):

(1) FYy3axP(x,y)—>3xVyP(x,y)
(2) TVy3axP(x,y) (1)

(3) FaxvyP(x,y) (1)

(4) TaxP(x,a) (2)

(5) FvyP(ay) (3)

(6) TP(b,a) (4)

(7) FP(a,c) (5)

@)

Cvi€eni: Sestrojte na zaklad¢ tabulky a univerza D={a,b,c} kontramodel formule
VYy3axP(x,y)—>3IxXVyP(x,y).

Priklad 8:

Dokazme metodou analytickych tabulek, ze formule VX[P(X)—>VxP(X)] neni tautologii
logiky prvniho fadu.

Analyticka tabulka formule VX[P(x)—VxP(x)]:
(1) FYX[P(X)—>VXP(x)]
(2) FP(a)—>VxP(x) (1)
(3) TP(a) (2)
(4) FYxP(x) (2)
(5) FP(b)
@)

Cvifeni: Sestrojte na zakladé tabulky a univerza D={a,b} kontramodel formule
VX[P(X)—>VXP(x)].

Priklad 9:
Dokazme metodou analytickych tabulek, ze usudek
VX[P(X)>Q(X)], =IX[QX)AR(X)] = IX[-P(X)AR(X)]

neni logicky platny. Dikaz uvadime na nasledujici strané.
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Analyticka tabulka pro tsudek VX[P(X)—>Q(X)], =3IX[Q(X)AR(X)] & IX[-P(X)AR(X)]:

(1) TYX[P()—-Q(X)]
(2) T-3X[Q(X)AR(X)]
(4) Fax[-P(X)AR(X)]
(5) FaX[Q(X)AR(X)] (2)
(6) TP(a)—>Q(a) (1)
(7) F=P(a)AR(x) (4)
(8) FQ(a)/\‘R(a) (®)

(9) I:F’(‘a) (6) (10) TQ(E‘l) (6)

(11) F=P(a) (7) (12) FR(a) (7) (13) F=P(a) (7)  (14) FR(a) (7)
(12) TP(a) (11) (15) TP(a) (11)
x spor 9, 12

(16) FQ(a) (8)  (17) FR(a) (8)
@) O

(18) FQ(a) (8)  (19) FR(a)
spor 10, 18 O (20) FQ(a) (8) (21) FR(a) (8)
spor 10, 20 @)

Tabulka je oteviena ve vétvich koncicich fadky (16), (17), (19) a (21). Na jejich zaklad¢ Ize
sestrojit kontramodel Gsudku. Napt. na zaklad¢ vétve koncici fadkem (21) sestrojime pfii

D={a,b} kontramodel I={D, P(x)={a}, Q(x)={a}, R(x)=}.

Cviceni: Sestrojte dals$i kontramodely tsudku.

Piiklad 10:

Dokazme logicky platny tisudek VX[P(X)—>Q(X)], VX[Q(X)—>—R(X)] & VX[R(X)—>—=P(X)]
Primy dukaz:

1. VX[P(X)—>Q(X)]
2. VX[Q(X)=>—=R(X)] - premisy

3. P(X)—>Q(x) -EOK 1
4. Q(x)>—R(x) -EOK 2
5. P(X)>—R(x) -T13,4
6. R(x)—>—P(x) -TR5

7. VX[R(x)>—=P(x)] -ZOK 6
[

Cviceni: Sestrojte apagogicky dlikaz a diikaz analytickou tabulkou.

158



Priklad 11:
Dokazme logicky platny tsudek VX[Q(X)—>—P(x)], IX[Q(X)AR(X)] & IX[-P(X)AR(X)]

Neprimy dukaz:

1. VX[Q(X)—>—=P(X)]

2. X[Q(X)AR(X)] - premisy

3. =3IX[-P(X)AR(x)] - PND

4. VX=[—P(X)AR(X)] - ekvivalence kvantifikatoru, 3

5. VX[-P(X)>—R(X)] - zobrazovaci tautologie vyrokové logiky, 4

6. Q(@)AR(a) -EEK 2
7.Q(a) -EK 6
8.R(a) -EK 6

9. Q(a)>—P(a) -EOK 1
10. —P(a) -MP7,9
12. —R(a) - MP 10, 11
spor 8, 12

Cviceni: Sestrojte pfimy ditkkaz a diikaz analytickou tabulkou.

Priklad 12:

Dokazme logicky platny tisudek VX[M(X)—>—=P(X)], IX[SK)AM(X)] = IX[-P(X)AS(X)]
Diikaz tisudku analytickou tabulkou:

(1) TYXIM(X)>—P(x)]
(2) TIX[S()AM(X)]
(3) FIX[-P(X)AS(X)]
(4) TS(@)AM(a) (2)

(5) TS(a) (4)

(6) TM(a) (4)

(7) TM(2)>—P(a) (1)

(8) FM(a) (7) (9) T-P(a) (7)

x spor 6, 8 (10) F—.P(a)/\‘S(a) (3)
(11) F—=P(a) (10) (12) FS(a) (10)
x spor 9, 11 x spor 5, 12

Cviceni: Sestrojte pfimy a nepiimy diikaz usudku.
Priklad 13:

Dokazme logicky platny tsudek VX[Q(X)—>—P(X)], IX[-R(X)AQ(X)] & IX[-P(X)A=R(X)]
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Primy dukaz:

1. VX[Q(X)—>—=P(X)]

2. X[AR(X)AQ(X)] - premisy
3. =R(@)AQ(a) -EEK 2
4. —R(a) -EK 3
5.Q(a) -EK 3

6. Q(a)>—P(a) -EOK 1
7. —-P(a) -MP 5,6
8. —P(a)A—=R(a) -ZK 7,4
9. AX[-P(X)A=R(X)] - EEK 8
[ |

Cviceni: Sestrojte nepiimy dikaz a dikaz analytickou tabulkou.
Priklad 14:
Dokazme logicky platny tisudek VX[Q(X)—>—P(X)], IX[Q(X)AR(X)] & IX[-P(X)AR(X)]

Neprimy dukaz:

1. VX[Q(X)—>—P(x)]

2. X[Q(X)AR(X)] - premisy

3. =3IX[=P(X)AR(X)] - PND

4. Vx—[-P(X)AR(X)] - ekvivalence kvantifikatort, 3

5. Vx—=[-P(X)>—R(x)] - zobrazovaci tautologie vyrokové logiky, 4

6. Q(@)AR(a) -EEK 2
7.Q(a) -EK 6
8.R(a) -EK 6

9. Q(a)>—P(a) -EOK 1
10. —P(a) -MP7,9
12. —R(a) - MP 10, 11
spor 8, 12

Cviceni: Sestrojte pfimy ditkkaz a diikkaz analytickou tabulkou.
Piiklad 15:

Dokazme logicky platny tisudek:
VX{[P(X)VQ(X)]=>[RG)IAS(X) ]}, VX{[TX)VR(X)]>Q(X)}, IXT(X) = IX[T(X)AR(X)

Diikaz uvadime na nasledujici stran¢.
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Primy dukaz:

1. VX{[P(X)vQ(X)]=>[R(X)AS(X)]} 8. [P(a)vQ(a)]>[R(a)AS(a)] - EOK 1
2. VY{[T(X)VR(X)]>Q(X)} 9. P(a)vQ(a) -ZD7

3. IXT(x) - premisy 10. R(a)AS(a) -MP 9,8
4.T(a) - EEK 3 11. R(a) -EK 10

5. [T(a)vR(a)]>Q(a) - EOK 2 12. T(a)AR(a) -ZK 4,11

6. T(@)VR(a) -ZD 4 13. IX[T(X)AR(X) - ZEK 12
7.Q(a) -MP5,6 [ |

Cviceni: Sestrojte nepiimy dilkaz a dtikaz analytickou tabulkou.
Priklad 16:

Dokazme logicky platny tsudek IX[P(X)AQ(X)], VXIY[Q(X)—R(X,y)] & IxIYR(X,y)

Primy dukaz:

1. IX[P(X)AQ(X)]

2. Vx3y[Q(X)—=>R(x,y)] - premisy 7. Q(@)—R(a,b) -EEK 6

3. P(a)AQ(a) -EEK 1 8. R(a,b) -MP5,7

4. P(a) -EK 3 9. IXR(x,b) - ZEK 8
5.Q(a) -EK 3 10. Ix3yR(x,y) -ZEK 9
6. Jy[Q(a)—>R(a,y)] - EOK 2 u

Cviceni: Sestrojte nepiimy dikaz a diikaz analytickou tabulkou.
Piiklad 17:

Dokazme logicky platny usudek
Vx{P()VIQM)ARM)I}, IxIY[-R(X)AS(x,y)] = IxIY[PO)AS(x.Y)]

Primy dikaz:

1. VX{P(X)V[Q(X)AR(X)]} 8. —R(a)v—Q(a) -ZD5

2. IXIY[-R(X)AS(X,Y)] - premisy 9. —-[Q(@)AR(a)] - de Morg. zak., 8
3.3y[-R(a)AS(a,y)] - EEK 2 10. P(a) -ED7

4. —R(a)AS(a,b) -EEK 3 11. P(a)AS(a,b) -ZK 10, 6
5.—R(a) -EK 4 12. IX[P(X)AS(x,b)] -ZEK 11

6. S(a,b) -EK 4 13. Ix3IY[P(X)AS(X,y)] - ZEK 12

7. P(@)v[Q(@)AR(a)] -EOK 1 u

Piiklad 18:

Dokazme tautologii logiky prvniho fadu

I{QUIAVYIP(Y)=>R(XY)]F—=>VY{P(y)=>3X[Q(X)AR(x.y)]}
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Primy dukaz:
1. IX{Q(X)AVY[P(Y)=>R(X,y)]} - premisa
2. Q@)AVyY[P(y)—»R(a)y)] -EEK1

3.Q(a) -EK 2

4. Vy[P(y)—R(a)y)] -EK?2

5. P(y)>R(a)y) -EOK 4
6. P(y) - hypotéza
7.R(@a\y) -MP5,6
8. Q@A R(ayy) -ZK 3,7

9. IX[Q(X)—>R(x,y)] -ZEKS8
10. P(y)—>3IX[Q(X)AR(x,y)] - ZH 6, 9

11. VY{P(y)—>3IX[Q(X)AR(X,y)]} - ZOK 10
[

Cviceni: Sestrojte nepiimy dikaz a dtiikaz analytickou tabulkou.

10.3 Cviceni
1)

Dokazte nasledujici tautologie logiky prvniho radu.
(@) YY[VXP(x)—>P(y)]

(b) 3Y[P(y)—> VxP(x)]

(c) VXP(x)—>3xP(x)

(d) 3y[3xP(X)—>P ()]

(€) [3xP(X)vIXQ(X)]>3X[P(x)vQ(x)]

(f) IX[P)AQ(X)]=[3XP(x)ATxQ(X)]

(9) [VXP(X)vVxQ(X)]=>VX[P(X)vQ(X)]

(h) IX[PO)AQ(X)]>—{VX[P(x)>—Q(x)]}
(i) ~3IX[P()AQ(X)]—>VX[P(x)>—=Q(x)]

() YXVYVZR(X,y,2)>VXVYR(X,Y,y)

(K) IXR(X,x,X)—>3IxIy3zR(x,y,2)

() [3xP()—3xQ(X)]>3y[IXP(x)>Q(y)]
(m) YX[P(x)—>3yQ(y)]>[3xP(x)—>3yQ(y)]
(n) =3IXVY[R(x,y)>—R(y.y)]

(0) {Vx3y[P(})>Q(Y)IAVXP(x)}—>3xQ(x)

(2)
Naleznéte metodou analytickych tabulek kontramodely k ndasledujicim formulim logiky
prvniho rFadu.
() IX[P()vQ()]—=[3IXP(x)vIXQ(X)]
(b) [FXP()AIXQ(X)]>IX[P()AQ(X)]
(©) VX[P(X)vQ(X)]=>[VXP(X)vVXxQ(X)]
(d) vxvy3z{R(x,y)—[R(x,2)—>R(z,Y)]}
(e) VX[R(a,x)vR(x,a)vx=a]
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(f) IXVY[R(xY)R(Y.Y)]
(9) VY[VXP(X,y)— VXQ(X,y)] > VXVY[P(X,y)=>Q(X,y)]

©)
Naleznete chybu v ndsledujicich  domnélych ditkazech formuli (a)-(C). Sestrojte
kontramodely téchto formuli.
(@) YXx3yR(x,y)—>3IxR(x,X)
Diikaz:
1. Vx3yR(x,y) - premisa
2.3yR(a)y) -EOK1

3.R(a,a) -EEK 2
4.3xR(x,x) -ZEK3

[ |

(b) P(X)—=>VX[P(X)—>VXxP(x)]
Diikaz:

1. P(x) - premisa

2. VXP(X) -Z0K1
3. P(X)>VxP(x)-Z11,2
4. VX[P(X)>VxP(x)] - ZOK 3
[ |
g)o Zxﬁy{R(X,y)A[P(y)—>P(X)]}—>Vxﬂy{R(X,y)A[P(y)—>VxP(X)]}
1. VX3y{R(XYA[P(Y)—>P(x)]} - premisa
2. AY{RXYA[P(Y)—>P(X)]} - EOK 1
3. R(x,a)A[P(a)>P(x)] - EEK 2
4. R(x,a) -EK 3
5. P(a)>P(x) -EK 3
6. P(a) - hypotéza
7. P(x) -MP5,6
8. VXP(X) -ZOK7
9. P(a)>VxP(x)-ZH 6, 8
10. R(x,a)A[P(@)—>VXP(X)] - ZK 4,9
11. Ay{R(XY)A[P(Y)—> VXP(X)]} - ZEK 10
12. VXay{R(x,Y)A[P(y)—>VxP(x)]} - ZOK 11
[ |
gi)Ok[VXP(X)AQ(X)]—>VX[P(X)AQ(X)]
1. VXP(x)AQ(X) - premisa
2. VXP(x) -EK 1
3. Q(x) -EK1
4. P(X) -EOK 2
5 PX)AQ(X) -ZK 3,4
6. VX[P(X)AQ(X)] - ZOK 5
[ |
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4)
Dokazte nasledujici logicky platné usudky. PouZijte metodu prirozené dedukce i metodu
analytickych tabulek.
@) YX[P(X)—>Q((X)], VX[P(X)—>R(X)], IxP(x) = IX[Q(X)AR(X)]
(b) VX[P(X)—>Q(X)], =3IX[Q(X)AR(X)], AXR(X) = IX[-P(X)AR(X)]
(€) =3IX[P)AQ(X)], IX[Q()A—=R(X)] = IX[P(X)A—R(X)]
(d) VX[P(X)>—=Q(X)], YX[-R(X)—>Q(X)] & =3IX[-P(X)A—R(x)]
(&) =IX[-P(X)AQ(X)], =IX[-Q(X)A=R(X)] = VX[-R(X)—>P(x)]
(f) VX[Q(X)—>—P(X)], YX[-R(X)>Q(X)] = =IX[P(X)A—=R(X)]
(9) YX[P(X)—>=Q(X)], YX[R(X)—>Q(X)], IXR(X) = IX[-P(X)AR(X)]
(h) YX[P(X)>—Q(X)], VX[-Q(X)—R(X)], IxP(x) = IX[P(X)AR(X)]
(i) VXP(X)>VX[Q(X)AR(X)] = VX[P(X)—>R(X)]
(1)) VXP(X)>VX[=P(X)vQ(X)] = VX[P(X)—>Q(X)]

(5)
Sestrojte metodou analytickych tabulek kontramodely k ndsledujicim neplatnym usudkiim.
(@) VX[Q(X)—>P(x)], =IX[Q(X)AR(X)] = IX[P(X)AR(X)]
(b) IX[PO)AQ(X)], YX[Q(X)—>R(X)] = IX[-P(X)AR(X)]
(€) VX[P(x)—>Q(X)], VX[Q(X)>R(X)] & IX[P(X)AR(X)]
(d) VX[P(x)>=Q(x)], VX[Q(X)>R(X)] = IX[-P(X)AR(X)]
(€) VX[P(x)—>—=Q(X)], YX[Q(X)—>R(X)] = IX[P()A=R(X)]
(f) Vx[P()—>Q(x)], VX[Q(X)>—R(X)] = IX[P(X)A—=R(x)]
(9) VX[P(x)—>Q(x)], =3X[R(X)A=Q(X)] & IX[-P(X)AR(X)]
(h) VX[-P(x)—>—=Q(X)], VX[R(X)>—Q(X)] = IX[P()AR(X)]
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Reseni:

(1)
Uvadime pouze ptiklad analytické tabulky pro formuli (o). Ostatni dikazy si ¢tenai doplni
sam.
(1) Tvx3ay[P(x)>Q(y)]
(2) TVXP(x)
(3) F3xQ(x)
(4) T3y[P(b)—>Q(y)] (1)
(5) TP(b)—>Q(c) (4)
(5) TP(b) (2)
(6) I:Q(T) @)

(7) FP(b) (5) (8) TQ(c) (5)
x spor 5, 7 x spor 6, 8

3)
(a) V dukazu je nespravné eliminovan existencni kvantifikator. Kontramodelem je napf.
interpretace I={D={a,b}, R(x,y)=a=b}.
(b) V dikazu nejsou respektovany podminky korektni aplikace pravidla ZOK.
Kontramodelem je napf. interpretace 3,={D={a,b}, o(x)=a, P(x)=a}.
(c) Diikaz nerespektuje podminky korektni aplikace pravidel ZOK a ZEK. Kontramodelem
je napf. interpretace 3={D={a,b}, R(x,y)=a=b, P(x)=a}.
(d) Diikaz nerespektuje podminky korektni aplikace pravidla ZOK. Kontramodelem je
napf. interpretace I,={D={a,b}, o(x)=a, P(x)=D, Q(x)={a}}.

Poznamka: Ptiklady (3), (a)-(d) jsou ptevzaty z Quine (1950).

(4)
Uvadime pouze piiklad analytické tabulky pro usudek (a). Ostatni dikazy si ¢tenat doplni
sam.
(1) TYX[P(x)—>Q(x)]
(2) TYX[P(X)—>R(X)]
(3) TaxP(x)
(4) FIX[Q()AR(X)]
(5) TP(a) (3)
(6) TP(a)—>Q(a) (1)
(7) TP(@)—>R(a) (2)
(8) FQ(Ia)AR(a) (4)

(9) FP(a) (6) (10) TQ(a) (6)
x spor 5,9

(11) FP(a) (7) (12) TR(a) (7)

x spor 5, 11 \
(13) FQ(a) (8) (14) FR(a) (8)
x spor 10, 13 x spor 12, 14
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11 DIAGRAMATICKE METODY RESENI
SYLOGISMU

11.1 Carrollovy diagramy

Carrollovy diagramy jsou spolu s teoretickou motivaci a zdivodnénim podrobné popsany
napt. v Carroll (1955), ¢esky pieklad jedné z ¢asti tohoto souborného vydani viz Carroll
(1972). Dale viz Bendova (1998), kde jsou podrobné popsany dals§i metody feSeni
sylogismd.

(Kategorickym) sylogismem rozumime usudek, ktery se obvykle sklada ze tii
vyrokll, kde prvni dva jsou premisami a tfeti je zdvérem. Jednotlivé vyroky (v tradi¢ni
terminologii ,,soudy*) maji tzv. subjekt-predikatovou formu. Tim rozumime to, Ze je v nich
vypoviddno o vztahu mezi objekty (individui) spliujicimi (¢i naopak nespliiujicimi)
néjakou vlastnost, kterou nazyvame subjekt, a objekty spliujicimi (resp. naopak) n&jakou
vlastnost, kterou nazyvame predikat. Zjednodu$ené tento vztah zapisujeme SbP, kde jako
S oznacujeme subjekt, jako P predikat a symbolem ,,b* oznacujeme popisovany vztah. Dle
tradi¢ni aristotelské logiky mél kazdy vyrok (soud) tuto povahu a ostatni druhy vyrokt
nebyly uznavany. Vztah mezi subjektem a predikatem muize mit povahu pfisuzovani, kdy
subjektu S pfisuzujeme predikat P, nebo popirani, kdy popirame, Ze subjektu S piislusi
predikat P. Jak pfisuzovani tak rovnéz popirani mize mit Gplnou nebo ¢aste¢nou povahu.
Subjekt-predikatové vyroky tak rozdélujeme do ¢tyt zakladnich kategorii. RozliSujeme tedy
vyroky, které shrnujeme v nasledujici tabulce.

SaP Vsechna S jsou P. Subjektu S ptisuzujeme predikat P v plném rozsahu.

SiP Nektera S jsou P. Subjektu S pfisuzujeme predikat P v ¢aste¢ném rozsahu.

SeP Z4dna S nejsou P. V pIném rozsahu popirame, Ze subjektu S piislusi
predikat P.

SoP Néktera S nejsou P. V ¢aste¢ném rozsahu popirame, ze subjektu S prislusi
predikat P.

Z formalniho hlediska lze vSechny zakladni subjekt-predikatové vyroky povazovat
za formule logiky prvniho fadu. Plati nasledujici ptepisy.

SaP VX[S(X)—>P(x)]

SIP | 3x[S(X)AP(X)]

SeP VX[S(X)>—=P(X)]

SoP AIX[S(X)A=P(x)]

Poznamka: K interpretaci vyroku SaP viz nize. Tradi¢ni logika jej spiSe nez za
VX[S(X)—>P(x)] povazovala za VX[S(X)—>P(x)]A3xS(x). Lze dale namitnout, ze doslovnym
piepisem vyroku SeP by méla byt formule —3IX[S(X)AP(X)]. Tento piepis je nicméné
ekvivalentni nami zvolenému zapisu VX[S(X)—>—P(X)].
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Cvifeni: Dokazte, ze ob¢ formule —3IX[S(X)AP(X)] a VX[S(X)>—=P(X)] jsou navzajem
ekvivalentni.

Sylogismy tedy lze povazovat za jednoduché tsudky logiky prvniho adu. Sylogismus ma
pfitom zakladni tvar MbP, ScM &= SdP, tj. na zaklad¢ premis obsahujicich vypovédi
0 vztahu b mezi M a P a vztahu ¢ mezi S a M usuzujeme na vztah d mezi S a P.
M piedstavuje tzv. ,.stfedni ¢len. Ukolem sylogismu je vylouéit z premis stiedni &len
a vyvodit vypovéd o vztahu mezi subjektem a predikatem.

Poznamka: Existuji Ctyfi tzv. figury sylogismu. Nami uvedeny zdpis predstavuje prvni
figuru. Mimo ni mohou mit sylogismy tvar PbM, ScM = SdP (druha figura), MbP, McS &
SdP (tfeti figura) a PbM, McS = PdS (¢tvrta figura).

Jelikoz sylogismy povazujeme za jednoduché usudky logiky prvniho fadu, davame Ctenati
za ukol, aby vSechny feSené sylogismy ptevedl do zapisu v jazyce logiky prvniho tadu
a provedl pfislusnd ovéfeni metodou prirozené dedukce, piipadné pomoci analytické
tabulky.

Poznamka: V diagramatickych metodach nicméné vychdzime z notace obvyklé v teorii
mnozin, a proto prislusné predikaty S, M a P oznacCujeme tuénym pismem (viz rovnéz
kapitolu 12). Jednotlivé individua tedy povazujeme za prvky piisluSnych ttid.

Nyni jiz k diagramatickym metodam feSeni sylogismi. V piipadé Carrollovy

metody predstavuje vychozi pojem tzv. ,,maly diagram*.

Maly diagram:
P

. ]IL
S -S

L |1V
—P

Tento diagram si miZeme piedstavit jako rozdéleni vSech prvkli univerza do ¢ty oblasti
(kvadrantti). Ve kvadrantu I. se vyskytuji objekty majici zaroven viastnosti S a P,
ve kvadrantu II. objekty majici vlastnost S a nemajici vlastnost P, ve kvadrantu Il1. objekty
nemajici viastnost S a majici viastnost P a kone¢n€ ve kvadrantu IV. objekty nemajici
vlastnost S a nemajici viastnost P.

Poznamka: Pokazdé fikame-li ,,objekty nemajici vlastnost P*, pfedpokladame, Ze tato
fraze je ekvivalentni frazi ,,objekty majici vlastnost —P*. Zde budeme malicko poruSovat
zavedenou notaci a doplnék mnoziny P (tj. mnozinu vSech objektti majicich vlastnost —P)
budeme znacit jako —P, nikoli obvyklejsim zapisem P".
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Existenéni tvrzeni zapiSeme tak, ze
oblast, v niz podle daného tvrzeni néco
existuje, ozna¢ime znakem ,,1“. Vyrok
,Néktera S jsou P (SiP) tedy zapiSeme
pomoci diagramu:

P
1

—P

Podle stejného principu zapiSeme vyrok
,Nektera —S jsou P*“ (=SiP) jako nize
uvedeny diagram:

P

—P

dale vyrok ,,Né&ktera —P jsou S (—=PiS)
jako:

1
—P

a kone¢né také vyrok ,Néktera —S jsou
—P (—=Si—P) jako:

P

~P

Tvrzeni, Ze néco neexistuje, zapisSeme tak,
ze ptislusny kvadrant, v némz nic
neexistuje, ozna¢ime symbolem prazdné
mnoziny, tj. ,,&“. Vyrok ,,Zadna S nejsou
P (SeP) (neboli: Neexistuji S, ktera jsou
zéaroven P) tak zapiSeme:

P
%)

—P

Podle téhoz principu zapiSeme vyrok
,Z4dna —P nejsou S (—PeS):

P

%)
~P

a napiiklad vyrok ,,Zadna —S nejsou —P*
(—|S€—|P):

P

%)

—P
Ostatni ptiklady jsou analogické.

Vyrok SaP v predikatové symbolice
zapiSeme jako VX[S(X)—>P(x)], coz je
ekvivalentni tvrzeni —3IX[S(X)A—P(X)].
Vyrok SaP tedy odpovida vyroku Se—P
a muizeme jej naznacit odpovidajicim
zpisobem, tj. pomoci nasledujiciho
diagramu:

P
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Interpretace vyroku SaP si nicméné vyzaduje dopliujici poznamku. Vyrok SaP Ize totiz
také chapat tak, ze zahrnuje existencni tvrzeni. Pfi této interpretaci povazujeme vyrok
,»Vsechna S jsou P za ekvivalentni slozenému tvrzeni ,,Existuji véci majici vlastnost
S a vsechny takové véci maji vlastnost P*, tj. SaP = IXS(X)AVX[S(X)—>P(x)]. Napt. Carroll
(1955) (a Carroll (1972)) postupuje ve shodé s touto konvenci. V takovém piipadé musime
tvrzeni SaP oznacit tak, ze nejprve do diagramu zapiSeme Cast Se—P a posléze cast IXS(X).
Timto zptisobem dostaneme diagram:

%)
~P

V naSem textu tuto konvenci nepouzivame. Povazujeme totiz za smysluplné napf. tvrzeni
,»VSem pohddkovym vodnikim kape z Sosu“ a pfitom nechceme tvrdit, Ze pohadkovi
vodnici existuji. Piipoustime-li tedy, ze néktera z vlastnosti S nebo P mize byt prazdna,
pak SaP povazujeme jednoduse za ekvivalentni vyroku Se—P. Tuto ekvivalenci lze
odtvodnit poukazem na teorii tfid. Jakékoli kladné tvrzeni o prazdné tiide je totiz dle teorie
tfid (trividlng) pravdivé. To ilustrujeme nasledujicim ptikladem. Necht’ S oznacuje vlastnost
,byt Cislici zapsanou uvniti ¢tverce* a P vlastnost ,,byt ¢islici vyjadiujici sudé cislo®.
Uvazujme Ctverec:

QN
~ O1

Tvrzeni SaP je jist¢ nepravdivé, protoze ¢islice ,,1%, ,,5%, ,,7° a,,11* nevyjadiuji suda Cisla.
Avsak uvazujme nasledujici ¢tverec:

Uvnitf ¢tverce nejsou zapsany zadné cislovky, tudiz predikat S je realizovan prazdnou
mnozinou. Tvrzeni SaP proto musime povazovat za (trivialn€) pravdivé. Jediny zpusob, jak
falzifikovat tvrzeni SaP, tj. tvrzeni VX[S(X)—>P(X)], spo¢iva totiZ v tom, ze najdeme alespon
jedno individuum x, které ma vlastnost S a nema vlastnost P. V nasem piipad¢ je hledani
individua x majiciho vlastnost S a nemajiciho vlastnost P pfedem odsouzeno k nezdaru.

K feSeni sylogismi je tedy nezbytné nutné shodnout se na konvenci, jiZz budeme
jednoznacné interpretovat vyrok SaP a vyroky podobného typu. Piedpoklddame-li totiz
existen¢ni konotace tvrzeni SaP, pak také vyrok ,,VSechna —P jsou S, tj. —PaS, musime
interpretovat pfisluSnym zpisobem jako tvrzeni —Pe—S a zaroven Ix—P(x), tj. jako
nasledujici diagram:
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1| @
—P

V nasem textu vSak pouzivame jednodussi konvenci a vyrok SaP povazujeme za
VX[S(X)—>P(x)]. Pfipoustime tak moznost, ze vlastnost S(x), resp. rovnéz vlastnost P(x) je
realizovana prazdnou mnozinou. Ctenaf si nicméné musi dat pozor na to, jakou konvenci
pfijimaji jini autofi. K interpretaci singularnich vyrok viz nize (na konci této ¢asti).

Prejdéme k teSeni sylogismd, tj. jednoduchych usudkl obsahujicich predikaty S, P
a M. Maly diagram musime nyni rozsifit na tzv. ,,velky diagram®, ktery obsahuje osm
kvadrantl. Velky diagram si miizeme predstavit jednoduse jako rozsifeni malého diagramu
tak, ze doprostied diagramu zapiSeme dalsi ctverec, kam zahrnujeme objekty s vlastnosti M.

P
| 2.
5 [ 6
S -S
M
7. | 8
3. 4,
—P

V kvadrantech 1. az 4. jsou stejn¢ jako diive objekty majici vlastnosti S a P apod., navic
vsak kazdy kvadrant 1. az 4. obsahuje vlastnost —M. Podobn¢ kvadranty 5. az 8. obsahuji
objekty ptislusnych vlastnosti S a P, které vSak zaroven spliiuji vlastnost M. Doufame, ze
teto popis je Ctenafi dostatecné ziejmy.

ZapiSme nyni do velkého diagramu tvrzeni Sa—M. Jelikoz ptredpokladame, Ze toto
tvrzeni vyjadiuje totéZ jako tvrzeni SeM, tj. —IX[S(X)AM(X)], zapiSeme vyrok Sa—M tak, ze
oblasti, v nichZ nic neexistuje (kvadranty 5. a 7.), ozna¢ime symbolem prazdné mnoZiny.

P

%)

M
%)

—P
Podobnym zpiisobem do diagrami zapisujeme i dalsi tvrzeni. ZapiSme do téhoz diagramu

tvrzeni PiM, tj. do kvadrantd, v nichz néco existuje, zapiSme symbol ,,1“. Zbyva pouze
jedna moznost, kam symbol ,,1* zapsat, jmenovité do kvadrantu 5:
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%)

~P

Zapsali jsme tak vyroky Sa—M a PiM, které mohou byt premisami néjakého konkrétniho
sylogismu.

Poznamka: Tento piiklad poukazuje na skutecnost, Ze pii zapisovani existencnich
a neexistencnich vyrokd, musime zacit neexistencnim vyrokem. V naSem piiklad¢ se
zapsanim symbolld ,,&J“ u premisy Sa—M do kvadranti 5. a 7. ,zpruhlednila® druha
premisa, tj. PiM. Kdybychom totiz zacali touto premisou, nebylo by zifejmé, zda symbol
,1° zapsat do kvadrantu 5. nebo kvadrantu 6. Symbol ,,&J* v kvadrantu 5. vSak situaci
usnadnil. Nyni je ziejmé, ze symbol ,,1° musime zapsat do kvadrantu 6.

Ze sylogismu plyne zavér tykajici se pouze predikatii S a P. Tento zavér odvodime tak, ze
veskerou informaci obsazenou ve velkém diagramu, kterou lze ptevést, pfevedeme do
malého diagramu tykajiciho se pouze S a P. Informaci obsazenou v kvadrantech 5. a 7.
pfevést nelze, protoZze tato informace vypovidd pouze to, ze neexistuji objekty majici
vlastnosti S, P a M (kvadrant 5.) a vlastnosti S, —P a M (kvadrant 7.). AvSak kvadranty I.
a II. malého diagramu jsou slou¢enim kvadrantti 1. a 5. (kvadrant I.) a 3. a 7. (kvadrant II1.)
velkého diagramu. Ve velkém diagramu mame nicméné zapsanu informaci pouze o tom, ze
jsou prazdné kvadranty 5. a 7., o kvadrantech 1. a 3. nemame zddnou informaci (tyto
kvadranty mohou byt prazdné nebo nikoliv). Informaci obsazenou v kvadrantech 5. a 7.
tedy do malého diagramu ptevést nelze. Naproti tomu informaci obsazenou v kvadrantu 6.,
tj. Ze existuji objekty majici vlastnosti M a P, pfevést mizeme. Kvadrant II. malého
diagramu vznikne slou¢enim kvadrantii 2. a 5. Informace, Ze néco existuje v oblasti 5. je
tedy dostateCnou zarukou toho, Ze néco existuje v oblasti II. Informaci obsaZenou ve
velkém diagramu tedy pfevedeme do malého diagramu:

P
P
g 1 |
S S S -S
M
%)
-P
-P

Z malého diagramu vy¢teme zavér Pi—S, ptip. —SiP. V piipadé, ze premisy Sa—M a PiM
zastupuji vyroky ,,VSechny Zirafy jsou bylozravé (nejsou masozraveé)“ a ,,Nektera africka
zvifata jsou masoZzrava®, lze fici, ze jsme vyvodili zavér ,,Existuji africka zvitata (P), ktera
nejsou zirafami (jsou —S)*.

172



ExKkurs: Re$eni sylogismii obsahujicich singularni vyroky

Povazujeme za nutnost struéné se zminit o feSeni sylogismli obsahujicich singularni
vyroky. Uvazujme napf. Gsudek:

Ivantiv nejlepsi pfitel je pracovity. VSichni pracoviti lidé jsou $tastni. Tudiz: ?7??

Prvni premisa tsudku piedstavuje singularni vyrok, ktery lze analyzovat — jak jsme
naznacili v kapitole 8 — pomoci Russellovy teorie ur¢itych popist jako M(1xS(x)), kde M(x)
je predikat ,,X je pracovity” a vyrazem 1XS(X) oznaCujeme to (pravé jedno) individuum,
které¢ je Ivanovym nejlepSim pfitelem. Jak jsme rovnéz naznacili v kapitole 8, je zapis
M(xS(x)) ekvivalentni zapisu JIXS(X)AVX[S(X)>M(X)], resp. slozitéjsimu zapisu
AXS)AVXVY{[S)AS(Y) ] 2>Y=X}IAVX[S(X)>M(X)]. Pfipomenme si, ze formule F!XS(X),
resp. IXSX)AVXVY{[S(X)AS(y)]>y=X}, nam tika, Ze existuje praveé jedno individuum, které
ma vlastnost S, tj. Ze existuje pravé jeden nejlepSi Ivantv pritel, a druhd slozka
VX[S(X)—>M(X)] je ekvivalentni sylogistickému zapisu SaM. Singularni vyrok ,Ivaniv
nejlepsi pritel je pracovity”, tj. IFIXS(X)AVX[S(X)>M(X)], tedy mizeme povazovat za
konjunkci existen¢niho a obecného tvrzeni. Premisy sylogismu tedy maji tvar 3IxS(x) (tj.
zjednodusené S#JJ), SaM, MaP, kde S(x) = ,,x je Ivanovym nejlep§im ptitelem*, M(X) = ,,X
je pracovity* a P(x) =,,X je $tastny*. Premisy jiz snadno zapiseme do Carrollova diagramu.

P
%) %) P
T [ & T [ o
S -S S —S
M
%)
—P
—P

Tentokrat 1ze z velkého diagramu pienést do malého diagramu dokonce dvé informace.
Zapis v malém diagramu vyjadiuje vyroky S#C a SaP, pfesnéji vyrok 3JIXS(X)A
VX[S(X)—>P(X)]. Zavér pieéteme (ve formé singularniho vyroku) jako ,,Ivaniv nejlepsi
pritel je Stastny*.

Podle Russella jsou nicméné vsechna viastni jména zkratkami za néjaky urcity
popis, resp. zkratkami za konjukci vice popist. Napt. vlastni jméno ,,Aristoteles” by podle
Russella bylo zkratkou za wurcité popisy ,ucitel Alexandra Makedonského®,
,hejvyznamngjsi Platoniv zak®, ,,zakladatel peripatetické filosofické Skoly*, ,,autor Etiky
Nikomachovy* apod. Tedy i s vlastnim jménem ,,Aristoteles”, které v predikatové logice
povazujeme za individualni konstantu, lze pracovat jako s urcitym popisem, napf. 1XA(X),
kde A(x) je predikat ,x je Aristoteles”. Singularni vyrok ,Aristoteles je clovek™ pak
mizeme podle teoprie uréitych popisti povazovat za vyrok JIXAX)AVX[AX)—C(x)], kde
C(x) je predikat ,x je ¢lovék“. S podobnymi zjednodusenimi, jaka jsme uvedli vyse, tak
muzeme snadno vyftesit tsudek:

VSsichni lidé jsou smrtelni. Aristoteles je ¢lovek. Tudiz: ???
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K analyze pomoci singularnich vyrokli se musime obratit také tehdy, kdyz jedna z
premis obsahuje singularni indexicky vyraz; obvykle osobni zajmeno. Ptikladem je usudek:

Boli mne zub. VSichni lidé, které boli zub, jsou nevrli. Tudiz: ???

Avsak tradi¢ni aristotelovskd sylogistika nepovazovala sylogismy se singuldrnimi
terminy za pravoplatné sylogismy a jako fadné¢ usudky formulované piipoustéla pouze
takové sylogismy, v nichz se vyskytovaly vyhradné obecné terminy. (Musime vSak pfiznat,
ze sylogismy se singularnimi vyroky se zacaly — s riznymi vyhradami — pouzivat jiz ve
sttedovéké logice.) Toto omezeni mizeme s pomoci naSich formdalnich nastrojii snadno
piekonat. Nami uvedené pojeti ma tedy tu vyhodu, ze je v ném fesitelna fada usudki, které
by aristotelovskd logika povazovala za nekorektni. Zopakujme jesté, ze podle této teorie
povazujeme singularni vyrok ,,to pravé jedno S je M* (tj. vyrok M(1xS(x)) za konjunkci
tvrzeni SaM a S#JJ. Podobné singularni vyrok ,,to pravé jedno S neni M* (tj. —=M(1xS(x))
povazujeme za konjukci vyrokli SEP a S#C. XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXxxxxxxxxNaopak, vycteme-li v diagramu sylogismu se singuldrnim
terminem S zavér SaP a zaroven S#J, piecteme jej jako ,,to pravé jedno S je P apod.

Pojem dedukce pomoci Carrollovych diagrami bychom nyni mohli explicitné
formulovat podobnym zptusobem, jakym jsme explicitn¢ formulovali pojem dedukce
U Peircovych diagrami. PfisluSnému zpiesnéni tohoto pojmu spolu s pfesnou formulaci
odvozovacich pravidel vSak nebudeme na tomto misté vénovat pozornost. V feSenych
ptikladech pouzivdme pouze neformalni prezentaci Carrollovy metody.

11.2 Eulerovy diagramy a Vennovy diagramy

11.2.1 Eulerovy diagramy

Poznamka: V nasledujicim textu oznacujeme nékteré sylogismy jejich tradi€nimi nazvy.
Tyto nazvy maji stiedoveéky ptvod a slouzily jako prakticka pomicka k zapamatovani
pfislusnych  Gsudkd. Samohlasky v nazvech oznacuji modality jednotlivych
subjekt-predikatovych vyroki. Napf. u sylogismu pojmenovaného jako Ferio vime, Ze
prvni premisa obsahuje e, druha premisa i a zavér 0. Sylogismus Ferio ma konkrétné tvar
MeP, SiM E SoP. Vice ke stiedovékému oznaceni sylogismil a jinym mnemotechnickym
pomiuckam viz Bendové (1998).

V Eulerovych diagramech zapisujeme tvrzeni SaP jednoduSe tak, ze mnoZinu
objektl splnujicich vlastnost S zapiSeme dovnitf mnoziny objektt spliujicich vlastnost P,
pfi¢emz nckteré objekty spliiujici P nemusi spliiovat S (mnoziny se nekryji). Sylogismus
Barbara tak dostane obzvlasté jednoduchy tvar.
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Barbara: MaP, SaM & SaP

P

Obrazek 1

Vyrok SiP zapisujeme tak, ze mnoziny
S a P zakreslime s pfekrytim (spole¢nym
prunikem). Objekty spliiujici vyrok SiP
lezi v priniku mnozin. Nasledujici
diagram ptedstavuje sylogismus Ferio.

Ferio: MeP, SiM = SoP

P S M
Obrazek 2

Vyrok SeP zakreslujeme tak, Ze mnoziny
S a P znézornime bez spolecného
praniku. Zapis tohoto vyroku patii
vV Eulerovych diagramech

k nejproblematictéjSim.

Cesare: PeM, SaM = SeP

Obrazek 3

Znazornéni vyroku SOP je analogické ke
znazornéni vyroku SiP. Objekty spliiujici

SoP vSak musi patfit do té casti mnoziny
S, ktera nema spolecny priinik s P.

Baroco: PaM, SoM & SoP

Obrazek 4
Sylogismus Bocardo a zbyvajici piiklady
obsahuji dalsi kombinace jiz

diskutovanych druha zékladnich vyrokii.

Bocardo: MoP, MaS &= SoP

P

Obrazek 5

e

Disamis: MiP, MaS & SiP

G

Obrazek 6

Darapti: MaP, MaS E SiP
Neni platny bez enthymematické premisy
M=J

Y]
wn

Obrazek 7
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Poznamka: Enthymémou (resp.
enthymematickou premisou) rozumime
néjaké  zamlfené nebo  implicitné
piedpokladané tvrzeni. 'V sylogistice
obvykle pracujeme s existencnimi
enthymémami, tj. piedpokladame, ze
realizaci n¢jakého predikatu neni prazdna
mnozina.  Specifické  pouziti  maji
enthymémy v pseudoargumentaci, kde je
lze zneuzit k vyvozeni nepfijatelnych
Zavera.

Camenes: PaM, MeS = SeP

Obrazek 8
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Fresison: PeM, MiS = SoP

P S
Obrazek 9

Dimatis: PiM, MaS = SiP

P

Obrazek 10



11.2.2 Vennovy diagramy

U Vennovych diagramt kreslime pro sylogismus mnoziny v tzv. obecné poloze, tj. poloze,
kdy vSechny tfi mnoziny S, P a M maji spoleny prunik. Skute¢nost, Ze piislusna oblast je
prazdna, oznaCujeme znakem ,,J“, existen¢ni tvrzeni znakem ,,1¢“. Vennovy diagramy
predstavuji zdokonalenou variantu Eulerovych diagrami. Sun-Joo Shinova podala dikaz,
ze metodu Vennovych diagramii lze zobecnit a rozsifit na diagramaticky systém (v
podobném smyslu jako jsme o diagramatickych systémech hovotili v kapitole 7), ktery je
korektni a uplny vii¢i monadické predikatové logice prvniho tadu (tj. logice prvniho fadu,
kterd obsahuje pouze monadické predikaty). K ptislusnému rozsitfeni a exaktnim ditkaziim
korektnosti a Uplnosti téchto systémi cEtenafe odkazujeme na monografie Shin (1994)
a Hammer (1995).

Nyni nasleduje nékolik sylogismt feSenych Vennovymi diagramy.

Celarent: MeP, SaM = SeP S, které nepatii do mnoziny P. Vyvodime
tedy zavér SoP.

Camestres: PaM, SeM = SeP

&)
&)

P
Obrazek 11
Z tohoto diagramu po zapsani premis P
vyéteme, ze prinik mnozin S a P je Obrazek 13
prazdny, tj. neexistuji objekty, které by
mély zarovenn ob& vlastnosti. Vyvozeny Disamis: MiP, MaS & SiP

zaver je SeP.

Festino: PeM, SiM = SoP

o)

Obrazek 14

)

Obrazek 12

V diagramu po zapsani premis vycteme,
ze jist¢ existuji takové prvky mnoZiny
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Datisi: MaP, MiS & SiP

Obrazek 15

Bramantip: PaM, MaS = SiP
Neni platny bez enthymematické premisy
P+

Obrazek 16

U tohoto sylogismu nelze korektné
vyvodit zavér bez enthymémy P=J.
Mohou existovat objekty 1 v jinych
oblastech, premisy ndm vSak o nich
neposkytuji Zadnou informaci.

Fesapo: PeM, MaS &= SoP
Neni platny bez enthymémy M=

Obrazek 17
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Camenos: PaM, MeS & SoP

Neni platny bez enthymémy S=#UJ; za
pouziti enthymémy P=J lze vyvodit
rovnéz zaveér PoS.

Obrazek 18

Cvifeni: Sestrojte diagram sylogismu
s enthymémou P=J.



11.2.3 Srovnadni Vennovych a Carrollovych diagramii

Nyni uvedeme né¢kolik ptikladd, na nichz lze porovnat informacni hodnotu poskytnutou
Vennovym diagramem a Carrollovym diagramem.

MeP, MoS = —SoP = —Si—P

P S
: A
(%) %)
S -S S -S
M 2\ /
1 1
- ¥

Obrazek 19

—P

V ptipadé Carrollova diagramu zavér snadno vycteme. U Vennova diagramu si vSak
musime uvédomit, Ze ony objekty ozna¢ené¢ znakem ,,1* v oblasti mnoziny M patii zaroven
do doplnkti mnozin S a P. Venniiv diagram by nas tedy mohl nepravem svést k tvrzeni, ze
ze sylogismu neplyne zadny zavér. Zavér plyne, nikoli v8ak o mnozinach S a P, ale o jejich
doplncich.

P S
P
: : N
S -S S —S
v a
g | I
2 v,

P M
Obrazek 20

~P

Ve Vennové diagramu je opét pon€kud zastfena informace, ktera je v Carrollové diagramu
snadno ¢itelnd. Musime si vS§imnout toho, ze individua v priniku tfid P a M patii rovnéz do
doplnku ttidy S.
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—PeM, MoS & —SiP = PoS

P S

N \Y
—p

P M
Obrazek 21
Pro tento diagram plati podobné poznamky jako pro diagramy vyse.
PeM, —SaM & —SeP = —-Sa—P
P S

%
P
| 2 % ‘
S s S =S
" (2

—P

Obrazek 22

V tomto pfipad¢ lze ptisluSny zavér z Vennova diagramu obzvlasté obtizné vycist. Zavér
presto plyne a fika, Zze zadny prvek z dopliiku mnoziny S nepatii zaroveni do mnoziny P, tj.
—SeP; nebo naopak (a jednoduseji), ze vSechny prvky mnoziny P (pokud takové prvky
existuji), musi patfit do mnoziny S, tj. PaS.

Rovnéz v poslednim ptiklad€ neni informace ve Vennové diagramu dostate¢né ndzorna.

MEﬁP, —Se—M = —SaP = —-Se—-P

P S

%)
: A
S -S S -S

Obrazek 23
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Informaci, ze vSechny objekty pattici do doplitku mnoziny S patii zdroveit do mnoziny P,
lze z tohoto diagramu vy¢ist jen obtizné. Naopak, v Carrollové diagramu je ptisluSna
informace citelna velmi snadno.

Poznamka: Pies uvedené odlisnosti lze Carrollovy a Vennovy diagramy povazovat za
variantu jedné a téze grafické metody. Carrolliiv diagram si lze predstavit jako Vennlv
diagram mnozin S, P a M doplnény o mnozinu pro —S, —P a —M. Nasledujici obrazek
pomuze ¢tenafi tuto souvislost pochopit.

—P

Obrazek: Srovnani Carrollova a Vennova diagramu

11.3 ReSené piiklady

Vétsina nésledujicich ptikladl je pfevzata z pfijimacich testl na Pravnickou fakultu
Univerzity Karlovy v Praze z roku 1999.

Poznamka: Autofi testli predpokladaji, ze vSechny pojmy jsou neprazdné. V nasem fesSeni
tento pfedpoklad nepouzivame; chceme-li vSak uvazovat i tuto variantu, pak ji dopliiujeme
jako enthymematickou premisu.

Priklad 1:

Premisy: VSechna vécna bfemena jsou vécnymi pravy. VSechna redlnd bfemena jsou
realnymi bfemeny.

Volime: S = ,Redlna biemena®, P = ,,Vécna prava“, M = ,Vécna biemena“. Premisy tim
dostanou tvar MaP a SaM. Premisy zapiSeme do velkého diagramu:

P

—P
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Informaci obsazenou ve velkém diagramu musime nyni pfevést do malého diagramu.
Jelikoz dle velkého diagramu jsou oba kvadranty 3. a 5. prazdné, mizeme oznacit jako
prazdny kvadrant III. malého diagramu. (Zadnou jinou informaci pievést nelze.)

P
%) P
S S S S
M
2| @ %)
%) ~P
—P

Informaci obsazenou v malém diagramu precteme ,,Neexistuji S, kterd by byla —P%, t;.
,Z4dna S nejsou —P*. ProtoZe viak Se—P povazujeme za ekvivalentni k tvrzeni SaP, Ize
zaver predist rovnéz jako ,,VSechna S jsou P*“. Zavér znovu pievedeme do slovni podoby:
,,VSechna realna bifemena jsou vécnymi pravy®.

Cviceni: VyfeSte sylogismus pomoci Vennovych diagrami a pomoci Eulerovych
diagrami.

Priklad 2:

Premisy: Nckteré fyzické osoby nejsou zplsobilé k prdvnim ukonim. Ziadna osoba
nezpusobild k pravnim ukonlim neni osobou pravnickou.

Volime: S = ,,Pravnické osoby®, P =, Fyzické osoby*, M =, Osoby nezptsobilé k pravnim
ukonum®. Pak premisy maji tvar PIM a MeS. Do diagramu nejprve zapiSeme druhou
premisu:

%)

~P

Nyni je zfejmé, Ze existencni tvrzeni obsaZzené v prvni premise lze zapsat pouze do
kvadrantu 6. ZapiSeme tuto informaci a vyvodime zavér v malém diagramu.
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P
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S s S -S
M
@
—P
—P

Zavér piecteme jako ,,Nektera P nejsou S (jsou —S)“, neboli ve slovni formulaci: ,,Nékteré
fyzické osoby nejsou pravnickymi osobami®.

Cviceni: VyfeSte sylogismus pomoci Vennovych diagramii a pomoci FEulerovych
diagramu.

Priklad 3:

Premisy: VSechny pohledavky jsou pravy na plnéni. VSechny penéZit¢ dluhy jsou
pohledavkami.

Volime: S = ,,Pené¢zity dluh®, P = ,Pravo na plnéni“, M =, Pohledavky*. Pak premisy jsou
MaP a SaM. Obé¢ premisy zapiSeme do velkého diagramu a vyslednou informaci pfevedeme
do malého diagramu.

P
%) P
S S S -S
M
2| @ | 1
%) —P
—P

Zavér ,,7Zadna S nejsou —P“ alternativné piedteme jako ,,VSechna S jsou P*, neboli ve
slovni formulaci: ,,VSechny penézité dluhy jsou pravy na plnéni.*

Cviceni: VyfeSte sylogismus pomoci Vennovych diagramii a pomoci FEulerovych
diagramd.

Priklad 4:

Premisy: Nekteré smlouvy jsou smlouvami o sdruzeni. Zadnd smlouva o sdruzeni nemé za
nasledek ptevod vlastnického prava.

Volime: S = ,,Smlouvy*, P = ,,Mit za nasledek pfevod vlastnického prava“, M =, ,Smlouvy

o sdruzeni®. Premisy tak ziskaji tvar SiM a MeP. Nejprve do velkého diagramu zapiSeme
MeP a posléze SiM.
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M
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—P

Zavér precteme jako ,,Néktera S nejsou P a ve slovni formulaci jako ,,Né&které smlouvy
nemaji za nasledek pievod vlastnického prava“.

Cvifeni: Vyfeste sylogismus pomoci Vennovych diagrami a pomoci Eulerovych
diagramd.

Priklad 5:

Premisy: VSechny pravni tkony jsou pravnimi skutecnostmi. Zadny pravni ukon neni
pravni udalosti.

Volime: S = ,,Pravni udélosti®, P = ,,Pravni skutecnosti“, M = ,,Pravni ukony*. Premisy
dostanou tvar MaP a MeS. Informaci obsazenou v premisach zapiSeme do velkého
diagramu.

P
P
%]
S S S -S
M
o | @
—P
—P

Zadnou informaci velkého diagramu nelze pievést do malého diagramu. Zavedeme-li viak
existen¢ni enthymému IXM(X), mizeme do kvadrantu 5. doplnit znak ,,1%, ¢imZ dostaneme
novou informaci, kterou jiz prevést Ize. Enthymematické premisy 3xS(x) a IxP(x) by nam
pfi feSeni zfeymé nijak nepomohly.

P
P
g 1 1
S S S -S
M
o | @
-P
-P
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Pfi této interpretaci odvodime zavér Pi—S, coz lze slovné formulovat jako ,,Nékteré pravni
skuteCnosti nejsou pravnimi udalostmi®. Bez enthymémy IXM(X) vSak z premis neplyne

zadny zaver.

Cvifeni: Vyfeste sylogismus pomoci Vennovych diagrami a pomoci Eulerovych

diagramd.

Priklad 6:

Premisy: Zadnd véc v pravnim smyslu neni pohledavkou. Nékteré zastavy jsou vécmi

V pravnim smyslu.

Volime: S = ,,Zastavy®, P =, Pohledavky*, M =, Véci v prdvnim smyslu®“. Premisy ziskaji
tvar MeP a SiM. Informaci obsazenou v premisach zapiSeme do velkého diagramu

a prevedeme do malého diagramu.

P

—P

-S

Zavér Si—P (resp. SOP) pifevedeme znovu do slovni formulace: ,,Nékteré zastavy nejsou

pohledavkami.*

Priklad 7:

remisy: Nékteré zaveéti nejsou platné. Zadna neplatna zaveét nevyvola pravni ucinky.
P Nekt t latné. Zad lat t 1 nk

Volime: S = ,,Vyvolavat pravni G¢inky*, P = ,,Byt zavéti“, M = ,,Byt neplatnou zavéti.

Premisy ziskaji tvar PiM a MeS. Sestrojime velky a maly Carrollav diagram:

P

%) 1

M
%)

-P

~P

)

Zavér Pi—S (resp. PoS) lIze slovné formulovat: ,N&které zavéti nevyvolavaji pravni

ucinky.*
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Priklad 8:

Premisy: VSechny pozemky jsou vécmi v pravnim smyslu. Zadny pozemek neni véci
druhové urcenou.

Volime: S = ,,Véci druhové urcené”, P = ,,Véci v pravnim smyslu®“, M = , Pozemky.
Premisy ziskaji tvar MaP a MeS. Z premis neplyne bez dodate¢né existencni enthymémy
AXM(X) zadny zavér. Po doplnéni této premisy dostaneme nasledujici diagramy.

P

P
g1 |

S S S -S

M
o | o

—P
—P

Zavér Pi=S (resp. PoS) slovné piecteme: ,,Nékteré véci v pravnim smyslu nejsou vécmi
druhové uréenymi.*

11.4 Cviceni

Poznamka: Priklady ve cvicenich (2), (3) a (4) jsou ptevzaty z knih Carroll (1955)
a Carroll (1972).

1)
K premisam naleznéte zaver, ktery z nich plyne. MuzZete vybirat z danych mozZnosti.
1. Zadny pravouhly trojihelnik neni ostrothly. Zadny pravouhly trojuhelnik neni
rovnostranny.
(a) Zadny ostrouhly trojuhelnik neni rovnostranny.
(b) Zadny rovnostranny trojuhelnik neni ostrouhly.
(c) Nekteré ostrouhlé trojuhelniky jsou rovnostranné.
(d) zadny zaver
2. Kazdy ctverec je kosoctverec. Nektery obdélnik je kosoCtverec. Nekteré rovinné
geometrické utvary jsou Ctverce.
(a) Nektery obdélnik neni ctverec.
(b) Nektery obdélnik je ctverec.
(c) Zadny obdélnik neni &tverec.
(d) zadny zaver
3. Kazdy pravnik je studovany. Nékteti studovani lidé jsou mazani.
(a) Nekteti pravnici jsou mazani.
(b) Nekteti pravnici nejsou mazani.
(c) VSichni pravnici jsou mazani.
(d) zadny zavér
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4. Zadny rovnostranny trojuhelnik neni pravothly. Kazdy rovnostranny trojithelnik je
rovnoramenny. Nekteré trojuhelniky jsou rovnostranné.

(a) Zadny rovnoramenny trojuhelnik neni pravouhly.

(b) Nektery rovnoramenny trojuhelnik neni pravouhly.

(c) Néktery rovnoramenny trojihelnik je pravouhly.

(d) zadny zaveér

5. Kazdy rovnostranny trojuhelnik je rovnoramenny. Néktery rovnoramenny trojuhelnik je
pravouhly.

(a) Nektery rovnostranny trojihelnik je pravouhly.

(b) Nektery rovnostranny trojuhelnik neni pravouhly.

(¢) Zadny rovnostranny trojuhelnik neni pravouhly.

(d) zadny zaveér

6. N¢kdo uci matematiku a neuci ¢estinu. Kdo uc¢i matematiku, uci také fyziku.

(a) Nékdo uci cestinu, ale nikoli fyziku.

(b) Nékdo uci fyziku, ale nikoli ¢estinu.

(c) Nékdo uci ¢estinu a fyziku.

(d) zadny zaver

7. Kdo uci €estinu, uci déjepis. Nekdo u¢i matematiku a neuci déjepis.

(a) Nekdo uci matematiku, ale nikoli ¢esStinu.

(b) Nékdo uc¢i matematiku i Cestinu.

(c) Nikdo neuc¢i matematiku a zaroven Cestinu.

(d) Zadny zavér

8. Zadny pravék nepise levou rukou. Zadny, kdo neni pravék, nepise pravou rukou.

(a) Kazdy, kdo nepiSe pravou rukou, piSe levou rukou.

(b) Kazdy, kdo nepise levou rukou, pise pravou rukou.

(c) Nekteti levaci pisi levou rukou.

(d) zadny zaver

9. Zadny pravouhly trojuhelnik nemé stied kruZnice opsané uvnitt trojuhelnika. Zadny
pravouhly trojihelnik neni rovnostranny. Nékteré trojuhelniky jsou pravouhlé.

(a) Nekteré trojuhelniky, které nejsou rovnostranné, nemaji stfed kruZnice opsané uvnitf
trojuhelnika.

(b) Zadné rovnostranné trojithelniky nemaji stied kruznice opsané uvnitt trojithelnika.

(c) Neékteré trojuhelniky, které nemaji stfed kruznice opsané uvniti trojuhelnika, nejsou
rovnostranné.

(d) zadny zaver

10. Zadny pravnik neni nerozumny. V§ichni rozumni lidé se chovaji uvazlive.

(a) VSichni uvazlivi lidé jsou pravnici.

(b) Zadny neuvazlivy ¢lovék neni pravnikem.

(c) Nekteti uvazlivi lidé nejsou pravniky.

(d) Zadny zavér

11. Z4dna suda &isla vétsi nez dva nejsou prvodisla. Zadné prvoéislo neni délitelné &islem
dvanact. Nektera pfirozena ¢isla jsou prvocisla.

(a) Nektera ptirozena Cisla, ktera nejsou délitelna ¢islem dvanact, nejsou suda.

(b) Né&ktera piirozena Cisla, kterd jsou délitelna ¢islem dvanact, nejsou suda.

(c) Nektera ptirozena Cisla, ktera jsou délitelnd ¢islem dvanact, jsou suda.

(d) zadny zaver
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)
Naleznéte zaver sylogismu, pokud z premis néjaky zaver plyne.
(a) Byl jsem na prochazce. Citim se 1épe. Tudiz: ???
(b) Tento dopis necetl nikdo jiny, nez Karel. Nikdo, kdo dopis necetl, nevi,
o ¢em pojednava. Tudiz: ???
(c) Vase chovani je vzdy Cestné. Vase chovani je vzdy zdvoiilé. Tudiz: 777
(d) Nekterti Sejdifi jsou bohati. VSichni Eskymaci jsou dzentlmeni. Tudiz: ???
(e) Susené Svestky jsou sladké. Déti miluji nékteré sladké véci. Tudiz: ?7?
(f) Nektere svateéni dny prsi. VSechny destivé dny jsou nudné. Tudiz: ???
(g) Vsechny slovniky jsou uzite¢né. Uzitecné knihy jsou cenné. Tudiz: ?7??
(h) Zadni skrblici nejsou nesobeéti. Nikdo kromé skrblikti neschovava prazdné skotapky
od vajicek. Tudiz: ???
(i) N&ktefti zdravi 1idé jsou obézni. Zadny nezdravy ¢lovék neni silny. Tudiz: 222
(j) Cetl jsem to v novinach. Ve viech novinach se pisi samé 17i. Tudiz: 22?
(1) Zadni vysokogkolaci nejsou negramotni. Vsichni uéitelé jsou gramotni. Tudiz: ?2?
(m) Nékteré knihy v mé knihovné jsou zalozeny na pravdé. Ve vSech knihach
o fyzice se piSe pravda. Tudiz: ???
(n) Zadna nechutna jidla nejsou zdravd. Zadné nezdravé véci bychom neméli jist.
Tudiz: ???

Napovéda: Singularni vyroky, tj. vyroky typu ,Karel ¢etl dopis®, ,,Citim se 1épe* apod.
analyzujte pomoci Russellovy teorie urcitych popist, tj. jako IIXS(X)AVX[S(X)—P(x)], kde
S(x) = ,,x je Karel“ (resp. ,,X jsem ja*) a P(X) = ,,x ¢etl dopis* (resp. ,,X se citi 1épe*) apod., tj.
zjednodusen¢ jako S#IASaP.

3)
Z nasledujicich dialogu sestrojte sylogismus a vyvodte zaver, pokud z premis néjaky zaver
vyphva.
(a) ,,Rika se, ze zadni doktofi nejsou metafyziéti varhanici a to mi fika také néco o vas,
vite?*
,»Jak jste na tohle ptisel? Nikdy jste mne piece neslySel hrat na varhany.*
,»INikoli, doktore, ale slySel jsem vas hovofit o poezii Browningové. A to mi ukézalo, Ze jste
do jisté miry metafyzicky. A tak...*
(b) ,,Bylo to od vas nanejvys posetilé, tohle nabizet. Mohl byste védét, kdybyste mél trochu
rozumu, ze zadny stary namotnik nema rad ovesnou kasi.*
,»Ale myslel jsem, kdyz to byl vas strycek...
,»M1Uj strycek! Nesmysl!*
»MiZete to nazvat nesmyslem, je-li vam libo. Vim jenom, ze moji stry¢kové jsou vSichni
stafi pani, a Ze maji nade vSechno radi ovesnou kasi!“
,Dobra, pak vasi stry¢kové...
(¢) ,,Pojdme odtud. Nemohu tuhle tlacenici uz vystat. V Zadném nabitém kramé neni
pohodIny nakup.*
,Dobra, ale kdo o¢ekava pohodli pfi ndkupu?*
,»Nuze, ja ano, samoziejmé! A jsem si jist, Ze doleji v ulici jsou n¢které kramy, které nejsou
nabity. Takze...
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(4)
Z nasledujicich dialogii sestrojte sylogismus a oveérte, zda vyvozeny zaver je skutecné
dusledkem premis. K zapisu singuldarnich vyrokii pouzijte Russellovu teorii urcitych popisii.
(a) ,,Ne, nemam té rada ani trochu. A pljdu a budu si hrat s panenkou. Panenky nejsou
nikdy nevlidné.*
,»Tak ty mas rad¢ji panenku nez bratrance, ty mala hlupacko!*
»Samoziejme! Bratranci nejsou nikdy vlidni — alespon ti, které jsem kdy poznala.*
,Dobra, rad bych véd¢l, co to dokazuje. To, Ze bratranci nejsou panenky? A kdo kdy fikal,
ze jsou?*
(b) ,,Co to povidate? Znam vice bohatych obchodnikli nez vy. A mohu vam fici, Ze ani
jeden z nich nebyl starym lakomcem od narozeni.*
,»A co to ma délat se starym panem Brownem?*
,,Cozpak neni velmi bohaty?*
»Ano, samoziejme je. A co dal?
,Jak to? Coz nechapete, ze je nesmyslné nazyvat ho lakomym obchodnikem? Bud’to neni
obchodnik, nebo neni bohaty.*
(c) ,,Je to od vas laskavé, Ze se ptate. Skutecné se dnes citim mnohem Iépe.*
,»A je to pfiroda nebo lékatské umeni, cemu dluzno pfipsat zasluhu na této St'astné zmeéng&?
,,Lékatské uméni, myslim. Doktor mi dal trochu ze své specialni mediciny.*
,Dobra, uz nikdy ho nenazvu podvodnikem. V kazdém ptipad¢ existuje nékdo, kdo se citi
lépe po uziti jeho mediciny.*

()

Reste metodou Carrollovych, Vennovych a Eulerovych diagramii priklady v knize Carroll

(1972).
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Reseni:

1)
1. (d), 2. (d), 3. (d), 4. (b), 5. (d), 6. (b), 7. (2), 8. (2, (b), 9. (2), (c), 10. (b), 11. (a)

(2)
(a) Napft.: Nekdo, kdo byl na prochazce, se citi [épe.
(b) Nikdo krom¢ Karla nevi, o ¢em dopis pojednava.
(c) Nekteré Cestné chovani je zaroven zdvorilé.
(d) Nekteii bohati lidé nejsou Eskymadci. Predpoklddame, ze zadni dzentlmeni nejsou
Sejdiri, tudiz ze vlastnost ,,byt dzentlmen* je negace vlastnosti ,,byt Sejdii*.
(f) Neékteré svatecni dny jsou nudné.
(g) Slovniky jsou cenné.
(h) Zadni nesobeéti lidé neschovavaji prazdné skotapky od vajicek.
(n) Neméli bychom jist zddna nechutna jidla.
Ze sylogismi (e) a (i)-(m) neplyne zadny zavér.

Reseni cviteni (3)-(5) nalezne étenaf v Carroll (1972).
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12 LOGIKA TRID

12.1 Zakladni pojmy

Ttidou rozumime podmnozinu takovych objektii univerza diskursu D, které spliuji n¢jakou
vlastnost P. Tiidy lze tedy povazovat za extenze predikdti — at’ uz monadickych predikata
nebo relaci. V piipad¢ relaci hovoiime o uspotfadanych n-ticich objektd univerza diskursu
D, které spliuji danou relaci. Ttridu prvka spliujicich vlastnost P oznaCujeme zapisem
P={xeD | P(x)}. Pojmem ,tfida* tedy rozumime jakousi ,homogenni“ mnozinu prvki.
Naproti tomu mnozinou rozumime jakykoli soubor prvki, o nichz Ize (alespon v principu)
rozhodnout, zda do mnoziny patii nebo nikoliv. Velky teoreticky vyznam ma prazdna tfida
&, tj. trida, kterd neobsahuje zadny prvek. Pojmy tfidy a mnoziny budeme pouzivat v
uvedeném smyslu. Bez jmy na korektnosti vykladu Ize v naSem textu oba pojmy navzajem
zaménovat.

Poznamka: Zcela specifickym zpisobem pouziva pojmy ,tfida“ a ,,mnozina“ axiomaticka
teorie mnozin. Tzv. ,,Cistd* teorie mnozin vychazi z pojmu prazdné mnoziny & a veskeré
mnozinové univerzum buduje kumulativnim (resp. iterativnim) zplsobem na zékladé
prazdné mnoziny. Teorie mnozin s atomickymi prvky (tj. prvky, které nejsou samy
mnozinami) buduje univerzum kumulativnim zpisobem na zakladé¢ prazdné mnoZiny
a mnoziny atomickych prvki A. Ttidou rozumime v Zermelové-Fraenkelove teorii mnozin
objekt (soubor), ktery obsahuje jako své prvky mmnoziny spliujici urcitou vlastnost. Lze
pouziva pojem tfidy tzv. Godelova-von Neumannova-Bernaysova teorie mnozin. Témito
podrobnostmi se vSak nebudeme zabyvat a zdjemce odkazujeme na specializovanou
literaturu. Jako tvod do problematiky lze doporucit popularné pojatou knizku Becvar a kol.
(1982).

Nyni definujme zékladni operace na tfidach.

Definice (zakladni operace na tridach):
PNQ =g {xeD | xePAxeQ}

PUQ =g {xeD | xePvxeQ}

P’ =4 {xeD | xg¢P}

P-Q =g {xeD | xePAxgQ}

Definice reprodukujme rovnéz ve slovni podobé:

Pranik PNQ ttid P a Q je tfida vSech prvk, které jsou spole¢né tiidam P a Q.

Sjednoceni PUQ tiid P a Q je tfida vSech prvki, které jsou prvky tfidy P nebo tfidy Q
(a mohou byt prvky obou tiid).

Doplnek P’ tiidy P vici univerzu diskursu D (které se nékdy znaci jako U), je tfida vSech
prvki univerza D, které nejsou prvky ttidy P.

Rozdil P-Q tfid P a Q je tfida vSech prvki tfidy P, které nejsou prvky tiidy Q.
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Cviceni: Definujte tzv. symetricky rozdil PAQ, tj. tfidu vSech prvk, které patii do tiidy P
nebo do tidy Q, ale nikoli do obou t¥id P a Q.

Dilezitou relaci je relace inkluze (relace podmnoziny) dvou tfid. Rekneme, Ze tiida P je
podtiidou tfidy Q, jestlize vSechny prvky tfidy P jsou zaroven prvky tiidy Q, ftj.
PcQ =4t VX(xeP—xeQ). NevyluCujeme piipad, ze se obé tfidy mohou rovnat. Rovnost
tiid definujeme jako oboustrannou inkluzi, tj. (P=Q) =4 (PcQAQcP).

Nyni bez diikazu uvedeme nékolik zakont logiky tiid (n€které z nich dokazeme nize
Vv textu).

Ziakladni zakony logiky trid:

PUQ=QUP PNQ=QnP
PU(QUR)=(PUQ)UR PN(QNR)=(PNQ)NR
PU(QNR)=(PUQ)N(PUR) PN(QUR)=(PNQ)U(PNR)
PuU=U PNnU=P

PUZ=P PN@=

PuUP=U PNP =2
(PUQ)'=P'NQ’ (PNQ)’=P'VQ’
PuUP=P PNP=P

PU(PNQ)=P PN(PUQ)=P
PcPUQ, QcPUQ PNQcP, PNQcQ
PcU Dc=P

(P)=P @'=U, U=

Zakladni aplikace logiky tfid ukdZeme na ditkazech sylogismil. K feSeni sylogismu
jsou velmi uzite€né nasledujici zékony.

Zakony dulezité k FeSeni sylogismii:

PNYO=2 Agresivita prazdné mnoziny vici operaci priniku (Agr &)
PUO=P Neutralnost prazdné mnoziny vici operaci sjednoceni (Neutr &)
DUD=LD Idempotence prazdné mnoziny vici operaci sjednoceni (Idem &)
P=(PNQ)U(PNQ’) |Zakon expanze (EXp)

K dikazim sylogismi Ize ¢asto uspésné pouzit nasledujici vétu o kontrapozici.
VyuZivame v ni skutecnost, Ze formuli ve tvaru implikace 1ze kontraponovat.

Kontrapozice formule ve tvaru implikace:
(A1—=>(...(An-1—>(A—>B).. ) (A= (...(An 1> (—B—>—-A)...)

Véta o kontrapozici premisy a zavéru v usudku (sémanticky tvar):
Usudek Aq, ..., An1, An E B plati pravé tehdy, jestlize plati usudek Ay, ..., An1, =B E —An.
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Diikaz:
Na zéaklad¢ véty o dedukei (sémantické varianty) plati:

Al, sy An_]_, An |: B <> A]_, ey An_l ': An—>B

Na implikaci v zavéru muzeme uplatnit tautologii vyrokové logiky (A—B)«<>(—B—>—A),
¢imz dostaneme:

Al, sy An_]_, An |: B <> A]_, ey An_l ': _lB—)_|An

Nyni mtizeme opé¢t aplikovat vétu o dedukci a antecedent implikace v zavéru presunout
mezi premisy usudku:

Al, sy An_]_, An |: B <> A]_, ey An_l, _lB ': _|An
Tim jsme skutecné€ dostali vétu o kontrapozici premisy a zaveéru v Gsudku. Poznamenejme
jesté, ze jelikoz v tisudku nezalezi na potadi premis, mizeme vétu formulovat obecné
ve tvaru:

A11 ey An—l; An = B g Al! Ai,l, Ai+l1 ey Aﬂ’ _'B = _'AI
kde A je libovolna z premis Ay, ..., Ap. B

Nyni potiebujeme jiz jen kli¢ k prepisu subjekt-predikatovych vyroka vyskytujicich
se v sylogismech do jazyka logiky tfid. Na zéklad¢ definic sjednoceni, priiniku a dopliiku,

ptip. rozdilu tiid, je zfejmé, Ze plati nasledujici prepisy.

Zapis zakladnich subjekt-predikatovych vyroki v jazyce logiky tFid:

Vsechna S jsou P SaP |SNP'=g =ScP

Z4dné S neni P SeP |SNP=Y =ScP’

Néktera S jsou P SiP [SNPzD

Néktera S nejsou P | SoP | SNP'=J

Cviceni: Dokazte, ze vySe uvedené prepisy skutecné odpovidaji zapisu
subjekt-predikatovych vyroku v predikatové logice.

Aplikaci deduktivni metody v logice tfid demonstrujme na ptikladé sylogismu Barbara.
Sylogismus Barbara: MaP, SaM = SaP

V symbolice logiky tiid: MNP'=J, SNM'=Z = SNP'=J

Duikaz:

1. MNP'=gJ

2.SNM’'=¢ - premisy
3. SNP’=(SNMNP)U(SNM'NP’) - EXp SNP’
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4. SNP'=(SND)U(@NP") -EID1a2,3

5. SNP'=JuY -Agrd 4
6. SNP'=J - ldem 5
[ |

V dikazu postupujeme metodou syntaktickych uprav. Plati, ze tfida SNP” (at’ je touto
tiidou cokoliv) je na zakladé zdkona expanze ekvivalentni se sjednocenim tfid (SNMNP")
a (SNM'NP’). Avsak v prvni zavorce mame prinik MNP’, o némz na zaklad¢ premisy
1 vime, Ze je prazdny. Podobn¢ v druhé zdvorce mame prinik SNM’, o némz rovnéz vime,
7e je prazdny (premisa 2). Sjednoceni téid (SNMNP’) a (SNM"NP’) se tak redukuje na
sjednoceni tftid SN a INP’. AvSak prinik prazdné tfidy s libovolnou tfidou je prdzdna
tiida (zdkon agresivity prazdné tiidy vuci pruniku), tudiz sjednoceni tiid SN a INP” je
rovnéz prazdna tiida. Tim, jsme dokazali, ze prinik SNP” je prazdny, coz je tvrzeni, které
jsme méli dokézat.

V dikazech lze Casto Gspésné pouzit nasledujici odvozovaci pravidlo logiky tiid. Slovné jej
1ze formulovat: Sjednoceni libovolné tfidy s neprazdnou tfidou je neprazdna trida.

Sjednoceni tfidy s neprazdnou Q=PUM, Mz
tiidou (SNT) Q=0

Pravidlo SNT, tj. usudkové schéma Q=PUM, M=J = Q=#J, fadn¢ dokazeme. Pouzijeme
metodu nepiimého dikazu.

Diikaz pravidla SNT:

1. Q=PUM 6.P=PN -EID1a3,5
2. M= - premisy 7. P= -AgrJ 6

3. Q=Y - PND 8. UM=Z -EID7,4

4. PUM=Z -EID3,1 9. M=Z - Neutr & 8
5. P=PN(PUM) - teorém spor 2,9

12.2.1 Tabulkova metoda v logice tiid

Tabulkova metoda v logice tfid je zobecnénim tabulkové metody pro vyrokovou logiku.
Teoretickou motivaci a podrobnéjsi popis tabulkové metody v teorii mnozin Ize najit v
Becvai a kol. (1982), s. 41-47. Ve vyrokové logice zvazujeme, jak ,.distribuovat®
pravdivostni hodnoty 0 a 1 na dvojice, trojice apod. vyrokt, a tyto moznosti zapisujeme do
jednotlivych fadku ptislusné tabulky. Pravdivostni hodnotu vyroku sloZzeného z vyrokovych
proménnych pocitdme pomoci pfislusSnych ohodnoceni proménnych a zékladnich
pravdivostnich tabulek pro logické spojky. V ptipadé¢ teorie tfid neuvaZujeme distribuci
pravdivostnich hodnot na vyroky, ale rozdéleni prvkd danych tfid do rGznych skupin.
M¢jme univerzum U={a,b,c,d} obsahujici prvky a, b, c a d a tiidy P={a,b} a Q={b,c}.
Situaci ndzorné popisuje obrazek na nasledujici strané.
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P Q

Obrazek 24

Muzeme rovnéz uvazovat dopliky tiid P, Q, tj. tfidy prvka, které dané tfidy neobsahuji.
Doplnék t¥idy P, tfida P°, obsahuje prvky ¢ a d, tj. plati P’={c,d}. Podobné¢ Q'={a,d}.
Prvky tfid univerza U tak lze rozdélit do nasledujicich skupin: (1) do skupiny spole¢nych
prvku tiid P a Q (sem patii prvek b), (2) do skupiny prvki patiicich do ttidy P, ale nikoli
do tfidy Q (prvek a), (3) do skupiny prvku patiicich do tiidy Q, ale nikoli do tiidy P
(prvek c), (4) do skupiny, kam patii prvky, které nepatii do téidy P ani do tiidy Q (prvek
d). Toto rozdé€leni prvku tfid P, Q a U do skupin je shrnuto v nasledujici tabulce.

Rozd¢leni prvki tiid P a Q na rizné skupiny:
P

r r

ol | o0

N =1=] "]

ol lol

OO |F-

V prvnim fadku tabulky tedy uvazujeme prvky tiidy U, které patii do téid P i Q. Tyto prvky
samoziejm¢ nemohou byt prvky doplnkl téchto tfid, tj. tfid P” a Q. Ve druhém tadku
tabulky uvazujeme prvky tfidy U, které patii do tiidy P a nepatii do tfidy Q. Je zfejmé, Ze
tyto prvky nepatii do tfidy P’, avSak patii do ttidy Q”. Ve tfetim fadku uvazujeme prvky
tiidy U, které jsou prvky tiidy Q a nepatii do tfidy P. Tyto prvky patii do tfidy P a nepatii
do tfidy Q’. Konecné ve ¢tvrtém fadku uvazujeme ty prvky tiidy U, které nejsou prvky ttid
P ani Q. Tyto prvky jisté patii do obou tiid P" i Q".

Cviceni: Uvazujte tftidy U, P, Q a R. Rozdé¢lte prvky tiid U, P, Q a R podobné jako
v piipad¢ tfid U, P a Q do vSech navzajem od sebe odlisnych skupin prvki. Kolik fadkt
bude mit pfislusna tabulka? Svoji odpovéd’ zdiivodnéte. V piipadé tiid U={a,b,c,d,e,f,g,h},
P={a,d,e,f}, Q={b,d,e,g}, R={c.e,f,g} urete konkrétné, které prvky tiid U, P, Q a R
a jejich doplitkii uvazujeme v jednotlivych fadcich tabulky.

Nyni je zfejmé, Ze tabulkova metoda v logice tfid je skute¢né analogii tabulkové metody
pro vyrokovou logiku. Zjistujeme-li v jednotlivych tadcich tabulky (tj. pfi uvazovanych
skupinach prvki), zda dané prvky patii do tiidy PNQ, tj. priniku tfid P a Q (prunik dvou
tfid je tfida, kterd obsahuje prvky spole¢né obéma tfiddm) postupujeme stejné jako pfi
ovétovani platnosti konjunkce vyrok pAq. Zjistujeme-li v jednotlivych fadcich tabulky,
zda dané prvky patii do tiidy PUQ, tj. sjednoceni tiid P a Q (sjednoceni dvou tfid je tfida,
ktera obsahuje prvky, jez patii do jedné nebo do druhé tfidy — a mohou samoziejmé patiit
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do obou tfid zaroveinl), postupujeme stejné, jako pii ovéfovani platnosti disjunkce vyrok
pv(g. Nize uvedena tabulka dokazuje platnost zakona PUQ=QUP.

Tabulka k ovéteni zdkona PUQ=QUP:

P Q PUQ | QUP
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0

Cviceni: Dokazte tabulkovou metodou platnost zdkona komutativnosti tfid vaci operaci
pruniku, tj. zdkona PNQ=QNP.

Dokazme dale tabulkovou metodou distributivni zakon logiky tfid PU(QNR)=
(PUQ)N(PUR).

Tabulka k ovéfeni zdkona PU(QNR)=(PUQ)N(PUR):

P Q R | (QNR) | PU(QNR) (PUQ) (PUR) (PUQ)N(PUR)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Pravdivostni hodnoty v obou stinovanych sloupcich se shoduji. Tim je platnost
distributivniho zékona PU(QNR)=(PUQ)N(PUR) dokazana.

Cvifeni: Dokazte tabulkovou metodou dalSi distributivni zadkon logiky tfid
PN(QUR)=(PNQ)U(PNR).

Nyni ukdZeme, jak pomoci tabulkové metody v teorii tfid ovéfit platnost sylogisma.
Vime, ze v jazyce logiky tfid lze sylogismus Barbara zapsat jako tisudek MNP'=,
SNM'=g = SNP'=J. Protoze pracujeme se tiemi tfidami, dostaneme tabulku s osmi
fadky. Pomoci ptisluSné tabulky — jako u kazdého jiného Gsudku — ovétujeme, zda zavér
skute¢né vyplyva z premis, neboli zda pokazdé, kdyZ jsou splnény premisy, je splnén
i zavér. V ptipadé, ze sylogismus neni platny, Ize pomoci tabulky sestrojit kontramodel, tj.
takovy ptiklad tfid S, P a M, Ze vSechny premisy sylogismu jsou platné a zavér neplatny.
V piipadé sylogismu Barbara tedy zjiStujeme, zda z ptedpokladi MNP'=J a SNM'=
plyne zavér SNP'=J. Vyplyva-li zavér z premis, pak pokazdé, kdykoli jsou v tabulce pro
sloupce MNP” a SNM’ nuly, je rovnéz ve sloupci SNP” nula. Prokaze-1i se, Ze je tomu
skute¢né tak, bude tim potvrzeno, Ze nepatii-li uvazované prvky do tiid MNP” a SNM’,
nepatii ani do tfidy SNP” (ostatni prvky uvazované v dalsich tadcich tabulky nas nemuseji
zajimat, protoze nespliuji premisy X MNP" a xgSNM").
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Tabulka sylogismu Barbara:

M S P M’ P’ MNP" | SNM” | SnP’
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0

Tabulka dokazuje, Ze sylogismus je platny.

12.2 ReSené piiklady
Piiklad 1:

Sylogismus Cesare: PeM, SaM = SeP
V symbolice logiky tfid: PNM=J, SN"M'=J = SNP=Y

V piipadé tohoto sylogismu zjistujeme, zda z predpokladi PNM=C a SNM’'=J plyne
zavér SNP=Y. Vyplyva-li zavér z premis, musi pokazdé, jsou-li ve sloupcich pro PNM
a SNM’ nuly, byt rovnéz ve sloupci SNP nula. Tim bude potvrzeno, Ze prvky, které
nepatii do tfid PNM a SNM’, nepatii ani do tiidy SNP. Platnost sylogismu dokazuje
tabulka.

Tabulka sylogismu Cesare:

M S P M’ PAM | SAnM” | SnP
1 1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
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Carrolliiv diagram sylogismu Cesare:

%]
P
o @ %]
S -S S —S
M
—P
%)
—P

Cviceni: Sestrojte Vennlv diagram sylogismu Cesare.

Duikaz v logice trid:

1. PNnM=g

2.SN"M’'=¢ - premisy

3. SNP=(SNPNM)U(SNPNM") - EXxp SNP
4. SNP=(SN)u(PNY)-EID1a2,3

5. SNP=guY -Agr &
6. SNP=Y - ldem &
[

Priklad 2:

Sylogismus Darii: MaP, SiM = SiP
V symbolice logiky tfid: MNP'=J, SNM#0 = SNP=J

V piipadé tohoto sylogismu zjistujeme, zda z predpokladi MNP'=ZJ a SNM=#J plyne
zavér SNP=J. Tj. vyplyva-li zavér z premis, musi tomu byt v tabulce tak, Ze jsou-li ve
sloupcich pro MNP’ nuly a ve sloupcich pro SNM jednicky, jsou ve sloupcich pro SNP
jednicky. Platnost sylogismu potvrzuje tabulka.

Tabulka sylogismu Darii:

=
%
<
%
o

M S M

Flo|r|o|r|lo|r|lo|™

ORI O O Oo|—|T

o|lo|lo|o|r|r|k|r
olo|r|r|lololkr|k

o|lo|o|o|r|o|r|o|D
o|lo|lo|o|o|o|kr|~|2
o|lo|lo|r|o|o|o(r|D
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Carrolltiv diagram sylogismu Darii:

P
P
1 1
S -S S —S
M
o | @
—P
—P

Cviceni: Sestrojte Venniv diagram sylogismu Darii.

Primy diikaz s pouZitim pravidla SNT:

1. MNP'=J

2. SNM=Y - premisy

3. SNM=(SNPNM)U(SNP'NM) - Exp SNM
4.SNM=(SNPNM)U(SNP) EID 1, 3

5. SNM=(SNPNM)UD - Agr & 4

6. SAM=SNMNP -ldem 5

7. SNMNP=J -EID 2,6

8. SNP=(SNPNM)U(SNPNM") - Exp SNP
9. SNP=J -SNT 7,8

[

Tvar sylogismu na zakladé pravidla kontrapozice: MNP'=J, SNP=J £ SNM=

Duikaz: Neprimy duikaz:
1. MNP'=g 1. MNP’'=Z
2.5NP=Y - premisy 2. SNM=Z - premisy
3. SNM=(SNPNM)U(SNP'NM) 3. SNP=Y - PND

- Exp SNM 4. SNM=(SNPNM)U(SNP'NM)
4. SNM=(INM)U(SN)-EID1a2,3 - Exp SNM
5. SNM=gug -Agrd 4 5. SNM=(NM)U(SNJD) -EID 1 a3, 4
6. SNM=Z -ldem J5 6. SNM=ZUY -Agrd 5
u 7. SNM=Z - ldem @ 5

spor 2, 7

Priklad 3:

Sylogismus Darapti: MaP, MaS, 3xM(x) = SiP
V symbolice logiky tiid: MNP'=J, MNS'=J, M#J = SNP=J

V pfipad¢ tohoto sylogismu zjiStujeme, zda z premis MNP'=J, MNS'=J a M=z

(enthymematicka premisa, bez niz sylogismus neni platny) plyne zavér SNP=. Platnost
sylogismu dokazuje tabulka.
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Tabulka sylogismu Darapti:

M S P S’ P’ MNP” | MNS”’ M SNP
1 1 1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0

Carrolllgv diagram sylogismu Darapti:
P
1 %] 1
S -S S =S
M
g | O
_|P
_|P

Cviceni: Sestrojte Vennlv diagram sylogismu Darapti.

Primy dikaz s vyuzitim pravidla SNT:

1. MNP’ =4

2. MNS"=

3. M0 - premisy

4. M=(MNP)U(MNP") - Exp M

5. M=(MnP)UZ  -EID1,5

6. M=MNP -ldem @5

7. MNP£J -EID 3,7

8. MNP=(MNSNP)U(MNS'NP)
- Exp MNP

Tvar na zaklad¢ pravidla kontrapozice:
MNP'=J, MNS'=J, SNP=Y = M=g

Dukaz:

1. MNP =

2.MNS" =7

3.SNnP=¢g - premisy
4. M=(MNP)U(MNP") - Exp M
5. M=(MnP)uZ -EID 1,4
6. M=MnNP - Neutr @ 5

Cviceni: Sestrojte nepifimy dikaz sylogismu.
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9. MNP=(MNSNP)U(INP)-EID 2,7
10. MNP=(MNSNP)U@ - Agr & 9
11. MNP=MNSNP - Ildem & 10
12. SNPNM=J -EID 7,11
13. SNP=(SNPNM)U(SNPNM")
- Exp SNP

14. SNP#J - SNT 12, 13

7. MNP=(MNSNP)U(MNS"'NP)
- Exp MNP
8. MNP=(MNJ)U(ZNP)-EID2a3,7

9. MNP=QUZ  -AgrJ8
10. MNP=g - Idem 9
11. M= -EID 10, 6
|




Priklad 4:

Sylogismus Felapton: MeP, MaS, 3xM(x) = SoP
V symbolice logiky tfid: MNP=G, MNS'=J, M#J = SNP'#J

Tabulka sylogismu Felapton:

M S P S’ P’ MNP | MNS’ M SNP’
1 1 1 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
Carrolltiv diagram sylogismu Felapton:
P
o |
S -S S —S
M
1 %) 1
_|P
_|P

Cviceni: Sestrojte Vennlv diagram sylogismu Felapton.

Tvar na zéklad¢ pravidla kontrapozice: MNP=J, MNS"'=J, SNP'=J = M=

Diikaz: 7. MNS=(MNSNP)U(MNSNP’)

1. MNP=g -Exp MNS

2. MNS'= 8. MNS=(SNYu(MNYJ) -EID1a3,7
3.SNP'=Y - premisy 9. MNS=ZuUY -Agrdv8

4. M=(MNS)U(MNS") - Exp M 10. MNS=Z - Idem 9

5. M=guU(MNS) -EID 1,4 11. M=¢ -EID 10, 6

6. M=MNS - Neutr @ 5 u

Cviceni: Sestrojte ptimy dikaz za pouziti pravidla SNT a nepiimy dikaz tohoto sylogismu.
Priklad 5:

Nyni dokazeme, Ze nasledujici sylogismus neni platny: PaM, MaS & SaP
V symbolice logiky tiid: PNM'=J, MNS'=J = SNP'=J.
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Tabulka sylogismu PNM"'=J, MNS'=J = SNP'=U:.

M S P M S P’ PAM" | MnS SNP’
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0

Druhy a Sesty fadek predstavuji kontramodely tisudku. V téchto fadcich totiz uvazujeme
takové prvky tfid S, P a M, ze PNM'=g a MNS'=J, avsak SNP'#J. Sestrojme na
zéklad¢ druhého tadku tabulky tfidy M, S a P tak, Ze tsudek je neplatny. Necht' napf.
U={a,b}, M={b}, S={b}, P=0. Tiidy M a S maji spole¢ny prvek b, tfida P je prazdna. Pak
M'={a}, S'={a}, P'=U={a,b}. Plati PNM "=, MNS'=J, av§ak SNP'={b}=J. Sestrojme
protiptiklad na zékladé Sestého fadku tabulky. Nyni uvazujme takové ttidy M, S a P, Zze M,
S a P nemaji zadné spole¢né prvky a tiidy M a S jsou prazdné. Necht podobné jako
u ptedchoziho protiptikladu U={a,b}, avsak M=, S={a}, P=0. Pak M’'=U={a,b},
S'={b}, P'=U={a,b}. Plati PnM"=g, MNS'=, av§ak SNP"'={a}#. Skute¢né jsme tedy
nalezli dva protipiiklady, pfi nichz jsou obé premisy sylogismu pravdivé, a zavér
nepravdivy.

Cviceni: Sestrojte Carrolliiv a Vennllv diagram tohoto sylogismu.

Priklad 6:

Dokazme, Ze nasledujici sylogismus neni platny: —MaP, SoM = SoP
V symbolice logiky tfid: M"NP'=, SNM'#J = SNP'#J

Tabulka sylogismu M'NP'=0, SN"M'#J = SNP #J:

M S P M’ S’ P’ M'nP" | SNM" | SNnP’
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 0

Na zéklad¢ patého tadku tabulky snadno sestrojime protiptiklad. Necht U={a}, M=,
S={a}, P={a}. Tridy S a P maji spoleény prvek a. Pak M'={a}, S'=0, P'=J. Plati
M'NP'=, SNM’'={a}+#J, avsak SNP'=J, a nikoliv SNP'#J.

Cviceni: Sestrojte Carrollitlv a Vennliv diagram tohoto sylogismu.
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Priklad 7:

Sylogismus Baroco: PaM, SoM & SoP

V symbolice logiky tfid: PNM'=J, SNM'#J &= SNP'#J

Carrolltiv diagram sylogismu Baroco:

%)

%)

1

—P

=S S

—P

)

Cviceni: Sestrojte tabulku tfid a Vennlv diagram sylogismu Baroco.

Neprimy dukaz:

1. PAM'=Z

2. SNM'#J - premisy
3.SNP’=g - PND

4. SAM'=(PNM'NS)U(P'NM’'NS)

- Exp SNM”’

.SNAM'=(PNM"'NS)UM'NSNP")

. SAM'=(ZNS)UM’'ND) -EID 123, 5

- Agr & 6
SNM’'=g

5
6
7.SNM'=8UY
8.
Spor 2, 8

-ldem 7

Tvar na zakladé pravidla kontrapozice:

PNM'=J, SNP'=J = SNM'=J

Diikaz:

1. PAM'=Z
2.5NP’=g

- premisy

3. SNM'=(SNPNM")U(SNP'NM")

- Exp SNM”’

4. SAM'=(SND)U(ZNM’) -EID 1 a2, 3

5. SNM'=0UY

6. SNM'=J

Cviceni: Sestrojte pfimy ditkaz s vyuZzitim pravidla SNT.

Priklad 8:

Sylogismus Camenes: PaM, MeS = SeP

V symbolice logiky tfid: PNM'=J, MNS=J =SNP=Y

Carrolltiv diagram sylogismu Camenes:

%)

%)

-P

-S S

—P

-AgrJ 4
-ldem &5

-S
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Cviceni: Sestrojte tabulku tfid a Venntv diagram sylogismu Camenes.

Diikaz:

1. PAM'=J

2. MNS=g - premisy

3. SNP=(SNPNM)U(SNPNM") - Exp SNP
4. SNP=(PN@)U(SNJ)-EID1a2,3

5. SNP=8uUd -Agrd 4
6. SNP=J -ldem @5
[ |

Pomoci dedukce v logice tfid mizeme dokazovat nejen sylogismy, ale rovnéz dalsi
usudky, resp. teorémy monadické predikatové logiky a teorémy a usudky logiky tiid.

Priklad 9:

Dokazme teorém monadické predikatové logiky IX[P(X)AQ(X)]—=[IXP(X)AIxQ(X)]
V symbolice logiky tfid: PNQ#Y = POAQ#D

Platnost teorému dokazuje tabulka:

P Q PNQ P Q

1 1 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0
Diikaz:

1.PNQ#J - premisa
2. P=PU(PNQ) - teorém
3. Q=QU(PNQ) - teorém

4. P2 ~SNT 1,2
5. Q= ~SNT 1,3
6. P£OAQ2D - ZK 4,5
|

Priklad 10:

Teorém: VX[P(X)AQ(X)]>[VXP(X)AVXQ(X)]
V symbolice logiky tfid: PNQ=U = P=UAQ=U

Diikaz:

1.PNQ=U - premisa
2. P=PU(PNQ) - teorém
3. Q=QU(PNQ) - teorém
4. P=PUU -EID1,2
5. P=U - teorém 4
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- teorém 6

6.Q=QUU -EID1,3
7.Q=U

8. P=UAQ=U - ZK 5, 7
|

Priklad 11:

Teorém:
VX[P(X)—=>Q(X)]=>[VXP(X)— VXQ(X)]
V symbolice logiky tfid: PNQ =4, P=U £ Q=U

Diikaz:

1.PNQ'=0

2. P=U - premisy
3.Q'=(PNQ)U(P'NQ") - Exp Q’
4.Q=2uU(P'NQ’)-EID1,3

5. P =0 - teorém, 2
6.Q'=03U(PNQ’)-EID5, 4

7.Q =0V -Agrd6

8.Q=Y -ldem @7

[ |

12.3 Cviceni

1)
Dokazte tabulkovou metodou nasledujici zakony logiky tiid.
(@ (PUQ)'=(P'NQ")
(b) (PNQ)=(P'UQ")
(c) [PU(PNQ)]=P
(d) [Pn(PUQ)]=P
(e) P=[(PNQ)U(PNQ")]
(f) [(P-Q)-PI=[(P-P)U(Q-Q)]=L
(9) (PUQ)=(Q-P)’
(h) [(P'UQ)U(QRNR)I[PN(QUR) T
() [(P-Q)-RI=[(P-R)-(Q-R)]
) [(P-Q)UR]=[(PUR)-Q]
(k) [(P-Q)N(Q-P)]=©

(2)
Oveérte tabulkovou metodou, resp. metodou Carrollovych diagramii platnost ¢i neplatnost
nasledujicich sylogismu. Neni-li sylogismus platny, sestrojte alespon jeden kontramodel.
U platnych sylogismiui sestrojte jejich deduktivni ditkazy.

205



(a) MaP, SaM, 3xS(x) &= SiP
(b) MeP, SiM = SoP
(c) PeM, SaM, 3xS(x) = SoP
(d) PeM, SaM = SoP
(e) PaM, SeM = SoP
(F) PaM, MeS, 3xS(x) = SoP
(g) PaM, MaS = SaP
(h) PeM, MasS, 3xS(x) = SoP
(i) PaM, MasS, 3xP(x) & SiP
(1) PeM, MaS, 3xS(x) = SoP
(K) PeM, MasS, 3xS(x) = SoP

©)
Prevedte na formule logiky trid nasledujici teorémy monadické predikatové logiky
a sestrojte jejich deduktivni ditkazy.
(@) [IXP(X)=>[-Vx—=P(x)]
(b) [VXP(X)]<>[-3x=P(x)]
(©) [-IXP(X)]>[VX—=P(x)]
(d) [~VP(X)«>[3x=Q(x)]
(€) [VXP(X)vVXQ(X)]>VX[P(X)vQ(X)]
(F) IX[P)VQ(X)]«=>[3XP (X)vIXQ(X)]
(9) VX[P(X)>Q(X)]=>[IXP(X)—>3IXQ(X)]
(h) IX[P()—=>Q(X)]—=>[VxP(x)—>3xQ(X)]
(i) IXP(X)—>IX[P(X)vQ(X)]
(1) [3XP)AYXQ(X)]=>3IX[P(X)AQ(X)]
(k) VX{P(X)=>[QX)VR(X)]}=>{=VX[P(x)>Q(X)]>3IX[P(X)AR(X)]}

(4)

Reste metodami logiky tiid vikoly z minulé kapitoly, tj. tikoly tékajici se sylogistickych
usudkal.
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Reseni:

(1)
Jedna se o teorémy logiky tiid. K dikazu je nutno sestrojit prislusné tabulky.
)
Platné jsou sylogismy (a), (b), (c), (), (i), (j) a (k), neplatné sylogismy (d), (e), (g) a (h).
©)
Jedna se o teorémy monadické predikatové logiky. Ke kazdé formuli tedy existuje
deduktivni dikaz.
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