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POZNÁMKA: 
 

Tato verze se téměř přesně shoduje s vydáním skript v roce 2002. Od té doby jsem se 

několikrát (marně) pokusil skripta přepracovat. Zájemcům na požádání zašlu pracovní verzi 

skript. Budu samozřejmě velmi vděčný za jakékoli návrhy, připomínky, upozornění na 

chyby, dezinformace a nepřesnosti apod. 

Protože nyní působím na Katedře filozofie Ostravské univerzity v Ostravě, viz 

http://ff.osu.cz/kfi/, resp. http://www1.osu.cz/~hromek/, je možno připomínky, návrhy 

apod. nyní zasílat na adresu petr.hromek@osu.cz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

PŘEDMLUVA 
 

 

Předložený text vznikl na základě autorova pedagogického působení na Filozofické fakultě 

Univerzity Palackého v Olomouci a vychází vstříc potřebě studentů jako praktická 

pomůcka v procvičení nově získaných teoretických znalostí na konkrétních příkladech. 

Autor se domnívá, že zatímco základních více či méně úplných učebních textů je v naší 

literatuře dostatek, publikace předkládaného druhu zatím schází. 

 

Je nutno zdůraznit, že předložený text má spíše pomocnou povahu a  souběžně 

s ním je zapotřebí studovat díla, která se podrobně zabývají teorií. Zde bude student nucen 

sáhnout k citované literatuře, z níž lze doporučit zejména Štěpán (2001), Janák (1973), 

Barwise, Etchemendy (1999), Gahér (1998), Kleene (1967) a Smullyan (1995), resp. 

Smullyan (1979), který je slovenským překladem prvního vydání této knihy (kniha byla 

poprvé vydána v roce 1968, druhé vydání z roku 1995 je opravenou verzí prvního vydání). 

Autor dále vychází z předpokladu, že „pomocnou ruku“ při studiu nového oboru, 

jakým logika pro většinu studentů humanitních oborů bezpochyby je, potřebuje především 

student začátečník. V úvodních kapitolách je proto výklad textu obvykle velmi podrobný 

a  „zhušťuje“ se až v pozdějších kapitolách. 

 

V textu se autor po sémantickém úvodu podrobně věnuje především elementárním 

partiím výrokové logiky a logiky prvního řádu. Text kapitol 2 (tabulková metoda) 

a  3 (metoda protipříkladu) je psán co nejpřístupněji. Maličko obtížnější mohou pro 

začátečníka být v kapitole 4 partie týkající se Craigovy věty o interpolaci. Avšak i tento text 

http://ff.osu.cz/kfi/
http://www1.osu.cz/~hromek/
mailto:petr.hromek@osu.cz
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je psán co nejsrozumitelněji (účelem této části je demonstrovat metalogické úvahy v teorii 

modelů pro výrokovou logiku, nikoli „v praxi“ sestrojovat interpolační formule). V kapitole 

5 je procvičena přirozená dedukce pro výrokovou logiku. Dovednosti, které student může 

načerpat v této kapitole (a v příslušných kapitolách věnovaných dedukci v logice prvního 

řádu), patří mezi nejužitečnější, protože jejich cílem je napomoci dále rozvinout přirozené 

schopnosti dedukce. V kapitole 6 je uvedena další deduktivní metoda, metoda analytických 

tabulek, a v kapitole 7 metoda dedukce ve výrokové logice pomocí Peircových diagramů. 

V  kapitole 8 je neformálně studován jazyk logiky prvního řádu. Kapitola 9, přestože jsou 

v  ní probírány jen nejelementárnější poznatky teorie modelů logiky prvního řádu, může být 

pro některé čtenáře obtížnější. V kapitole 10 si čtenář procvičí dedukci v logice prvního 

řádu. Vyložena je jednak metoda přirozené dedukce a jednak dedukce pomocí analytických 

tabulek, která rozšiřuje výklad kapitoly 6. Kapitola 11 je věnována diagramatickým 

metodám řešení sylogismů (metodě Carrollových diagramů, Vennových diagramů 

a  Eulerových diagramů a jejich srovnání) a kapitola 12 logice tříd. 

Všechny kapitoly mají jednotnou skladbu a dělí se na „Základní pojmy“, „Řešené 

příklady“ a „Cvičení“. V části „Základní pojmy“ jsou uvedeny nejdůležitější teoretické 

poznatky, výklad však není úplný a k plnému porozumění je vhodné konzultovat další 

literaturu; konkrétní doporučená literatura je v této části vždy uvedena. Některá důležitá 

tvrzení této teoretické části – pokud to dovoluje kompletnost výkladu – jsou nicméně 

uvedena včetně důkazu. Zprostředkující úvahy jsou často ponechány jako samostatné 

cvičení čtenáři, někdy spolu s nápovědou. Těžiště textu spočívá především v části „Řešené 

příklady“. Teoretické poznatky jsou zde využity k podrobnému popisu řešení konkrétních 

situací. Ta či ona zprostředkující úvaha je i zde často ponechána jako cvičení čtenáři. 

Poslední část každé kapitoly tvoří „Cvičení“. K většině příkladů této části jsou podána 

úplná nebo alespoň částečná řešení. Přibližně polovina řešených příkladů a cvičení je 

převzata z použité literatury. Zdroj příkladu či cvičení – s výjimkou, kdy je příklad či řešení 

v literatuře dále rozvedeno – většinou neuvádím. 

Přestože text vznikl především pro potřeby studentů humanitních oborů, autor se 

domnívá, že jako úvodní sbírka příkladů může být nápomocný i pro studenty matematiky 

a  informatiky, případně jiných oborů, jejichž studijní program zahrnuje úvod do logiky. 

 

 

Jako žádný jiný reálně existující text není jistě ani tento text bezchybný a lze jej 

řadou způsobů zdokonalit. Dá se očekávat, že u některých příkladů existují jednodušší 

řešení a že to či ono cvičení je chybně zadáno, případně že je k němu uvedeno chybné 

řešení. Autor bude proto vděčný za každou konstruktivní připomínku k textu. Připomínky 

je možno zasílat rovněž na e-mailovou adresu hromek@atlas.cz. (Upozornění: adresa již 

není funkční.) 

 

Petr Hromek 

mailto:hromek@atlas.cz
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LOGIKA A JAZYK 
 

 

1 ANALÝZA JAZYKA A NAUKA O DEFINICI 
 

 

1.1 Sémanticko-logická analýza jazyka 
 

Výklad základních syntakticko-sémantických pojmů lze najít v každé základní učebnici 

logiky, jako je např. Štěpán (2001), Janák (1973) apod. Jejich výkladu je dále věnována 

úvodní kapitola Church (1956). K podrobnějšímu seznámení s těmito pojmy lze doporučit 

zejména toto dílo. 

 

Poznámka: Úvodní kapitola Church (1956) byla vydána rovněž v českém překladu jako 

Church (1977). 

 

Důležité teoretické vztahy v logicko-sémantické analýze jazyka lze shrnout do 

následujícího schématu: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek: Trojúhelník reference 

 

Podle dnes již klasické fregovské teorie reference jazykový výraz denotuje, označuje 

denotát a vyjadřuje smysl. Termín, např. vlastní jméno, denotuje věc (mimojazykový 

objekt), která je tímto jménem označena. Tento objekt je denotátem termínu. Termín dále 

vyjadřuje způsob, jakým nám je označovaná věc dána, tj. smysl termínu. Podobně 

oznamovací věta, výrok, denotuje nějakou pravdivostní hodnotu (PRAVDA nebo 

NEPRAVDA) a vyjadřuje určitou myšlenku. Oznamovací větě můžeme rozumět (tj. chápat 

vyjadřovanou myšlenku) i tehdy, neznáme-li denotáty všech termínů ani výsledný denotát, 

tj. výslednou pravdivostní hodnotu věty. Příkladem je tvrzení: 

 

Nejstarší občan Austrálie má právě angínu. 

 

Jazykový výraz 

   Smysl (způsob, jak 

je nám podán denotát) 

Denotát (mimojazykový objekt) 

      Syntaktická rovina  

(manipulace s jazykovými 

      výrazy, se znaky...) 

Sémantická rovina 

   (extenzionální 

       sémantika) 

Sémantická rovina 

    (intenzionální 

      sémantika) 

 

 

 
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Zřejmě rozumíme větě i přesto, že pravděpodobně nevíme, jakou pravdivostní hodnotu 

denotuje celá věta, ani kdo je denotátem výrazu: 

 

nejstarší občan Austrálie 

 

Speciální problém pro teorii reference přestavují tzv. sebereferenční věty. Tyto věty 

mají jako všechny ostatní oznamovací věty za své denotáty pravdivostní hodnoty, avšak 

vypovídají o sobě samých, tj. „referují“ samy k sobě. Odtud termín „sebereference“. 

 

Poznámka: Místo termínu „sebereference“ se lze setkat rovněž s termínem 

„autoreference“. 

 

Určování denotátů (tj. pravdivostních hodnot) sebereferenčních vět může být problematické 

a někdy lze dokonce dojít ke sporu. Nicméně, nikoli všechny sebereferenční věty jsou 

problematické. Příklady neškodných sebereferenčních vět: 

 

Tato věta je větou českého jazyka. 

This sentence is an English sentence. 

Tato věta není příliš zajímavá. 

Jedno slovo v této větě je napsáno s hrubou pravopysnou chybou. 

 

Pro tyto věty je typické, že v nich nerozlišujeme různé sémantické úrovně jazyka. 

Nerozlišování těchto úrovní není však jen záležitostí sebereferenčních vět. Uvažujme 

například větu: 

 

Pan Smith tvrdí, že všechny výpovědi prezidenta týkající se aféry Watergate jsou 

nepravdivé. 

 

Zde hovoříme o výpovědi pana Smithe. Jeho výpověď se však dále vztahuje k výpovědím 

někoho jiného, jmenovitě prezidenta (zřejmě Richarda Nixona), a přisuzuje jim jistou 

vlastnost. Jedná se tedy o výpověď o nějakých výpovědích (tj. o objektech v rámci jazyka), 

nikoli o mimojazykových objektech. Uvažujme nyní další sebereferenční věty: 

  

Tato věta obsahuje přesně šest slov. 

 

Věta je pravdivá, jak snadno zjistíme, spočítáme-li slova, z nichž se skládá. Uvažujme však 

větu: 

 

Tato věta obsahuje přesně sedm slov. 

 

Dostali jsme nepravdivou větu. Obě věty jsou z logického hlediska neškodné. Avšak nyní 

zkonstruujeme tvrzení, které je z logického hlediska destruktivní a nemůže být pravdivé ani 

nepravdivé (nebo které je „pravdivé i nepravdivé“ zároveň). Uvažujme tak větu: 

 

Tato věta je nepravdivá. 

 

Je tato věta pravdivá nebo nikoliv? Oba předpoklady vedou ke sporu. Předpokládáme-li, že 

věta je pravdivá, pak musí být pravda to, co se ve větě říká, tudíž věta musí být nepravdivá, 
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což je spor s předpokladem. Naopak, předpokládáme-li, že věta je nepravdivá, pak není 

pravda, co se ve větě říká. Ve větě je však řečeno, že věta je nepravdivá. Je-li tedy věta 

skutečně nepravdivá, pak je pravda to, co se ve větě tvrdí, a tudíž je věta pravdivá. Dostali 

jsme znovu spor. Z předpokladu, že věta je pravdivá i z předpokladu, že věta je nepravdivá, 

tudíž plyne spor. Věta tedy představuje (na úrovni přirozeného jazyka) neřešitelný paradox. 

Ukazuje se tedy, že nerespektujeme-li rozlišení různých sémantických úrovní 

jazyka, můžeme se dostat do logických potíží. Jedním z různých řešení, jak si s uvedenou 

paradoxní větou poradit, spočívá v rozlišení mezi různými sémantickými úrovněmi jazyka. 

Od Alfreda Tarského pochází rozlišení úrovní jazyka na objektový jazyk a  metajazyk. (Lze 

však zavést potencionálně nekonečnou hierarchii: objektový jazyk, metajazyk, 

metametajazyk, ..., meta...metajazyk, atd.) 

Objektový jazyk představuje v této hierarchii nejnižší úroveň a jeho účelem je 

vypovídat o mimojazykových faktech a objektech. Denotáty jazykových výrazů objektového 

jazyka tak jsou mimojazykové objekty, např. denotátem jména Pavel nějaká osoba, která se 

jmenuje Pavel, denotátem oznamovací věty její pravdivostní hodnota, tj. opět „objekt“ 

mimo jazyk, apod. V tomto případě hovoříme o formálním použití jazyka. Jazyk je zde 

pouze formálním nástrojem, skrze nějž „míříme“ mimo jazyk. V návaznosti na amerického 

logika a  filosofa W. V. O. Quina hovoříme v tomto smyslu rovněž o používání (angl. use) 

jazykových výrazů. Při formálním použití (resp. jednoduše použití) jazykového výrazu tedy 

vždy odkazujeme na mimojazykový objekt, tj. něco, co není prvkem uvažovaného jazyka. 

Metajazyk stojí v naší hierarchii výše než objektový jazyk a jeho účelem je 

vypovídat o objektovém jazyce (podobně účelem metametajazyka je vypovídat o výrazech 

metajazyka atd.). Denotáty jazykových výrazů metajazyka tak jsou výrazy objektového 

jazyka. Např. denotátem výrazu metajazyka: 

 

led 

 

je výraz objektového jazyka: 

 

led 

 

atd. V tomto případě hovoříme rovněž o materiálním, resp. autonymním použití jazyka.  

 

Poznámka: S autonymií se lze setkat i v běžném jazyce. Např. ve větě: 

 

New York je jméno města New York 

 

je termín New York jak použit (odkazujeme na město), tak rovněž zmíněn (odkazujeme na 

jméno města). V tomto případě je výraz New York autonymum, neboli pojmenování sama 

sebe. V běžných situacích autonymie nepůsobí potíže, v našem textu se jí však budeme 

vyhýbat. Výjimkou je situace, kdy budeme hovořit o výrazech formálních jazyků. Často 

budeme používat tvrzení typu: 

 

Formule p(qp) je tautologií. 

 

Tato výpověď je nějaké metajazykové tvrzení o objektovém jazyce výrokové logiky a  říká 

se v něm, že tautologií je určitý výraz objektového jazyka výrokové logiky, nikoli výraz 
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metajazyka. Výraz p(qp) je tedy použit jako autonymum – tj. vyjadřuje nějakou 

formuli výrokové logiky a zároveň ji pojmenovává. 

 

V návaznosti na W. V. O. Quina hovoříme v případě materiálního, resp. 

autonymního použití jazykových výrazů o jejich zmiňování (angl. mention). 

 

K rozlišení úrovní objektového jazyka a metajazyka, resp. rozlišení mezi užíváním 

a  zmiňováním, používáme jako formální prostředek uvozovky. Uvažujme výraz: 

 

Karel 

 

Nepoužili jsme žádné uvozovky, jedná se tudíž o výraz objektového jazyka, jehož 

prostřednictvím odkazujeme na nějakou osobu. V Quinově terminologii řekneme, že jsme 

výraz použili. Uvažujme naproti tomu výraz: 

 

„Karel“ 

 

Zapojili jsme do hry uvozovky, což znamená, že se jedná o výraz metajazyka, kterým 

odkazujeme na určitý výraz objektového jazyka, na nějaké vlastní jméno. V Quinově 

terminologii řekneme, že jsme tento výraz zmínili (zavedli jako předmět komunikace). Má 

tedy smysl říci, že Karel nenapsal domácí úkol, nemá však smysl, tvrdíme-li, že „Karel“ 

nenapsal domácí úkol. V prvním případě totiž hovoříme o chlapci, který nesplnil své 

povinnosti, v druhém případě zmiňujeme vlastní jméno, které žádné školní povinnosti plnit 

nemůže. Naproti tomu má smysl, řekneme-li, že „Karel“ je časté mužské jméno, nikoli 

však, když tvrdíme, že Karel je časté mužské jméno. Žádná lidská osoba nemůže plnit 

funkci vlastního jména např. již proto, ji nelze vepsat do občanského průkazu. Autonymie 

výpovědí o městu New York a o jedné z tautologií výrokové logiky je tedy pomocí 

uvozovek eliminována následovně: 

 

„New York“ je jméno města New York 

Formule „p(qp)“ je tautologií 

 

Poznámka: Např. W. V. O. Quine používá za účelem rozlišení výrazů objektového jazyka 

a metajazyka vlastní tzv. kvazicitační znaky (angl. quasi-quotation marks) „

“ a „


“. Tyto 

znaky se používají následovně: 

 

 New York 


 je jméno města New York 


p(qp)


 je tautologií 

 

V návaznosti na Quina se s kvazicitačními znaky lze setkat rovněž u jiných autorů. Naše 

tradice používající uvozovky navazuje na úzus používaný Gottlobem Fregem. 
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1.2 Nauka o definici 
 

Nauce o definici je v učebnicích matematické logiky většinou věnována jen okrajová 

pozornost. Např. v Church (1956), Mendelson (1997) a Janák (1973) není nauka o definici 

zmíněna téměř vůbec. Stručný výklad lze najít ve Štěpán (2001), Gahér (1998), Berka, 

Rybová (1988) a Weinberger (1965) a (1993). Výborným přehledovým článkem je Janák 

(1987), který doporučujeme k dalšímu studiu. 

S definicemi se setkáváme zejména v následujících situacích: 

 

(1) je potřeba objasnit, resp. vymezit význam určitého termínu 

(2) je zapotřebí zavést nový termín k označení nějaké nové skutečnosti 

(3) je zapotřebí upřesnit, rekonstruovat, význam určitého termínu (zejména je-li 

termín převzat z jedné oblasti do jiné a má zde nepatřičné konotace) 

(4) je zapotřebí zavést zkratky pro komplikované termíny určitých oblastí 

 

V návaznosti na tyto a další požadavky existuje řada druhů definic. V našem textu si 

všimneme pouze rozlišení na reálné a nominální definice, dále rozlišení na analytické 

a  syntetické definice a dvou druhů rekonstruktivních definic. 

 

Nominální definicí rozumíme definici, s jejíž pomocí zavádíme do jazyka určitý 

termín, resp. vymezujeme používání termínu. Tyto definice mohou mít syntaktickou 

podobu nebo sémantickou podobu. V syntaktické formě představují nominální definice 

zejména jazykové zkratky nebo zavedení jazykových ekvivalentů. Mezi syntaktické 

nominální definice patří rovněž tzv. překladové definice. Příklady: 

 

Opereta =df zpěvohra 

Demokracie =df vláda lidu 

Bicykl =df jízdní kolo 

Akvadukt =df vodovod 

Geodet =df zeměměřič 

Suplika =df žádost 

Pantomima =df němohra 

 

apod. Příklady jazykových zkratek: 

 

OSN =df Organizace spojených národů 

NSR =df Německá spolková republika 

Lidovky =df Lidové noviny 

E-mail =df elektronická pošta 

Písíčko =df osobní počítač 

 

Sémantické nominální definice jsou takové definice, které zavádí do jazyka nový výraz, 

avšak s významem, který je odvozen z významu výrazů vyskytujících se v definici, a  jež 

jsou v jazyce již zavedeny. Příklad: 

 



 12 

Slovem „meteorit“ rozumíme (resp.: slovo „meteorit“ definujeme jako...) totéž co 

složeným výrazem „těleso přírodního původu, které proniklo z kosmického prostoru 

na zemský povrch“. 

 

Lze poznamenat, že nominální definice, jelikož referují k výrazům jazyka a zavádějí mezi 

nimi definiční ekvivalenci, jsou na úrovni metajazyka. 

 

Reálnou definicí rozumíme naproti tomu takovou definici, jejímž prostřednictvím 

vymezujeme samotnou definovanou „věc“ (lat. res). Po takové definici požadujeme, aby 

podávala výčet důležitých charakteristik, resp. podstatných vlastností definované věci. 

Srovnejme např. výše uvedenou definici pantomimy s definicí následující: 

 

Pantomima =df divadelní hra, ve které je dramatický děj vyjádřen beze slov 

mimickými prostředky. 

 

Reálná definice míří svou podstatou k mimojazykové realitě, tj. pohybuje se na úrovni 

objektového jazyka. Typickou reálnou definici představuje tzv. „klasická“ definice, která 

daný termín vymezuje přiřazením k nejbližšímu nadřazenému termínu a specifickou 

vlastností, která definovaný termín odděluje od příbuzných termínů. V tradiční scholastické 

formulaci lze schéma klasické definice shrnout do následující podmínky: 

 

Definitio fit per genus proximum et differentiam specificam. 

 

Příklady definic v klasickém tvaru: 

 

Definiendum:  Definiens:                      

 

  Genus proximum Differentia specifica 

 

Průnik množin 

A a B 

=df je množina, jejímiž prvky jsou všechny prvky množiny 

A, které jsou zároveň prvky množiny B  

 

 

Rosa =df je usazenina vodních 

kapek na předmětech  

vznikající kondenzací vodní páry 

z  okolního vzduchu 

 
 

Paradox =df is an unacceptable 

conclusion 

derived by apparently acceptable 

reasoning from apparently acceptable 

premises 

 
 

Doktor Watson =df je literární hrdina, jenž je v dílech A. C. Doyla nejbližším 

spolupracovníkem a přítelem Sherlocka 

Holmese 

 
 

Deus =df est aliquid ens quae maius cogitari non potest 

 
 

Enthymeme =df is an argument with an unstated, taken-for-granted, 

premise or premises 

 
 

A priori 

proposition 

=df is a statement true “prior to experience” in the sense that 

its justification does not rest on evidence 

drawn from sense experience 
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Cvičení: Přeložte následující definici do češtiny a nalezněte nejbližší nadřazený rod 

a  druhový rozdíl. 

 

Logica est ars directiva ipsius actus rationis, per quam scilicet homo in ipso actu 

rationis ordinate et faciliter et sine errore procedat. 

 

Další základní dělení rozlišuje mezi analytickými a syntetickými definicemi. 

Analytická definice (rovněž: zjišťující definice) vysvětluje význam v jazyce již zavedeného 

termínu, např. Svobodný mládenec =df neženatý muž. Tento druh definice se často používá 

ve vzdělávacím procesu, kdy učitel ve výuce vysvětluje význam neznámého termínu, 

v  diskusi, jestliže nevíme, zda partner, resp. oponent používá nějaký termín ve stejném 

významu jako my, a proto význam termínu objasňujeme vysvětlující definicí apod. 

Naproti tomu, syntetická definice (rovněž: definiční dohoda, stanovící definice) 

zavádí do jazyka nový termín, příp. vymezuje, v jakém významu budeme daný termín 

používat. Příklad: Druhá odmocnina čísla x =df takové číslo y, které – je-li umocněno na 

druhou – se rovná číslu x. 

Mimo analytické a syntetické definice, z nichž jedny vysvětlují určité již zavedené 

termíny a druhé zavádějí do jazyka nové termíny, existují rovněž definice rekonstruktivní, 

které pozměňují význam již daných termínů. Z těchto definic si všimneme zpřesňujících 

a  korektivních definic. 

Zpřesňující definice (zpřesňující dohoda) upřesňuje a fixuje význam termínu tak, 

abychom z již existujícího výrazu získali přesný a jednoznačný termín. Příklad: 

 

Zastavení =df uvedení vozidla do klidového stavu na dobu, která je delší než doba 

potřebná k vystoupení spolujezdců, případně vyložení nákladu. 

 

V běžném jazyce se naproti tomu zastavením obyčejně rozumí jakékoli „uvedení vozidla do 

klidového stavu“. V terminologii dopravních předpisů však musíme prosté „uvedení 

vozidla do klidového stavu“ označit jinak, např. jako „zastavení vozidla“. Další příklad: 

 

Dospělá osoba =df osoba starší osmnácti let. 

 

Oba příklady představují zpřesňující definice pro potřeby dopravních, resp. právních 

předpisů. Zpřesňující definice zřejmě stojí kdesi uprostřed mezi definicemi analytickými 

a  syntetickými. 

Pomocí korektivních definic naproti tomu dáváme (z hlediska určité potřeby, 

zejména pro potřeby vědecké terminologie) existujícím termínům přesný význam, často 

však odlišný od běžného úzu. Příklady: 

 

Práce =df součin síly a dráhy [korektivní definice pro potřeby fyziky] 

Práce =df produktivní lidská činnost [korektivní definice pro potřeby ekonomie] 

Úhel =df část roviny ležící mezi dvěma polopřímkami se společným počátkem 

[korektivní definice pro potřeby rovinné geometrie] 

 

 Aby definice skutečně splňovaly svůj účel, musí být korektní, tj. musí splňovat 

určité formální požadavky. K ověření korektnosti definic nám poslouží tabulka na 

následující straně. 
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Požadavky na korektní definici: 

 

(A) Logicko-sémantické 

 (1) definiendum a definiens musí být navzájem nahraditelné  – týká se pouze 

analytických definic, u syntetických definic je tato podmínka splněna 

automaticky 

 (2) definiendum a definiens musí být rozsahově totožné 

(B) Logicko-epistemologické: 

 (3) definiens musí vyjadřovat podstatné znaky pojmu, resp. podstatné atributy 

předmětů, které pod daný pojem spadají 

 (4) v definiens mohou vystupovat pouze přesné, ostré a jednoznačné výrazy, 

nikoli výrazy vágní, metaforické apod. 

 (5) definiens musí obsahovat pouze pozitivní výrazy; s výjimkou případu, 

kdy definujme negativní pojem 

 (6) definiens musí obsahovat pouze známé výrazy, nikoli výrazy neznámé 

 (7) definice nesmí obsahovat definiční kruh 

 

 

1.3 Řešené příklady 
 

V následujících příkladech by se měl čtenář nejprve pokusit nalézt správnou odpověď 

samostatně, a teprve poté překontrolovat, zda jeho odpověď souhlasí či nikoliv. 

 

Určete, které z následujících vět jsou pravdivé: 

(a) 10 je celé číslo 

(b) 0 má oválný tvar 

(c)  „10“ je celé číslo 

(d) „0“ má oválný tvar 

 

Pravdivé jsou možnosti (a) a (d). Věty (a) a (b) vypovídají něco o číslech, tj. 

mimojazykových objektech (ať již čísla považujeme za abstraktní či jakékoli jiné objekty). 

Věty (a) a (b) jsou tedy větami objektového jazyka. Naproti tomu (c) a (d) vypovídají něco 

o číslovkách, tj. znacích, které denotují čísla. Lze je tak považovat za výpovědi 

v  metajazyce (kde jazyk, o němž hovoříme, je jazyk elementární aritmetiky). 

 

Které z následujících výrazů jsou pravdivé: 

(a) 3:2=1,5 

(b) „3:2“=„1,5“ 

(c) 2 + 2  4 

(d) „2 + 2“  „4“ 

 

Pravdivé jsou možnosti (a) a (d). Zápisem 3:2=1,5 máme na mysli skutečnost, že dva 

výrazy jazyka elementární aritmetiky (objektového jazyka) popisují tentýž mimojazykový 

objekt, určité racionální číslo. Naproti tomu výraz (b), „3:2“=„1,5“ je výpovědí metajazyka 

a říká nám, že dva znaky „3:2“ a „1,5“ jsou totožné, což jistě není pravda. Podobně výraz 

(c) je tvrzením elementární aritmetiky (objektového jazyka) o tom, že výrazy 2+2 

a  4  nedenotují stejné číslo. Jelikož tyto dva výrazy stejné číslo denotují, je tvrzení (c) 
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nepravdivé. Přejdeme-li od objektového jazyka k metajazyku, tj. k výrazu (d), pak 

dostaneme pravdivé tvrzení, jelikož znaky „2+2“ a „4“ jsou jistě rozdílné. 

 

Určete, které z následujících vět jsou pravdivé: 

(a) Led je voda v tuhém skupenství. 

(b) Led se skládá ze tří písmen. 

(c) „Led“ se skládá ze tří písmen. 

(d) Výraz „„„led“““ obsahuje tři páry uvozovek. 

(e) Výraz „„„led“““ obsahuje dva páry uvozovek. 

(f) Přečíst „bibli“ trvá mnohem kratší dobu než přečíst bibli. 

 

Pravdivé jsou věty (a), (c), (e), (f). Tvrzení (b) je nepravdivé, protože připisuje 

mimojazykovému objektu vlastnost skládat se ze tří písmen. Kdyby tvrzení (b) bylo 

pravdivé, pak by se onen mimojazykový objekt skládal ze tří písmen, a tudíž by se na něm 

nedalo např. bruslit. Tvrzení (c) je výpovědí metajazyka o délce určitého slova. Tvrzení (e) 

je pravdivé proto, že jazykový výraz „„„led“““ obsahuje pouze dva páry uvozovek – 

nesmíme zapomínat na to, že jeden pár uvozovek nám umožňuje posunout referenci 

z  roviny objektového jazyka na úroveň metajazyka (ještě názorněji: denotátem jazykového 

výrazu „„„led“““ je pouze část „„led““, a ta obsahuje dva páry uvozovek). Že je tvrzení (f) 

pravdivé, si lze ověřit empiricky; stačí, pokusíme-li se přečíst „bibli“ a bibli. 

 

Následující dvě věty mohou být obě pravdivé, přesto každá z nich vyjadřuje něco jiného. 

Vysvětlete, jakou myšlenku obě věty vyjadřují: 

(a) Markéta se mi líbí. 

(b) „Markéta“ se mi líbí. 

 

V případě věty (a) se jedná o výpověď objektového jazyka a daná věta vypovídá o mém 

vztahu k nějaké dívce jménem Markéta. Větu (b) lze opsat například takto: Jméno 

„Markéta“ se mi líbí. 

 

Je-li proměnná x definována na oboru čísel, pak jsou hodnotami této proměnné: 

(a) číslice 

(b) čísla 

 

Správná odpověď je (b). Hodnoty proměnné (tj. denotáty jazykových výrazů) definované 

na číselném oboru jsou mimojazykové objekty, tedy čísla, nikoli číslice. Kdyby proměnná 

x  byla definována na oboru číslic, pak by jejími hodnotami skutečně byly číslovky, např. 

arabské číslovky „0“, „1“, „2“, „3“, ..., římské číslovky „I“, „II“, „III“, „IV“, „V“, ..., řecké 

číslovky („“, „“, „“, „“, ... atd.  V tomto případě by ovšem x byla metajazykovou 

proměnnou, nikoli proměnnou objektového jazyka elementární aritmetiky. 

 

Udělování hodnot proměnným je: 

(a) syntaktická operace 

(b) sémantická operace 

 

Správná je odpověď (b). Syntaktické operace zůstávají na úrovni manipulace s jazykovými 

výrazy, avšak udělením hodnot přiřazujeme proměnným mimojazykové objekty (resp. 

objekty, které nepatří do uvažovaného jazyka). 
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Dosazování za proměnnou je: 

(a) syntaktická operace 

(b) sémantická operace 

 

Správná je odpověď (a). Dosazování za proměnnou je nahrazování jednoho jazykového 

výrazu (proměnné) jiným jazykovým výrazem (zpravidla konstantou, tj. jazykovým 

výrazem, který má pevně přiřazený denotát). Jak tento proces funguje, si lze snadno 

přiblížit pomocí následujícího příkladu. Mějme výrokovou formu „x studuje logiku“, kde 

proměnná x je definována na množině všech lidí. Tato výroková forma nabývá 

pravdivostních hodnot v závislosti na tom, jaká vlastní jména za proměnnou x dosazujeme 

(a jaké osoby tato jména denotují). Jako příklad dosazení za proměnnou x uveďme 

možnosti: „Honza studuje logiku“, „Pavel studuje logiku“, „Helenka studuje logiku“... 

Vidíme, že do výrokové formy jsme za proměnnou x dosadili jména, tj. jazykové výrazy, 

nikoliv objekty, které jsou těmito výrazy pojmenovány, přičemž výsledné věty jsou 

pravdivé právě tehdy, pokud příslušné osoby skutečně logiku studují. To dokazuje, že 

dosazování za proměnnou je syntaktická operace. Kdyby dosazování za proměnnou bylo 

sémantickou operací, pak by výše uvedená dosazení vypadala např. takto: 

 

 

 

 
 
 
 

studuje logiku 

 

 

 
 
 
 

studuje logiku 

 

 

 
 
 

studuje logiku 

 

ačkoliv ani to není zcela přesné, protože přes veškerou snahu jsme za proměnnou dosadili 

jen jakési další symboly, nikoli samotné osoby, které jsou významy, tj. denotáty těchto 

symbolů. 

 

Konstanty jsou například: 

(a) čísla 0, 1, 2, e, , ... 

(b) číslice, resp. jazykové výrazy „0“, „1“, „2“, „e“, „“, ... 

 

Správná je odpověď (b). Konstanty jsou jazykové výrazy, které mají pevně určený význam 

(denotát), nikoli mimojazykové objekty jako čísla apod. Skutečnost, že konstanty jsou 

jazykové výrazy, nám umožňuje konstruovat netriviální tvrzení. Mějme tvrzení elementární 

aritmetiky (–2)
2
=4. Výrazy (–2)

2
 a 4 jsou termíny, neboli vlastní jména nějakých objektů. 

Oba jazykové výrazy jsou navíc konstantami (oba mají pevně určený význam). Tvrzení     

(–2)
2
=4 nám tak vypovídá o nějakém netriviálním aritmetickém poznatku, totiž že dvě 

různé konstanty denotují stejný objekt. Kdyby však konstanty byly mimojazykové objekty, 

jak nám nabízí možnost (a), vyjadřovala by rovnost (–2)
2
=4 triviální tvrzení o sebeidentitě 

nějakého objektu. Toto tvrzení by pak vyjadřovalo totéž jako samozřejmá rovnost a=a. 

Jestliže výraz (–2)
2
=4 vyjadřuje nějaké netriviální tvrzení, pak jedině díky tomu, že 

konstanty jsou jazykové výrazy. 

 

Poznámka: Oblíbeným příkladem Gottloba Fregeho, na němž ilustroval netriviálnost 

výpovědí o identitě, bylo tvrzení „Jitřenka je Večernice“. Bertrand Russell názorně 
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demonstroval rozdíl mezi triviální a netriviální výpovědí na příkladech tvrzení „Scott je 

autor Waverley“ a „Scott je Scott“. 

 

Mějme policejní zprávu, která ze závažných důvodů neuvádí osoby, jichž se týká, a místo 

toho mluví o panu x a paní y. Které tvrzení platí? 

(a) Symboly x a y použité v policejní zprávě jsou proměnnými. 

(b) Symboly x a y použité v policejní zprávě jsou konstantami. 

 

Pravdivá je možnost (b). Symboly x a y nejsou v policejní zprávě použity ve významu 

proměnných, za něž lze dosazovat a získat tak různé výroky, ale ve významu konstant 

(mluvíme o panu x a paní y, nikoliv o nějaké osobě x a nějaké osobě y). Výrazy x a y nám 

tedy v policejní zprávě slouží jako alternativní jména dvou osob vedle jmen vlastních, které 

chceme z nějakého důvodu utajit. 

 

Následující definice je zjednodušenou verzí Boethiovy definice osoby. Co jí lze vytknout? 

 

Člověk =df živočich rozumný. 

 

Podle klasické definice bychom měli v definiens použít nejbližší nadřazený rod (genus 

proximum). Pojem „živočich“ je však nadřazen pojmům „pták“, „plaz“, „savec“ atd. 

Přesněji by tedy definice měla znít např. Člověk =df rozumný savec či ještě lépe Člověk =df 

rozumný primát. 

 

Poznámka: Boethiova původní definice zní: Persona =df individua rationalis naturae 

substantia (Osoba je individuální substance rozumové přirozenosti). Viz Floss, Nejeschleba 

(2000), s. 41. 

 

Uveďte příklady definic, které porušují body (1)-(7) požadavků na korektní definici. 

 

(1) 

Led =df látka, která běžně pokrývá povrch kluzišť. Definiendum nelze nahradit definiens ve 

všech kontextech, např. v kontextu věty „Julius si objednal whisky s ledem“. Tvrzení, že si 

objednal whisky s látkou, která běžně pokrývá povrch kluzišť, je absurdní, protože např. v 

letním období běžně pokrývá povrch kluzišť asfalt, beton apod. 

(2) 

Strýc =df otcův bratr. Jedná se o zužující definici, tj. definiendum má větší rozsah než 

definiens (strýcem je rovněž matčin bratr či ještě obecněji manžel jednoho ze sourozenců 

rodičů). Planeta =df jakékoli těleso obíhající okolo Slunce. Jde o rozšiřující definici. Podle 

definiens by planetou musel být každý asteroid, kometa, umělá družice či dokonce jakýkoli 

atom obíhající okolo Slunce. Zkřížená definice: Národ =df skupina lidí žijící v jedné zemi. 

Příslušníci jednoho národa mohou žít v různých zemích a naopak v jedné zemi mohou žít 

příslušníci různých národů. Atom =df dále nedělitelná částice hmoty. Po objevu 

elementárních částic pod definiendum nespadají vůbec žádné atomy (snad s výjimkou 

kladných iontů vodíku izotopu 
1
H). 

(3) 

Příklady: Člověk =df neopeřený dvounožec. Automobil =df stroj s benzinovým nebo 

naftovým motorem. První definice pomíjí základní atributy lidství jako rozumnost, sociální 

chování a další schopnosti. (Definice je navíc možná zkřížená. Dle legendy prý filosof 
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Diogenes ze Synope – rovněž známý jako „Diogenes ze sudu“ – poté, co slyšel Platóna 

pronést uvedenou definici, běžel na trh, koupil oškubaného kohouta, přiběhl s ním do 

Akademie a vítězně volal: „Ejhle, člověk!“) Druhá definice pomíjí skutečnost, že jedním 

z hlavních atributů automobilu je to, že se jedná o dopravní prostředek. 

(4) 

Příklady: Lev =df král živočišné říše. Definice obsahuje metaforický výraz „král živočišné 

říše“. Přeháňka =df rozmar počasí. Definice obsahuje metaforický výraz „rozmar počasí“. 

Asteroid =df přiměřeně malé těleso obíhající okolo slunce. Definice obsahuje vágní výraz 

„přiměřeně malé těleso“. Horečka =df poměrně velké zvýšení tělesné teploty. 

(5) 

Příklady: Světlo =df nepřítomnost tmy. Racionální číslo =df číslo, které není iracionální. 

Definice obsahují negativní pojmy, přestože obě definienda zřejmě představují pozitivní 

pojmy. 

(6) 

Chybujeme-li proti požadavku (6), pak se dopouštíme chyby ignotum per ignotum. 

Příklady: Elementární částice =df subatomární částice podstatně stabilnější než rezonance. 

Nebyl dříve vymezen pojem „rezonance“. Definice navíc obsahuje vágní výraz „podstatně 

stabilnější než...“ Proton =df baryon skládající se ze dvou kvarků up a jednoho kvarku down 

udržovaný pohromadě silnou jadernou interakcí zprostředkovanou gluony. 

(Oč  srozumitelnější by byla např. definice: Proton =df kladně nabitá částice atomového 

jádra!) Důchodce =df člověk, který je v důchodovém věku. Zde nemáme vymezen pojem 

„důchodový věk“. Pokud dále definujeme pojem „důchodový věk“ pomocí pojmu 

„důchodce“, dopustíme se navíc definičního kruhu. V podobným případech se obyčejně 

jedná o pragmatickou chybu. Definice je nesrozumitelná potenciálnímu adresátovi. 

(7) 

Příklady: Rok =df doba, která uplyne za jeden rok. Kilometr =df délka, která měří jeden 

kilometr. Logika =df nauka o logice. 

 

Je následující definice korektní? 

Dědic osoby x =df taková osoba y, která nabyla majetku po zemřelé osobě x na základě 

závěti osoby x. 

 

Definice je zřejmě zužující: Nabýt dědictví lze i z jiných důvodů, než je uvedeno 

v definiens (např. na základě zákonného dědictví). 

 

Jsou následující definice analytické nebo syntetické? 

(a) Komentář k určitému zákonu =df právnický výklad a rozbor tohoto zákona uspořádaný 

podle vlastního členění zákona. 

(b) Starousedlík v obci x =df člověk bydlící v obci x po dobu delší než 10 let. 

(c) Nadměrný byt =df takový byt, jehož úhrnná plocha obytných místností tvoří nejméně 

dvojnásobek výměry náležející podle příslušných předpisů uživateli a příslušníkům jeho 

rodiny. 

 

Definice (a) je analytická – vysvětluje, jak chápat jistý v jazyce již zavedený termín. 

Definice (b) je zřejmě syntetická (stanovící) – zavádí nový termín, resp. vymezuje, v jakém 

významu daný termín používáme. Povaha definice (c) závisí na pragmatickém kontextu 

(platí i pro příklad (b)). Uvádí-li tuto definici zákonodárce, pak jejím prostřednictvím 

zavádí nový termín, tj. jedná se o syntetickou definici. Pokud však definici podává právník 
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na základě rozboru právních předpisů, pak se jedná o definici zjišťovací, neboli 

analytickou. 

 

 

1.4 Cvičení 
 

(1) 

Bereme-li zájmeno „on“ ve významu proměnné, pak jeho obor hodnot je: 

(a) určen obsahem tohoto slova 

(b) je určen kontextem, v němž se slovo vyskytuje 

(c) není určen vůbec 

 

(2) 

Kterou z níže uvedených charakteristik lze považovat za korektní definici pojmu 

„proměnná“? 

(a) veličina, která se mění 

(b) symbol, který se může měnit 

(c) písmeno, jehož obsah není znám 

(d) symbol, jehož obsah je určen jen částečně 

(e) symbol, kterému lze přiznávat různý obsah 

 

(3) 

Jakým způsobem je určen význam proměnné? 

(a) tím, že proměnné přiřadíme její obor hodnot 

(b) její význam nelze jednoznačně určit 

 

(4) 

Co představuje výraz „5+7“: 

(a) výrok (pokud ano, pak jaký výrok?) 

(b) jméno objektu (pokud ano, pak jakého objektu?) 

(c) ani výrok, ani jméno (co tedy?) 

 

(5) 

Do následujících větných schémat doplňte výrazy „proměnná“, konstanta“ a „denotát“ 

tak, abyste získali pravdivé věty. Každé dosazení podrobně zdůvodněte. 

(a) Jména, která mají jediný denotát, se nazývají ..... 

(b) Protože Praha je hlavní město České republiky, je hlavní město české republiky ..... 

jména „Praha“. 

(c) Protože číslo 5 je ..... číslice „5“, je číslice „5“ ..... čísla 5. 

(d) Protože „OSN“ je jméno Organizace spojených národů, je Organizace spojených národů 

..... jména „OSN“. 

 

(6) 

Uveďte několik příkladů výrokových funkcí a několik příkladů označovacích funkcí. Co je 

denotátem výroku a co je denotátem označovacího výrazu? Lze rozumět větě i tehdy, když 

neznáme její denotát? Uveďte příklad takové věty. 
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(7) 

Nechť „a“ je jméno metajazyka pojmenovávající první písmeno řecké abecedy 

a  metajazykem je běžná čeština. Uvažujte výrazy: 

(1) a, (2) , (3) alfa, (4) , (5) „alfa“, (6) „a“, (7) „“ 

Na volná místa následujících větných schémat dosazujte různé výše uvedené výrazy (1)-(7) 

a zvažte, kdy jsou vzniklé výpovědi pravdivé a kdy nikoliv. Každou odpověď podrobně 

zdůvodněte. 

(a) ..... je metajazykový výraz. 

(b) ..... je řecký výraz. 

(c) ..... je písmeno. 

(d) ..... je slovo o více než jednom písmeni. 

(e) ..... označuje ..... 

(f) ..... je částí ..... 

(g) ..... obsahuje uvozovky. 

(h) ..... je výrazem běžné češtiny. 

(i) ..... obsahuje řecká písmena. 

Poznámka: Příklad viz Janák (1973), s. 57. Tamtéž na s. 196 čtenář najde příklady 

dosazení, kdy výsledkem jsou pravdivé věty. 

 

(8) 

Zvažte, který z následujících dvou úsudků je korektní a který nikoliv. Nalezněte příčinu, 

proč jeden z úsudků není korektní. 

(a) V muzeu visí portrét Johna Wilkese Bootha. John Wilkes Booth zavraždil prezidenta 

Abrahama Lincolna. Tudíž: V muzeu visí portrét vraha prezidenta Abrahama Lincolna. 

(b) V muzeu jsem viděl portrét nějakého člověka. Nějaký člověk vynalezl žehličku. Tudíž: 

V muzeu visí portrét vynálezce žehličky. 

  

(9) 

Mohou mít dvě různé konstanty tentýž denotát? 

 

(10) 

Nechť x je proměnná na oboru reálných čísel. Jsou následující dvojice výrazů konstantami 

nebo proměnnými? Denotují stejné nebo různé objekty? (Poznámka: Zvažte zejména, zda 

na význam některých výrazů neklademe dodatečné podmínky; např. x/x a 1 nemohou mít 

stejný význam, protože výrazem „1“označujeme vždy jedno a totéž číslo, naproti tomu výraz 

„x/x“ denotuje nějaké číslo pouze pro x0, a v případě, že za x dosadíme číslo 0, nemá 

žádný význam, tj. je nedefinovaný.) 

(a) x–x; 0 

(b) x–(x
2
)/x; 0 

(c) 2; (2x)/x 

(d) x/x; (x
2
)/x 

(e) 1; (|x|+1)/[(x
2
)+1] 

 

 (11) 

Zvažte sémantickou korektnost následujícího výkladu o racionálních číslech: 

Racionální čísla jsou zlomky skládající ze dvou celých čísel. Číslo, které dělíme, je ve 

zlomku umístěno nahoře a říkáme mu čitatel. Číslo, kterým dělíme, je ve zlomku umístěno 
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dole a říkáme mu jmenovatel. Tudíž číslo 2 je čitatel a číslo 3 jmenovatel zlomku, tj. 

racionálního čísla, 
3

2
.  

 

 (12) 

Najděte chybu v následující úvaze: 

Jelikož 
6

4
 a 

3

2
 představují totéž racionální číslo, jedná se o stejný zlomek. Jelikož se jedná 

o tentýž zlomek, musí se sobě rovnat oba čitatelé i oba jmenovatelé, tudíž platí 4=2 a  6=3. 

 

(13) 

Je níže zapsaná věta sebereferenční? Pokud ano, jedná se o destruktivní nebo o neškodnou 

sebereferenci? 

 

Jestliže je tato věta pravdivá, pak je logika ta nejužitečnější věda. 

 

Poznámka: Věta představuje jeden z případů tzv. Curryho (resp. Löbova) paradoxu. Více 

se o tomto paradoxu čtenář doví např. v Beall (2001). 

 

(14) 

Posuďte, zda jsou následující definice korektní (z hlediska požadavků 1-7). V případě, že 

definice nesplňuje některý z požadavků, navrhněte opravenou definici. Které definice lze 

považovat za reálné a které za nominální? Které z definic lze považovat za analytické 

a  které za syntetické? 

(1) Stomatolog =df lékař specializující se na léčbu dutiny ústní 

(2) Mnich =df fráter 

(3) Polygamie =df mnohoženství 

(4) Incest =df pohlavní styk mezi blízkými pokrevními příbuznými 

(5) Mnich =df muž žijící řeholním životem 

(6) Stomatolog =df zubař 

(7) Parabola =df kuželosečka, jejíž body mají stejnou vzdálenost od bodu zvaného ohnisko a 

od řídící přímky 

(8) Syfilis =df příjice 

(9) Příjice =df lues 

(10) Konstipace =df zácpa 

(11) Anémie =df chudokrevnost 

(12) Syfilis =df pohlavní nemoc 

(13) Epilepsie =df padoucnice 

(14) Papež =df svatý otec 

(15) Bratr =df příbuzný mužského pohlaví 

(16) Epilepsie =df druh onemocnění nervové soustavy 

(17) Defraudace =df zpronevěra 

(18) Papež =df římský biskup 

(19) Anémie =df nemoc projevující se úbytkem červených krvinek 

(20) Konstipace =df porucha trávení 

(21) Incest =df krvesmilstvo 

(22) Bratr =df příbuzný mužského pohlaví druhého stupně laterální linie 
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(23) Imaginární jednotka =df druhá odmocnina čísla „–1“ 

(24) Software =df vybavení počítače, které není součástí hardwaru 

(25) Optika =df věda o přírodě 

(26) Fosilie =df zkamenělý otisk organismu 

(27) Nůž =df nástroj ke krájení potravin 

(28) Kapalina =df látka mající kapalné skupenství 

(29) Umělá družice =df uměle zhotovené těleso, které se pohybuje ve vesmíru a obíhá okolo 

Země 

(30) Metr =df desetimilióntina jedné čtvrtiny délky zemského poledníku procházejícího 

Paříží 

(31) Metr =df vzdálenost, kterou uběhne světlo ve vakuu za 
299792458

1
 sekundy 

(32) Kilogram =df hmotnost jednoho litru čisté vody při teplotě 0° C 

(33) Led =df voda v tuhém skupenství 

(34) Led =df slovo skládající se ze tří písmen 

(35) Jméno =df výraz metajazyka určený k pojmenování nějakého pevně daného denotátu 

(36) Konstanta =df výraz metajazyka, který je konstantní 

(37) Denotát =df pravdivostní hodnota označovaná nějakou oznamovací větou 

(38) Věta =df jazykový výraz objektového jazyka určený k pojmenování nějakého stavu 

mimojazykové reality 

(39) Logika =df nesrozumitelná teoretická hatmatilka určená k trápení ubohých studentů 

(40) Logika =df nauka o logice 

(41) Logika =df formální věda zkoumající vlastnosti logického vyplývání v přirozeném 

jazyce a v různých umělých (formálních) jazycích 

(42) Logika =df formální věda, jejímž hlavním úkolem je rozvinout přirozené schopnosti 

studentů srozumitelně se vyjadřovat a vyvozovat korektní závěry 
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VÝROKOVÁ LOGIKA 
 

 

2 TABULKOVÁ METODA 
 

 

2.1 Základní pojmy 
 

Ve výrokové logice analyzujeme věty přirozeného, resp. nějakého umělého jazyka pouze 

do té míry, do jaké odpovídají jednoduchým větám spojeným větnými spojkami. 

Jednoduché věty považujeme za atomické, tj. dále neanalyzovatelné výroky, a význam 

větných spojek zpřesňujeme pomocí výrokových spojek. Správně utvořenou formulí jazyka 

výrokové logiky (nadále používáme zkratku SUF) rozumíme výraz, který vyjadřuje 

formální strukturu věty, jež představuje nějaký výrok. SUF tedy zastupuje nějaký atomický 

výrok nebo nějaký složený výrok, který jeden či více atomických výroků spojuje pomocí 

výrokových spojek. Můžeme tedy podat následující definici: 

 

Definice (SUF výrokové logiky): 

(1) Jestliže X je atomická výroková proměnná (tj. formule, která zastupuje 

atomický výrok), pak X  je SUF výrokové logiky. 

(2) Jestliže X je nějaká SUF výrokové logiky a u je unární výroková spojka 

(tj.  spojka, kterou lze aplikovat na jeden výrok, např. negace), pak u(X) je 

SUF výrokové logiky. 

(3) Jestliže X a Y jsou SUF výrokové logiky a b je binární výroková spojka 

(tj.  spojka, kterou lze aplikovat na dva výroky), pak (X)b(Y) je SUF 

výrokové logiky. 

(4) Žádný výraz není SUF výrokové logiky, nesplňuje-li podmínky (1) až (3). 

 

Mezi nejčastěji používané výrokové spojky patří: (1) negace, (2) konjunkce, 

(3)  disjunkce, (4) implikace a (5) ekvivalence. (Ostatními výrokovými spojkami, jako jsou 

např. Shefferova nebo Nicodova spojka, vylučující disjunkce apod. se zde nebudeme 

zabývat.) Následující dvě tabulky shrnují možné slovní formulace odpovídající logickým 

spojkám a příklady alternativních způsobů notace. Ze slovních formulací upozorňujeme 

především na fráze odpovídající implikaci a ekvivalenci. 

 

Logická spojka: Slovní formulace: 

Negace „ne p“, „není pravda, že p“, „není tomu tak, že p“, „neplatí p“ apod. 

Konjunkce „p a q“, „p a rovněž q“, „p, ale q“, „p, zatímco q“ apod. 

Disjunkce „p nebo q“, „p, resp. q“, „p či q“ apod. 

Implikace „jestliže p, pak q“, „pokud p, pak q“, „když p, potom q“, 

„platí-li p, pak q“, „q, pokud p“, „q za předpokladu, že p“ apod. 

Ekvivalence „p tehdy a jedině tehdy, když q“, „p tehdy a jen tehdy, když q“, 

„p právě tehdy, když q“, „p, právě když q“ apod. 

 

Poznámka: V anglicky psané literatuře je v případě ekvivalence běžná zkratka iff z „if and 

only if“. 
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Logická spojka: Běžná notace: Alternativní notace: 

Negace p ~p, –p, p´, p , !p, Np 

Konjunkce pq p&q, p&&q, p.q, pq, Kpq 

Disjunkce pq p+q, p|q, p||q, Apq 

Implikace pq pq, pq, Cpq 

Ekvivalence pq pq, pq, Epq 

 

Ve starší literatuře byla negace často označována tzv. „nadtržením“ celého negovaného 

výrazu. Místo [p(qr)](pq) tak zapíšeme )()( qprpp  . Tento způsob má tu 

výhodu, že je okamžitě zřejmý dosah negace, dnes se však již příliš nevyužívá. Poslední 

alternativa vyjadřuje tzv. „polskou“ bezzávorkovou symboliku. Např. výrok p(qr) v této 

symbolice zapíšeme jako KpCqr. Podobně (pq)r zapíšeme jako CKpqr. Disjunkci 

[p(qr)][p(qr)] tak lze pomocí polské notace zapsat jako AKpCqrCKpqr. 

Z  hlediska praktického použití je tato symbolika v případě delších formulí značně 

nepřehledná. Nicméně, obdoba této notace je často používána v programovacích jazycích 

a  databázových procesorech. Např. v procesoru Excel napíšeme výraz (resp. výsledek, 

k  němuž tento součet vede) 5+7 jako Sum(5,7). 

 

Poznámka: Při tvoření složených formulí pomocí podmínek (2) a (3) definice SUF lze 

v případě, že nehrozí nebezpečí dvojznačného výkladu, vynechat závorky. Např. Je-li 

X  výrok p a Y výrok pq (tj. zjednodušený zápis (p)(q)), pak můžeme dle podmínky (2) 

zapsat (X) jako p. Výrok (Y) však nesmíme zkrátit jako pq, ale můžeme použít 

zápis (pq). Zápis pq by totiž odpovídal spíše formuli ((p))(q). Dále, je-li X SUF 

pq a Y SUF rs, pak můžeme (X)(Y) zapsat jako pqrs. Naopak (X)(Y) musíme 

zapsat jako (pq)(rs), nikoli však jako pqrs. Zápis pqrs si totiž lze vyložit 

jako p(q(rs)), (p(qr))s, ((pq)r)s atd. Pro lepší přehlednost budeme používat 

rovněž různé druhy závorek. Např. formuli ((pq)r)s zapíšeme jako [(pq)r]s, 

formuli (((pq)r)s)(qr) jako {[(pq)r]s}(qr) apod. 

 

Poznámka:  
V češtině se rozlišuje mezi spojkou „...nebo...“, která může mít vylučující i nevyčující 

význam, a mezi spojkou „...buď, nebo...“ (psáno s čárkou!), která má výhradně vylučující 

význam. Např. ve větě „Uchazeč musí prokázat aktivní znalost angličtiny nebo němčiny“ 

jistě nevylučujeme znalost obou jazyků. Naopak větu „Obžalovaný je buď nevinen, nebo 

spáchal zločin v celém rozsahu“ považujeme za smysluplnou pouze tehdy, když nastala 

právě jedna z možností, a vylučujeme případ, že nastaly obě možnosti. V následujícím textu 

používáme spojku „...nebo...“ výhradně v nevylučujícím významu, což je obvyklá 

konvence v logice a matematice. Chceme-li naznačit, že je nemožné, aby nastaly zároveň 

obě možnosti, používáme spojku „...buď, nebo...“, případně na tuto skutečnost výslovně 

upozorňujeme. 

xxxxxxxxxxSpojka „buď...nebo“ se někdy používá pro tzv. vylučující disjunkci, resp. 

nonekvivalenci (z výroků p a q platí nejvýše jeden, nikoli oba zároveň). V následujícím 

textu nicméně spojku „buď...nebo...“ standardně používáme ve významu disjunkce. 

Tj.  řekneme-li „Buď p nebo q“, pak tím nevylučujeme případ, že platí oba výroky p  a  q 
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zároveň (pokud taková situace může nastat). Požadujeme-li, že z obou možností může 

nastat pouze jedna, výslovně tento požadavek uvedeme. 

 

Pravdivostní tabulky základních spojek: 

 p q p pq pq pq pq 

(1) 1 1 0 1 1 1 1 

(2) 1 0 0 0 1 0 0 

(3) 0 1 1 0 1 1 0 

(4) 0 0 1 0 0 1 1 

 

V každém řádku této tabulky máme nejprve uvedeny všechny možnosti, jak 

ohodnotit (valuovat) výroky p a q (jedná se o tzv. referenční sloupec oddělený od zbytku 

tabulky dvojitou čarou). První možnost, která může nastat, odpovídá situaci, kdy oba 

výroky p a q jsou pravdivé. Tuto možnost popisuje řádek (1). Druhá a třetí možnost 

odpovídá situaci, kdy právě jeden z obou výroků je pravdivý a druhý nepravdivý, přičemž 

může být pravdivý výrok p a nepravdivý výrok q (řádek (2)) nebo nepravdivý výrok p 

a  pravdivý výrok q (řádek (3)). Konečně, poslední možnost je, že oba výroky jsou 

nepravdivé (řádek (4)). Ověřujeme-li tabulkou nějakou formuli X, pak ověřujeme, jakou 

pravdivostní hodnotu má formule X pro každou možnou valuaci atomických výroků, jež 

formule X obsahuje. Uvažujme formuli [(qr)(pq)][(pq)r] a valuaci 

atomických výroků p, q a r: v(p)=0, v(q)=1, v(r)=1. Zápis v(p)=0 čteme: „Valuací v je 

výroku p přiřazena pravdivostní hodnota 0, tj. nepravda,“ zápis v(q)=1: „Valuací v je 

výroku q přiřazena pravdivostní hodnota 1, tj. pravda“ apod. Na základě pravdivostních 

tabulek spojek , , ,  a  nyní můžeme zjistit, jakou má při dané valuaci atomických 

výroků pravdivostní hodnotu celá formule [(qr)(pq)](pr). Můžeme například 

sestrojit následující jednořádkovou tabulku, kterou vyhodnotíme v šesti na sebe 

navazujících krocích (kroky 1-6, které číslujeme pod tabulkou): 

 

p q r [(q  r)  (p  q)]  (p  r) 

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 

    3  5  4 2 6  1  

      X      Y  

    (Z1    Z2)    Y  

 

Formule [(qr)(pq)](pr) má tvar XY. Abychom zjistili pravdivostní hodnotu 

této formule (při dané valuaci), musíme nejprve zjistit pravdivostní hodnotu formulí X a Y. 

Formule Y má tvar pr, její pravdivostní hodnotu tedy můžeme určit přímo z valuace 

výroků p a r a tabulek pravdivostních hodnot základních spojek. Zjistíme, že pravdivostní 

hodnota formule pr je 0. Tím jsme zjistili pravdivostní hodnotu formule Y (krok 1). Nyní 

musíme zjistit pravdivostní hodnotu formule X. Tato formule má dále tvar Z1Z2, kde Z1 je 

qr a Z2 je pq. Ve formuli Z2, tj. pq, máme negaci proměnné q, musíme tedy 

nejprve zjistit, jakou má při dané valuaci hodnotu formule q (krok 2). Dále vyhodnotíme 

formule Z1, tj. qr (krok 3) a Z2, tj. pq (krok 4). Nyní konečně můžeme vyhodnotit 

formuli X (krok 5) a porovnáním formulí X a Y celou formuli [(qr)(pq)](pr) 

(krok 6). Sestrojení celé tabulky (obsahující osm řádků) nepředstavuje vlastně nic jiného 
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než ověření formule pro každou možnou valuaci. Ověřme tedy celou tabulku pro všech osm 

možných valuací. 

 

Pravdivostní tabulka formule [(qr)(pq)](pr): 

p q r [(q  r)  (p  q)]  (p  r) 

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 

0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 

    2  5  3 1 6  4  

 

Poznámka: Obsahuje-li ověřovaná formule X celkem n výrokových proměnných, pak 

příslušná tabulka má 2
n
 řádků; tj. v případě dvou proměnných 2

2
=4 řádků, v případě tří 

proměnných 2
3
=8 řádků, v případě čtyř proměnných 2

4
=16 řádků, u pěti proměnných 2

5
=32 

řádků atd. V každém řádku tabulky musíme vyčerpat jednu možnou distribuci 

pravdivostních hodnot na výrokové proměnné, přičemž na žádnou možnost nesmíme 

zapomenout. Jak toho dosáhneme? Lze postupovat například takto: U dvou proměnných  

p a q přiřadíme proměnné p v prvních dvou řádcích jedničky a v druhých dvou řádcích 

nuly, proměnné q střídavě jedničky a nuly. V případě tří proměnných p, q a r přiřadíme 

proměnné p v prvních čtyřech řádcích jedničky a ve zbylých čtyřech řádcích nuly, 

proměnné q střídavě ve dvou řádcích jedničky a ve dvou řádcích nuly a konečně proměnné 

r střídavě jedničky a nuly. Podobně v případě čtyř proměnných p, q, r a s přiřadíme 

proměnné p v prvních osmi řádcích jedničky a ve zbylých osmi řádcích nuly, proměnné 

q  střídavě po čtyřech řádcích jedničky a po čtyřech řádcích nuly, proměnné r střídavě po 

dvou řádcích jedničky a po dvou řádcích nuly, a konečně proměnné s střídavě jedničky 

a  nuly, apod. Postup by měl být zřejmý. Můžeme ještě poznamenat, že v jednotlivých 

řádcích (zdola nahoru) představují kombinace jedniček a nul zápisy čísel 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 

atd. ve dvojkové soustavě; tj. např. 0000 je dvojkovým zápisem čísla 0, 0001 dvojkovým 

zápisem čísla 1, 0010 dvojkovým zápisem čísla 2, 0011 dvojkovým zápisem čísla 3, 0100 

dvojkovým zápisem čísla 4, 0101 dvojkovým zápisem čísla 5, 0110 dvojkovým zápisem 

čísla 6 atd. Čtenářům, kteří se orientují v základních pojmech matematické informatiky, by 

tato analogie měla být zřejmá. 

 

Ověřme ještě jednu složenou formuli [(pq)(rp)][(pq)r]. Formule 

obsahuje tři výrokové proměnné p, q a r a rovněž negace proměnných p a q. Proto nejdříve 

musíme zjistit pravdivostní hodnoty těchto dvou formulí, čímž uskutečníme kroky 1 a 2. 

Formule [(pq)(rp)][(pq)r] má tvar XY, musíme tedy zjistit pravdivostní 

hodnoty formulí X a Y. Formule X má ovšem dále tvar X1X2, musíme tedy nejprve zjistit 

pravdivostní hodnoty formulí X1 a X2. Formule X1 a X2 mají konečně takový tvar, že na ně 

můžeme aplikovat základní tabulky logických spojek. Tímto způsobem dostaneme krok 3 

(pravdivostní hodnoty formule X1) a krok 4 (pravdivostní hodnoty formule X2), odkud 

konečně vyvodíme krok 6 (pravdivostní hodnoty formule X). Nyní musíme zjistit 

pravdivostní hodnoty formule Y, která má dále tvar Y1r. Sestavíme tedy nejprve sloupec 
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pravdivostních hodnot formule Y1 (krok 5) a sloupec pravdivostních hodnot formule Y1r 

(krok 7). Tím jsme zjistili vše potřebné a můžeme vyvodit sloupec pravdivostních hodnot 

formule XY (krok 8) tak, že navzájem porovnáme sloupce, které jsme vyhodnotili 

v  krocích 6 a 7. Sloupec vyhodnocený v kroku 8 je konečně tabulkou pravdivostních 

hodnot formule [(pq)(rp)][(pq)r]. 

 

Pravdivostní tabulka formule [(pq)(rp)][(pq)r]: 

p q r [(p  q)  (r  p)]  [(p  q)  r] 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 

1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 

1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 

0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 

0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 

0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 

    3  6  4 1 8  5 2 7  

 

Pomocí tabulkové metody lze rovněž ověřovat platnost (výrokově-logických) 

úsudků, a to v zásadě dvojím způsobem: (1) Úsudek převedeme na formuli a ověřujeme, 

zda je tautologií příslušná formule. (2) Využijeme definici logického vyplývání 

a  ověřujeme platnost úsudku přímo. Uvažujme první možnost. Mějme úsudek A1, A2, ..., An 

 B. Na základě věty o dedukci (viz níže v kapitole 5.1.2) lze úsudek A1, A2, ..., An  B 

převést na tvar A1, A2, ..., An–1  AnB, tento úsudek dále převést na tvar A1, A2, ..., An–2 

 An–1(AnB), tento tvar dále převést na A1, A2, ..., An–3  An–2(An–1(AnB)) atd. 

Po  konečném počtu kroků převedeme pomocí věty o dedukci úsudek A1, A2, ..., An  B na 

úsudek, který neobsahuje žádné premisy, tj.  A1(A2...(An–1(AnB))...). Tento 

úsudek nám říká, že formule A1(A2...(An–1(AnB))...) je tautologií. Nicméně, 

metoda převádění úsudků na formule může být v případě úsudků s  větším počtem premis 

zdlouhavá. Druhý postup využívá (Tarského) modelově-teoretickou definici logického 

vyplývání. 

 

Definice (logické vyplývání): 

Závěr B logicky vyplývá z premis A1, A2, ..., An, jestliže každý model, který splňuje zároveň 

všechny premisy A1, A2, ..., An, splňuje rovněž závěr B; neboli (ponecháme-li stranou jazyk 

teorie modelů) – závěr B  vyplývá z premis A1, A2, ..., An, nemůže-li nastat taková možnost, 

že všechny premisy A1, A2, ..., An jsou pravdivé a závěr B nepravdivý. 

 

Poznámka: V případě výrokové logiky rozumíme modelem formule X takovou valuaci 

atomických proměnných formule X, při níž je daná formule pravdivá. K pojmu „model 

formule výrokové logiky“ viz blíže kapitolu 3 a 4. 

 

Na základě této definice jednoduše sestrojíme pravdivostní tabulku formulí A1, A2, ..., An, B 

a zkoumáme, zda pokaždé, když jsou pravdivé všechny premisy A1, A2, ..., An, je pravdivý 

rovněž závěr B. Je-li tomu tak, pak závěr B skutečně vyplývá z premis A1, A2, ..., An. 

Existuje-li však taková možnost (tj. takový řádek tabulky), že všechny premisy A1, A2, ..., 

An jsou pravdivé a závěr B nepravdivý, pak závěr B z daných premis nevyplývá. 
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V  následujících tabulkách s předem zadaným ohodnocením premis A1, A2, A3 a závěru B 

uvažujeme oba způsoby ověření platnosti úsudku A1, A2, A3  B. V levé části tabulky 

ověřujeme přímo úsudek A1, A2, A3  B, v pravé části zjišťujeme, zda je tautologií formule 

A1[A2(A3B)]. 

 

I. Pravdivostní tabulka úsudku A1, A2, A3  B: 

 A1 A2 A3 B A1  [A2  (A3  B)] 

(1) 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 

(2) 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 

(3) 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 

(4) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(5) 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 

(6) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(7) 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 

(8) 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 

 

Vyplývá závěr B z premis A1, A2, A3? V návaznosti na definici logického vyplývání 

zvažujeme, zda ve všech řádcích, v nichž jsou pravdivé zároveň všechny premisy, je 

pravdivý také závěr. Tabulka obsahuje pouze dva řádky, v nichž jsou pravdivé všechny 

premisy, jmenovitě řádky (4) a (6), a v obou těchto řádcích je pravdivý rovněž závěr B 

(závěr B je mimo to pravdivý ještě v řádcích (2) a (8), avšak tyto řádky nás nemusejí 

zajímat, protože v nich nejsou pravdivé všechny premisy). Na základě definice logického 

vyplývání tedy závěr B skutečně vyplývá z premis A1, A2, A3. Podle metody převedení na 

formuli je úsudek platný, je-li formule A1[A2(A3B)] tautologií. Zvýrazněný sloupec 

dokazuje, že úsudek je logicky platný. 

 

 Uvažujme další tabulku. 

 

II. Pravdivostní tabulka úsudku A1, A2, A3  B: 

 A1 A2 A3 B A1  [A2  (A3  B)] 

(1) 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 

(2) 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 

(3) 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 

(4) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(5) 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 

(6) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(7) 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 

(8) 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 

 

Podle definice logického vyplývání ověřujeme, zda pokaždé, když jsou pravdivé všechny 

premisy A1, A2, A3, je pravdivý i závěr B. Premisy jsou pravdivé v řádcích (4), (6) a (7), 

přičemž závěr B je pravdivý v řádcích (4) a (6), nikoli však v řádku (7). Existuje tedy 

takový řádek, že všechny premisy A1, A2, A3 jsou pravdivé, a závěr B nepravdivý, jmenovitě 

řádek (7). Tím je dokázáno, že závěr B nevyplývá z premis A1, A2, A3. V pravé části tabulky 

jsme zjistili analogický výsledek, tj. že formule A1[A2(A3B)] není pravdivá 

v  sedmém řádku, tj. nejedná se o tautologii. 
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 Uvažujme konečně třetí tabulku. 

 

III. Pravdivostní tabulka úsudku A1, A2, A3  B: 

 A1 A2 A3 B A1  [A2  (A3  B)] 

(1) 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 

(2) 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 

(3) 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 

(4) 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

(5) 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 

(6) 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 

(7) 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 

(8) 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 

 

V tomto případě neexistuje žádný řádek, v němž by byly pravdivé všechny premisy A1, A2, 

A3 (tj. premisy jsou navzájem sporné), což na základě definice logického vyplývání 

znamená, že závěr B triviálně vyplývá z premis A1, A2, A3. V pravé části tabulky máme 

analogický výsledek, tj. že formule A1[A2(A3B)] je tautologií. 

 

Poznámka: Říkáme, že závěr B vyplývá z  premis A1, A2, A3 triviálně, protože ze sporných 

premis vyplývá jakýkoli závěr – je tomu tak na základě tautologie výrokové logiky (zákon 

Dunse Scota) (pp)q. 

 

 

2.2 Řešené příklady 
 

Tabulkovou metodu budeme ilustrovat pomocí úkolů o poctivcích a padouších. Celou řadu 

těchto úkolů lze najít např. ve Smullyan (1986) a (1988). S úkoly o poctivcích a  padouších 

se lze setkat v mnoha úvodních kursech logiky. Na vhodně volených příkladech tohoto 

druhu lze totiž názorně demonstrovat řadu základních zákonitostí logiky. Většina těchto 

úkolů se odehrává na fiktivním Ostrově poctivců a  padouchů, ale někdy se mluví o celých 

souostrovích, které se vyznačují různými vlastnostmi. Shrňme nejdůležitější poznatky, 

které o těchto ostrovech obecně platí: 

 

(1) Domorodci (tj. původní obyvatelé) na libovolném ostrově poctivců 

a  padouchů jsou výhradně poctivci a padouši. 

(2) Žádný obyvatel ostrova není poctivec a zároveň padouch. 

(3) Každý poctivec říká pouze pravdu; řekne-li vám tudíž libovolný poctivec 

nějaký výrok A, pak víte, že tvrzení A je zaručeně pravdivé. 

(4) Konečně, řekne-li vám padouch libovolné tvrzení B, pak víte, že tvrzení B je 

zaručeně nepravdivé. 

 

Podmínkám (1) až  (4) říkáme zákony ostrova (poctivců a padouchů). 

 

Ze zákonů ostrova plyne řada zajímavých poznatků. Pokud například nějaký 

domorodec řekne větu: „Jedna plus jedna se rovná dvě“, pak víte, že se určitě jedná 

o  poctivce. Naopak, řekne-li nějaký jiný domorodec např. větu: „Číslo osm je dělitelné 

sedmi“, pak víte, že se jedná o zarytého padoucha. U dalších výroků může být zjišťování, 



 30 

zda se jedná o poctivce nebo padoucha, maličko složitější. Právě sem míří většina úkolů 

o  poctivcích a padouších. 

Abychom však mohli úkoly o poctivcích a padouších úspěšně řešit, potřebujeme 

„notační“ aparát, s jehož pomocí tyto úkoly vyjádříme v jazyce výrokové logiky. Příslušný 

aparát je velmi jednoduchý a využívá následujícího tvrzení. 

 

Tvrzení (Poznatek o ostrově poctivců a padouchů): 

Podle zákonů ostrova poctivců a padouchů platí, že pokud libovolný domorodec X pronese 

výrok A, pak výrok A je pravdivý právě tehdy (tehdy a jen tehdy), jestliže domorodec X  je 

poctivec. Tvrzení „Domorodec X je poctivec“ budeme zapisovat jako p; tj. poznatek lze 

zapsat symbolicky: Pronese-li domorodec X výrok A, pak je pravdivé tvrzení pA. 

 

Důkaz: 

Podle zákonů ostrova je domorodec X poctivec nebo padouch. Tvrdíme, že výroky 

A  a  p  mají stejnou pravdivostní hodnotu. Dejme tomu, že domorodec je poctivec. Pak 

výrok A je pravdivý a výrok p rovněž pravdivý. Tudíž skutečně, je-li domorodec poctivec, 

tvrzení platí. Dejme tomu, že domorodec X je padouch. Pak je výrok A nepravdivý. 

Zároveň je ovšem nepravdivý výrok p. Výroky A a p mají tedy i v tomto případě stejnou 

pravdivostní hodnotu, tudíž tvrzení pA je znovu pravdivé. Tím je dokázán poznatek o 

Ostrově poctivců a padouchů.  

 

Poznámka: Znakem „“ graficky naznačujeme, že příslušný důkaz je u konce. Na tuto 

skutečnost lze poukázat různými dalšími způsoby – např. zkratkou C.B.D. („což bylo 

dokázat“) nebo Q.E.D. („quod erat demonstrandum“ – což je v latině totéž jako u zkratky 

C.B.D.). Námi používaný znak  je standardně používán v textech zabývajících se logikou 

a matematikou. Tentýž znak budeme používat v případě důkazů teorémů i v případě důkazů 

vět (tzv. metateorémů). (Dále se rovněž používají znaky „“, „“ apod. Čtenář si s tím 

jistě snadno poradí.) 

 

 Nyní konečně můžeme zavést potřebný notační aparát: Podle poznatku o ostrově 

poctivců a padouchů platí, že kdykoli domorodec X řekne výrok A, pak víme, že 

je  pravdivý výrok pA. Avšak pozor: Tvrdíme, že výrok pA je pravdivý, nikoli že je 

tautologií. Kdyby výrok pA byl tautologií, pak bychom z příslušné tabulky nic nevyčetli, 

protože tautologie je pravdivá ve všech řádcích, tj. pro jakékoli udělení pravdivostních 

hodnot proměnným. Úkol má jednoznačné nebo alespoň částečné řešení pouze v případě, 

že formule pA je pravdivá pouze pro některá udělení pravdivostních hodnot proměnným 

(a v takovém případě se samozřejmě nejedná se o tautologii). K řešení řady úkolů 

o  poctivcích a padouších stačí využít tento notační aparát a sestrojit příslušnou tabulku 

pravdivostních hodnot. Z tabulky již lze vyčíst vše potřebné. 

 

Příklad 1: 

 

Dejme tomu, že potkáte domorodce, o němž víte, že je ženatý. Domorodec vám řekne: „Já 

i  moje manželka jsme padouši.“ Zapišme výrok „Domorodec je poctivec“ jako p. 

Potřebujeme dále nějakým způsobem zapsat výroky „Domorodec je padouch“ 

a  „Domorodcova manželka je padouch“. Postupujeme-li neuváženě, pak zapíšeme tyto 

výroky pomocí dvou nových výrokových proměnných, např. jako q a r. V tomto případě 
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domorodcův výrok zapíšeme jako qr a na základě zákonů ostrova musí být pravdivá 

ekvivalence p(qr). Dostali jsme formuli o třech proměnných, příslušná tabulka tedy má 

osm řádků. Sestrojme tabulku: 

 

Pravdivostní tabulka výroku p(qr): 

 p q r p  (q  r) 

(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 

(2) 1 1 0 1 0 1 0 0 

(3) 1 0 1 1 0 0 0 1 

(4) 1 0 0 1 0 0 0 0 

(5) 0 1 1 0 0 1 1 1 

(6) 0 1 0 0 1 1 0 0 

(7) 0 0 1 0 1 0 0 1 

(8) 0 0 0 0 1 0 0 0 

 

Dostali jsme tabulku, která je pravdivá ve čtyřech řádcích s různými uděleními 

pravdivostních hodnot. Z tabulky se nedá na první pohled nic vyčíst. Neudělali jsme 

nějakou chybu? Stačí však, když si uvědomíme, že se nepohybujeme na ledajakém ostrově, 

ale na Ostrově poctivců a padouchů a že na tomto ostrově platí jisté zákony. Žádný 

domorodec podle nich nemůže být poctivec a padouch zároveň, proto situace, kterou 

popisuje udělení pravdivostních hodnot proměnným p a q v řádcích (1) a (2) nemůže nastat. 

Dále platí, že každý obyvatel ostrova je buď poctivec, nebo padouch, a tudíž neexistují 

žádní domorodci, kteří by nespadali do jedné z těchto skupin. To znamená, že situace 

popsaná udělením pravdivostních hodnot proměnným p a q v řádcích (7) a (8) rovněž 

nemůže nastat. Zbyly nám tak řádky (3)-(6), přičemž ekvivalence p(qr) je pravdivá 

pouze v řádku (6). Lze si však všimnout jedné věci: Výrok p je pravdivý právě tehdy, je-li 

nepravdivý výrok q a naopak. Vskutku, výrok p je negací výroku q, tj. není-li domorodec 

poctivec, musí být padouch. Vidíme tedy, že v zápisu domorodcova výroku se můžeme 

klidně obejít bez proměnných q a r, neboli že výrok lze zapsat jako pm, kde m 

zastupuje výrok „Domorodcova manželka je poctivec“. Na základě zákonů ostrova 

a  poznatku o  ostrově tak musí být pravdivá ekvivalence p(pm). Příklad lze tedy 

řešit podstatně jednodušeji pomocí následující tabulky. 

 

Pravdivostní tabulka výroku p(pm): 

p m p  (p  m) 

1 1 1 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 1 

0 1 0 1 1 0 0 

0 0 0 0 1 1 1 

 

Z tabulky již snadno vyčteme (viz zvýrazněný řádek), že formule p(pm) je pravdivá 

pouze tehdy, je-li domorodec padouch (výrok p má pravdivostní hodnotu 0) a jeho 

manželka poctivec (výrok m má pravdivostní hodnotu 1). 

 

Cvičení: Najděte takový výrok, který žádný domorodec z Ostrova poctivců a padouchů 

zaručeně nemůže pronést. Tuto skutečnost ověřte pomocí tabulky. 
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Poznámka: U výše uvedeného příkladu a podobných úkolů (kde uvažujeme nejvýše dvě 

výrokové proměnné) je samozřejmě jednodušší řešit příklad prostou úvahou. Postupovali 

bychom například takto: Dejme tomu, že domorodec je poctivec. Pak je pravda to, co říká, 

a tudíž je padouch. To však není možné (zakazují to zákony ostrova). Domorodec je tedy 

padouch. Jelikož je padouch, pak není pravda to, co říká, a tedy ve skutečnosti nejsou on 

i  jeho žena padouši. Avšak on padouch je. Tudíž jeho manželka je poctivec. V úkolech, 

kterým se budeme nadále věnovat, pracujeme nejčastěji se třemi výrokovými proměnnými. 

V takovém případě je již výrazně přehlednější řešení pomocí tabulky. 

 

Příklad 2: 

 

Americký logik, který navštívil Ostrov poctivců a padouchů se zde zamiloval do jedné 

dívky (jmenovala se Markéta), kterou si pak vzal za ženu a zůstal s ní na ostrově. Avšak co 

se nestalo? Jednou se logik vrátil z práce, a Markéta nebyla doma. Utekla mu s  někým 

jiným. Logik tedy sednul do kánoe a pádloval k dalšímu ostrovu (rovněž ostrovu poctivců 

a  padouchů), kde potkal dva domorodce A a B. Ti mu řekli dvě tvrzení, z nichž manžel již 

snadno zjistil, jestli Markéta na ostrově byla nebo ne, a navíc i to, kdo z domorodců A a B 

byl poctivec a kdo padouch. Domorodec A řekl: „Jsem padouch a B poctivec, nebo Markéta 

je na ostrově.“ Domorodec B řekl: „A je padouch.“ Zjistěte, kdo z domorodců A a B je 

poctivec či padouch, a zda Markéta je na ostrově. 

 

Řešení: Za atomické výroky zvolme: p = „Domorodec A je poctivec“, q = „Domorodec 

B  je poctivec“, m = „Markéta je na ostrově“. Domorodec A pronesl výrok (pq)m. 

Víme, že je pravdivá ekvivalence p[(pq)m] (výrok, který domorodec A pronesl, je 

pravdivý právě tehdy, pokud domorodec A je poctivec). Domorodec B pronesl výrok p, 

odkud víme, že je pravdivá ekvivalence qp (výrok, který tvrdil domorodec B, je 

pravdivý právě tehdy, pokud domorodec B je poctivec). Sestrojme tedy tabulku 

pravdivostních hodnot těchto dvou formulí. 

 

Pravdivostní tabulka výroků p[(pq)m] a qp: 

p q m p  [(p  q)  m] q  p 

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 

0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 

      X1     X2  

 

Sestrojili jsme tabulku pravdivostních hodnot formulí p[(pq)m] a qp. Platí-li 

zákony ostrova, pak musí být pravdivé obě formule zároveň, tj. musí být pravdivá jejich 

konjunkce. Formuli p[(pq)m] si označme jako X1 a formuli qp jako X2 

a  sestrojme příslušnou tabulku pro konjunkci. 
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Pravdivostní tabulka konjunkce X1X2: 

p q m X1  X2 

1 1 1 1 0 0 

1 1 0 0 0 0 

1 0 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 1 

0 1 1 0 0 1 

0 1 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 

 

Konjunkce výroků X1 a X2 je pravdivá pouze v jednom řádku, z kterého již snadno vyčteme 

valuace výroků p, q a m, konkrétně v(p)=1, v(q)=0 a v(m)=1. To znamená, že domorodec 

A  je poctivec, domorodec B padouch a Markéta je na ostrově. 

 Tím je úkol vyřešen. Co se dále dělo mezi logikem a jeho Markétkou, již není 

záležitost logiky, proto se tím nebudeme zabývat. 

 

Nyní si ukážeme úkol, který Raymond Smullyan označuje jako metahlavolam. 

V  případě metahlavolamu zadané informace samy o sobě nestačí k jednoznačnému řešení 

úkolu, avšak řešiteli je podána nějaká doplňková informace, která spolu se zadáním již 

k  řešení stačí. Uvažujme např. velmi jednoduchou situaci: Řeknu vám, že cestovatel 

navštívil Ostrov poctivců a padouchů a potkal tam domorodce, který pronesl nějaký výrok. 

Byla jím buď věta „Jsem poctivec“, nebo věta „Číslo 13 není prvočíslo“. (Předpokládejme, 

že všichni obyvatelé Ostrova poctivců a padouchů dobře ovládají aritmetiku a tedy vědí, 

zda tvrzení „Číslo 13 není prvočíslo“ je pravdivé či nikoliv.) Neřeknu vám nicméně, která 

věta to byla, ale prozradím vám, že cestovatel na základě domorodcovy věty ihned zjistil, 

zda domorodec byl poctivec nebo padouch. Jak je tomu ve skutečnosti? Řešení úkolu je 

velmi snadné. Čtenáři sice není podána informace, kterou ze dvou vět domorodec pronesl, 

zato je mu podána informace, že cestovatel na základě domorodcova tvrzení snadno zjistil, 

jakou měl domorodec povahu (tj. povahu poctivou nebo nepoctivou). Zjistil by cestovatel 

tuto informaci na základě výroku „Jsem poctivec“? Zřejmě nikoliv, protože tuto větu může 

pronést jak poctivec (který říká pravdu), tak rovněž padouch (který lže). Kdyby domorodec 

pronesl větu „Jsem poctivec“, cestovatel by nezjistil domorodcovu povahu. To dokazuje, že 

domorodec ve skutečnosti neřekl tuto větu, ale větu „Číslo 13 není prvočíslo“. 

Předpokládáme však, že všichni obyvatelé ostrova znají dobře aritmetiku. Odtud plyne, že 

domorodec úmyslně lhal, což dokazuje, že je padouch. Jelikož víme, že cestovatel skutečně 

zjistil domorodcovu povahu, je tím dokázáno, že domorodec pronesl druhý výrok, tj. větu 

„Číslo 13 není prvočíslo“, a že je padouch. 

 

Příklad 3: 

 

Novinář, který navštívil Ostrov poctivců a padouchů, si přeje udělat rozhovor s  právě 

zvoleným prezidentem ostrova. Protože se však jedná o Ostrov poctivců a  padouchů, není 

to vůbec snadná záležitost. Novináři jsou představeni dva muži, označme si je jako A a B, 

z  nichž jeden je prezident a druhý premiér. A novináři řekl: „Jestliže B je padouch, pak 

není prezident.“ Nepamatuji si však, co řekl B. Řekl buď „Jsem prezident“, nebo „A je 
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padouch“. Vím jenom, že novináři se tenkrát podařilo úspěšně zjistit nejen, kdo byl 

prezident, ale dokonce i to, zda byl poctivec či padouch. Zjistěte, jak tomu bylo. 

 

Řešení: Zvolme atomické výroky: p = „A je poctivec“, q = „B je poctivec a r = „B je 

prezident“. A pronesl výrok qr, což znamená, že musí být pravdivá ekvivalence 

p(qr). Domorodec B pronesl buď výrok r, nebo výrok p, což znamená, že musí 

být pravdivá buď ekvivalence qr, nebo ekvivalence qp. Sestrojme pravdivostní 

tabulku všech tří ekvivalencí. 

 

Pravdivostní tabulka výroků p(qr), qr a qp: 

p q r p  (q  r) q  r q  p 

1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 

1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 

0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 

0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 

0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 

     X    Y1   Y2  

 

Ekvivalenci p(qr) označme jako X, ekvivalenci qr jako Y1 a konečně ekvivalenci 

qp jako Y2. Víme, že novinář zjistil, kdo je prezidentem. To znamená, že pouze jedna 

z  konjunkcí XY1 a XY2 má jednoznačné řešení (je pravdivá pouze v jednom řádku). 

Sestrojme příslušnou tabulku konjunkcí XY1 a XY2. 

 

Pravdivostní tabulka výroků XY1 a XY2: 

p q r X  Y1 X  Y2 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 0 0 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 1 1 1 1 1 1 

0 1 1 0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 1 1 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 

 

Konjunkce XY1 je pravdivá ve dvou řádcích, konjunkce XY2 je pravdivá pouze v  jednom 

řádku. To dokazuje, že pokud novinář úkol vyřešil, musel domorodec B pronést výrok p, 

neboli výrok „A je padouch“. Z tabulky vyčteme příslušné valuace výroků p, q a  r, 

jmenovitě v(p)=1, v(q)=0 a v(r)=0. To vzhledem k námi zvoleným atomickým výrokům 

znamená, že domorodec A je poctivec, domorodec B padouch a není pravda, že B  je 

prezident: Neboli prezidentem je domorodec A, který je poctivec, a premiérem domorodec 

B, padouch. 
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Cvičení: Cestovatel, který navštívil Ostrov poctivců a padouchů, právě stojí na rozcestí 

a  potřebuje nutně navštívit hlavní město, protože jedině tam lze prostřednictvím 

internetových kaváren komunikovat se světem. Do hlavního města vede buď cesta vlevo, 

nebo cesta vpravo, avšak nikoli obě cesty. Cestovatel potkal domorodce, kterému položil 

otázku: „Je pravda, že pokud jste poctivec, pak cesta vlevo nevede do hlavního města?“ 

Domorodec odpověděl „ano“ nebo „ne“, neprozradím vám však co. Řeknu vám pouze tolik, 

že cestovatel na základě domorodcovy odpovědi zjistil, která cesta vedla do hlavního 

města. Zjistěte, jak domorodec na cestovatelovu otázku odpověděl a která cesta vedla do 

hlavního města. Nápověda: Zní-li odpověď „ano“, pak za domorodcův výrok považujte 

např. pq, kde p je tvrzení, že domorodec je poctivec, a q tvrzení, že do hlavního města 

vede cesta vlevo. Zní-li odpověď „ne“, pak za domorodcův výrok považujte (pq). 

 

V následujících dvou úkolech maličko změníme scénář. Na Ganymédu, jednom 

z  měsíců Jupitera, existuje Marťansko-venušský klub. Jeho členy jsou pouze Marťani 

a  Venušani, přičemž každý z nich je buď ženského, nebo mužského pohlaví. Žádný 

pozemšťan nicméně nedokáže odlišit Marťany od Venušanů a nedokáže rozlišit ani muže 

a  ženy, protože osoby obojího pohlaví se oblékají stejně. Logikové jsou nicméně ve 

výhodě, protože je známo, že venušské ženy a marťanští muži vždy říkají pravdu a naopak 

venušští muži a marťanské ženy pokaždé lžou. Schopný logik tak pomocí různých otázek 

snadno zjistí pravdu. 

 

Příklad 4: 

 

Jednomu pozemšťanovi se kdysi podařilo navštívit vesmírný Marťansko-venušský klub. 

U  baru se seznámil s členem klubu, který mu v družném hovoru prozradil: „Jestliže jsem 

Venušan, pak nejsem pravdomluvný.“ Zjistěte, jak je tomu ve skutečnosti. 

 

Řešení: Z atomické výroky zvolme: p = „Člen klubu pochází z Venuše“ a q = „Člen klubu 

je žena“. Jelikož členové klubu pocházejí pouze z Marsu a Venuše, zapíšeme výrok „Člen 

klubu pochází z Marsu“ jako p (nepochází-li člen klubu z Venuše, pak musí pocházet 

z  Marsu). Jelikož obyvatelé obou planet jsou pouze dvojího pohlaví, zapíšeme tvrzení 

„Člen klubu je muž“ jako q (není-li člen klubu žena, pak musí být muž). 

 

Poznámka: Za pozitivní zde tudíž – na rozdíl od starých pythagorejců – považujeme 

vlastnost „být ženou“ a za negativní vlastnost „být mužem“. Autor doufá, že čtenářky tuto 

galantnost ocení. 

 

Tvrzení „Člen klubu je pravdomluvný“ lze zapsat jako výrok (pq)(pq) (člen klubu 

je pravdomluvný pouze tehdy, je-li ženou pocházející z Venuše nebo mužem pocházejícím 

z Marsu), resp. jako jednodušší výrok pq, který je s prvním výrokem logicky 

ekvivalentní (čtenář si to může ověřit např. pomocí pravdivostní tabulky). Člen klubu tedy 

pronesl výrok p(pq), který je pravdivý právě tehdy, je-li člen klubu sám 

pravdomluvný, tj. platí-li (pq), a naopak není pravdivý, není-li člen klubu pravdomluvný, 

tj. neplatí-li výrok (pq). Víme tak, že je určitě pravdivé následující tvrzení: 

 

(pq)[p(pq)] 
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K tomuto výroku sestrojíme příslušnou pravdivostní tabulku. 

 

Pravdivostní tabulka výroku (pq)[p(pq)]: 

p q (p  q)  [ p  (pq) ] 

1 1 1 1 1 0 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 1 1 1 

0 1 0 0 1 0 0 1 1 

0 0 0 1 0 1 0 1 0 

 

Z tabulky snadno vyčteme valuaci výroků p a q, jmenovitě v(p)=0 a v(q)=0, což znamená, 

že člen klubu pochází z Marsu a je mužského pohlaví, a tudíž je pravdomluvný. 

 

Poznámka: Uveďme rovněž neformální řešení tohoto úkolu. Člen klubu prohlásil: 

„Jestliže jsem Venušan, pak nejsem pravdomluvný.“ Nejdříve můžeme dokázat, že člen 

klubu nepochází z Venuše. Kdyby totiž pocházel z Venuše, pak by musel být buď venušskou 

ženou, nebo venušským mužem. Kdyby byl venušskou ženou, musel by být pravdomluvný. 

Odtud však lze vyvodit spor. Venušská žena pochází z Venuše, tudíž by neměla být 

pravdomluvná. My však víme, že venušské ženy jsou pravdomluvné. Venušský muž taktéž 

pochází z Venuše, tudíž není pravdomluvný. To by však znamenalo, že člen klubu řekl 

pravdu. My nicméně víme, že venušští muži zásadně lžou. Tím je dokázáno, že člen klubu 

nepochází z Venuše, ale z Marsu. Dejme tomu, že člen klubu je marťanská žena. Pak 

skutečně nepochází z Venuše a navíc není pravdomluvná. Na základě pravdivostní tabulky 

implikace zjistíme, že tento výrok je pravdivý, čímž jsme znovu dostali spor – 

pravdomluvnou marťanskou ženu. Zbývá nám tak poslední možnost, tj. že člen klubu je 

marťanský muž. Je-li marťanský muž, pak nepochází z Venuše. Na základě pravdivostní 

tabulky implikace zjistíme, že jeho výrok je pravdivý. Tím je dokázáno, že člen klubu je 

skutečně marťanský muž.  Pro čtenáře bude užitečným cvičením, pokusí-li se podobnou 

neformální úvahou vyřešit rovněž ostatní příklady. 

 

Příklad 5: 

 

Při vzácné příležitosti návštěvy v Marťansko-venušském klubu se známý astronom chtěl 

dovědět něco více o vesmíru. Zeptal se proto jednoho člena klubu, jestli existuje život také 

na Plutu. Člen klubu mu odpověděl: „Jestliže pocházím z Marsu, pak na Plutu skutečně je 

život.“ Astronom si s tímto výrokem dlouho lámal hlavu a nakonec si postěžoval: „Víte, 

z vaší odpovědi neplyne jednoznačné řešení. Můžete mi, prosím, říct ještě jeden výrok?“ 

Člen klubu s požadavkem souhlasil a pronesl další výrok, bohužel si už nepamatuji, který 

výrok to přesně byl. Vím jenom, že řekl buď „Pocházím z Venuše“, nebo „Pocházím 

z Marsu“, ale nevím přesně co (člen klubu pronesl pouze jeden výrok, nikoli oba). Vím 

však, že astronom tehdy skutečně zjistil, jestli na Plutu je nebo není život. Který výrok člen 

klubu tehdy řekl? Existuje na Plutu život nebo nikoliv? Pochází člen klubu z Marsu nebo 

z Venuše a je to muž či žena? 

 

Řešení: Za atomické výroky zvolme: p = „Člen klubu pochází z Venuše“, q = „Člen klubu 

je žena“, r = „Na Plutu existuje život“. Pak člen klubu pronesl za prvé výrok pr, tudíž 

musí být pravdivá ekvivalence (pq)(pr), a dále řekl buď výrok p, a v tomto 

případě by byla pravdivá ekvivalence (pq)p, nebo výrok p, a pak by byla pravdivá 
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ekvivalence (pq)p. Víme tedy, že je pravdivá ekvivalence (pq)(pr), a dále 

že je pravdivá buď ekvivalence (pq)p, nebo ekvivalence (pq)p. Sestrojme 

tabulku pravdivostních hodnot pro tyto tři výroky: 

 

Pravdivostní tabulka výroků (pq)(pr), (pq)p a (pq)p: 

p q r (pq)  (p  r) (pq)  p (pq)  p 

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 

0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 

0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 

0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 

0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 

    X     Y1   Y2  

 

Tento příklad je opět metahlavolamem a k jeho řešení je podstatná informace, že 

astronomovi se podařilo zjistit, zda na Plutu existuje život či nikoliv. Označme si výrok 

(pq)(pr) jako X, výrok (pq)p jako Y1 a konečně výrok (pq)p jako Y2. 

Metahlavolam má jednoznačné řešení, pokud pouze jedna z konjunkcí XY1 a XY2 je 

pravdivá právě v jednom případě, tj. v jednom řádku tabulky. Sestrojme tabulku 

pravdivostních hodnot pro příslušné konjunkce: 

 

Pravdivostní tabulka výroků XY1 a XY2: 

p q r X  Y1 X  Y2 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 1 1 0 0 1 0 0 0 

0 1 0 1 1 1 1 0 0 

0 0 1 1 0 0 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 

 

Z tabulky zjistíme, že pouze v jednom řádku je pravdivá konjunkce XY2 (konjunkce XY1 

je naproti tomu pravdivá ve třech řádcích a nelze na jejím základě jednoznačně zjistit 

pravdivostní hodnotu výroku r). Odtud již snadno vyčteme valuaci výroků p, q a r, 

jmenovitě v(p)=0, v(q)=0 a v(r)=1. To znamená, že člen klubu je marťanský muž a na Plutu 

skutečně existuje život. 

 

Příklad 6: 

 

Ověřme tabulkovou metodou platnost úsudků pq, qr, r  p a pq, qr, r  p 

(oba úsudky se liší pouze závěrem). Ověřme platnost úsudků nejprve za využití definice 

logického vyplývání. K tomu musíme sestrojit pravdivostní tabulku premis pq, qr, 

r  a  závěrů úsudků p a p. Na následující straně uvádíme požadovanou tabulku. 
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Pravdivostní tabulka úsudků pq, qr, r  p a pq, qr, r  p: 

 p q r p  q q  r r p p 

(1) 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 

(2) 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

(3) 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 

(4) 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 

(5) 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 

(6) 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 

(7) 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 

(8) 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 

 

Všechny tři premisy pq, qr a r jsou zároveň pravdivé pouze v řádku (7). Z tabulky 

rovněž vyčteme, že jsou-li pravdivé premisy pq, qr, r, je pravdivý závěr prvního 

úsudku, tj. p, avšak nepravdivý závěr druhého úsudku, tj. p. Tím je dokázáno, že úsudek 

pq, qr, r  p je platný, avšak úsudek pq, qr, r  p nikoliv. Chceme-li ověřit 

platnost úsudků pq, qr, r  p a pq, qr, r  p pomocí první metody, musíme 

úsudky převést na tvar formule. Úsudek pq, qr, r  p tak nejprve převedeme na 

tvar pq, qr  rp, dále na tvar pq  (qr)(rp) a konečně na tvar 

 (pq)[(qr)(rp)]. Poslední úsudkové schéma nám říká, že formule 

(pq)[(qr)(rp)] je tautologií. Podobně druhý úsudek převedeme na tvar 

 (pq)[(qr)(rp)]. Nyní stačí sestrojit pravdivostní tabulky příslušných dvou 

formulí. Zjistíme, že první formule je tautologií, zatímco druhá formule je falzifikována 

modelem v(p)=0, v(q)=0, v(r)=1 (zvýrazněný řádek). Zde jsou příslušné dvě tabulky: 

 

Pravdivostní tabulka formule (pq)[(qr)(rp)]: 

p q r (p  q)  [(q  r)  (r  p)] 

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 

1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 

0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 

0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 

0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 

 

Pravdivostní tabulka formule (pq)[(qr)(rp)]: 

p q r (p  q)  [(q  r)  (r  p)] 

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 

1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 

1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 

0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 

0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 
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Poznámka: Tabulková metoda je účinným nástrojem ověřování platnosti formulí a úsudků. 

Jedná se dokonce o tzv. efektivní proceduru, čímž se rozumí, že po konečném počtu kroků 

(tj. prostřednictvím konečně dlouhé tabulky – i kdyby totiž příslušná tabulka měla 

obsahovat více než milión řádků, stále ještě by se jednalo o konečnou tabulku) lze o každé 

formuli výrokové logiky rozhodnout, zda se jedná o tautologii, kontradikci či splnitelnou 

formuli, a o každém úsudkovém (výrokově-logickém) schématu rozhodnout, zda se jedná 

o  platné či neplatné úsudkové schéma. Nevýhodou této metody nicméně je, že její 

komplikovanost vzrůstá s počtem výrokových proměnných v dané formuli či úsudku. 

Kdybychom například místo předchozího úsudku pq, qr, r  p ověřovali 

tabulkovou metodou velmi podobný úsudek (nmps)(qt), qr, r  p, který 

obsahuje sedm výrokových proměnných, jmenovitě proměnné m, n, p, q, r, s a t, museli 

bychom sestrojit tabulku obsahující 2
7
=128 řádků. O platnosti tohoto úsudku se nicméně 

lze mnohem snadněji přesvědčit jinými metodami výrokové logiky. 

 

 

2.3 Cvičení 
 

Poznámka: Příklady 11-19 jsou převzaty z knihy Smullyan (1986). Tam lze též najít 

podrobné neformální řešení těchto úkolů. Čtenáři jistě prospěje, pokusí-li se příklady řešit 

mimo tabulkovou metodu i neformální úvahou. 

 

(1) 

Ocitnete se na Ostrově poctivců a padouchů, kde potkáte domorodce A a B, kteří vám 

pronesou následující výroky. Domorodec A: „B je padouch.“ Domorodec B: „A je 

padouch.“ A po čase řekne ještě: „Jedna plus jedna rovná se dvě.“ Jak je tomu doopravdy? 

Co by se stalo, kdyby poslední výrok řekl B? 

 

(2) 

Tentokrát jiní dva domorodci pronesou následující výroky. Domorodec A: „Oba jsme 

poctivci.“ Domorodec B: „A je padouch.“ Jakou povahu mají domorodci A a B? 

 

(3) 

V dalším případě pronesl výrok pouze domorodec A. Řekl: „Jestliže jsem poctivec, pak 

jsme oba poctivci.“ Dá se zjistit, jakou povahu mají A a B? 

 

(4) 

Tentokrát vám jiní dva domorodci tvrdili následující výroky. Domorodec A: „Oba máme 

stejnou povahu.“ Domorodec B souhlasil: „Ano, to je pravda.“ Jakou povahu mají 

domorodci A a B? 

 

Poznámka: Řekne-li vám domorodec A, že má stejnou povahu jako domorodec B, pak toto 

tvrzení považujte za výpověď o ekvivalenci jejich povah. Výrok domorodce A tak lze 

parafrázovat jako: „Jsem poctivec (padouch) právě tehdy, když B je poctivec (padouch).“ 

 

(5) 
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Další dva domorodci naproti tomu řekli následující výroky. Domorodec A: „Oba máme 

stejnou povahu.“ Domorodec B nesouhlasil: „To není pravda, každý z nás má jinou 

povahu.“ Jak je tomu doopravdy? 

 

(6) 

Tentokrát vás zajímá, zda je na ostrově skryt poklad. Dva domorodci A a B vám k tomu 

pronesou následující výroky. Domorodec A: „Jestliže máme oba (tj. A a B) stejnou povahu, 

pak na ostrově je poklad.“ Domorodec B: „Jestliže nemáme stejnou povahu, pak na ostrově 

je poklad.“ Co všechno lze odtud zjistit? 

 

(7) 
Ptáte se jiných dvou domorodců, zda je na ostrově skryt poklad. Označme si je opět jako       

A a B. Domorodci vám k tomu řeknou následující výroky. Domorodec A: „Jestliže oba 

máme stejnou povahu, pak na ostrově je poklad.“ Domorodec B: „Poklad je na ostrově 

právě tehdy, když nemáme stejnou povahu.“ Co všechno lze odtud zjistit? 

 

 

(8) 

Cestovatel, který navštívil Marťansko-venušský klub, se tam dal do řeči s jedním členem 

klubu. Ten mu tvrdil: „Pocházím z Venuše nebo nejsem pravdomluvný.“ Odkud pochází 

člen klubu a jedná se o muže nebo ženu? 

 

(9) 

Jiný člen klubu mu tvrdil: „Nejsem pravdomluvný(á) nebo jsem venušská žena.“ Co 

všechno se dá z jeho tvrzení zjistit? 

 

(10) 

Další člen klubu tvrdil: „Jestliže nejsem marťanský muž, pak nejsem pravdomluvný(á).“ 

Co  lze z jeho výroku zjistit? 

 

(11) 

Cestovatel navštívil Transylvánii s úkolem zjistit, zda hrabě Drákula je živ nebo nikoliv. 

Obyvatelé Transylvánie se dělí na upíry a lidi, přičemž všichni upíři lžou a všichni lidé 

říkají pravdu. Celou situaci však komplikuje epidemie, která zemi postihla. Polovina 

obyvatel Transylvánie totiž při epidemii onemocněla a pomátla se. Nemoc se projevuje tak, 

že pomatení upíři na rozdíl od zdravých upírů vždycky říkají pravdu a pomatení lidé na 

rozdíl od zdravých lidí vždycky lžou. Navrhněte strategii, jak řešit úkoly, s nimiž se musí 

vypořádat cestovatel v Transylvánii. 

 

(12) 

Jeden Transylvánec cestovatelům řekl: „Jestliže jsem člověk, pak hrabě Drákula je mrtev.“ 

Dá se na základě tohoto výroku zjistit, zda hrabě Drákula dosud žije nebo ne? 

 

(13) 

Jiný Transylvánec cestovatelům řekl: „Nejsem pomatený upír.“ Co se všechno dá na 

základě jeho výroku zjistit? 

 

(14) 
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Cestovatelé potkali dva Transylvánce, označme si je jako A a B. Domorodec A jim řekl: 

„Nejsem zdravý člověk.“ B naproti tomu tvrdil: „Jsem pomatený člověk.“ Zjistěte povahu 

obyvatel A a B. 

 

(15) 

Další Transylvánec prohlásil dva výroky: (1) „Jsem člověk“ a (2) „Jestliže jsem člověk, pak 

hrabě Drákula je dosud naživu“. Dá se na základě těchto dvou výroků zjistit, jestli je hrabě 

Drákula naživu? Dejme tomu, že by Transylvánec místo toho pronesl pouze jeden (poněkud 

krkolomný) výrok: „Jestliže jsem člověk, pak je pravda, že jsem-li člověk, je Drákula dosud 

naživu“. (Poznámka: Považujte za samostatnou část větu: „Jsem-li člověk, je Drákula 

dosud naživu.“) Dá se na základě tohoto výroku zjistit, jestli je hrabě Drákula naživu? 

 

(16) 

Uvažujme následující situaci. Cestovatel navštíví Ostrov poctivců, padouchů a normálních 

lidí, jehož obyvateli jsou (jak napovídá název) poctivci, padouši a normální lidé, přičemž 

poctivci pokaždé říkají pravdu, padouši pokaždé lžou, a normální lidé někdy říkají pravdu 

a  někdy nikoliv. Lze úkoly týkající se tohoto ostrova řešit pomocí tabulkové metody? 

 (17) 

Cestovatel na Ostrově poctivců, padouchů a normálních lidí potká tři obyvatele, z nichž 

jeden je poctivec, druhý padouch a třetí normální (nevíme však, v jakém pořadí). Označme 

si je jako A, B a C. A prohlásil: „Jsem normální.“ B tvrdil: „To je pravda.“ Konečně C řekl: 

„Já nejsem normální.“ Zjistěte, jak je tomu ve skutečnosti. 

 

(18) 

Na ostrově Baal, jednom z ostrovů ze souostroví poctivců a padouchů, žijí lidé a opice, 

přičemž lidé i opice se dělí na dvě skupiny, na poctivce a padouchy, a opice dokáží mluvit 

stejně plynně jako lidé. Navrhněte strategii, jak řešit úkoly týkající se ostrova Baal. 

  

(19) 

Cestovatel na ostrově Baal potkal dvě zahalené osoby (takže nepoznal, kdo z nich je člověk 

a kdo opice). Označme si je jako A a B. Osoba A prohlásila: „Alespoň jeden z nás je opice.“ 

Osoba B tvrdila: „Alespoň jeden z nás je padouch.“ Jak je tomu doopravdy? 

 

(20) 

V jisté zemi se obyvatelé dělí na praváky a leváky. Praváci pravou rukou pokaždé napíší 

něco pravdivého, levou rukou však pokaždé něco nepravdivého. Naopak leváci pokaždé 

napíší levou rukou něco pravdivého a pravou rukou pokaždé něco nepravdivého. 

Předpokládáme, že jednu větu (tj. i složenou větu) napíše obyvatel pouze jednou rukou, 

různé věty však může napsat různýma rukama. Navrhněte strategii, jak pomocí tabulkové 

metody řešit příklady týkajících se těchto pisatelů. 

 

(21) 

Určete, kdo napsal tvrzení: „Tuto větu jsem napsal levou rukou.“ 

 

(22) 

Zjistěte, kdo napsal následující tvrzení: „Jsem levák a tuto větu jsem napsal pravou rukou.“ 

 

(23) 
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Jeden obyvatel napsal zvlášť dvě tvrzení: „Jsem pravák“ a „Tuto větu jsem napsal pravou 

rukou“. Co odtud plyne? 

 

(24) 

Jednou jsem našel lístek s nápisem: „Jsem levák nebo jsem tuto větu napsal levou rukou 

(a  možná obojí).“ Co odtud plyne o autorovi? 

 

(25) 

Jeden obyvatel napsal na lístek: „Jsem levák.“ Co odtud plyne? 
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Řešení: 

 

(1) 

A je poctivec, B padouch. Kdyby poslední výrok pronesl domorodec B, pak by tomu bylo 

naopak. 

(2) 

A je padouch, B poctivec. 

(3) 

Oba jsou poctivci. 

(4) 

Oba jsou poctivci. 

(5) 

A je padouch, B poctivec. 

(6) 

Ze zadání nelze nic zjistit. 

(7) 

A je poctivec, B padouch, poklad na ostrově není. 

(8) 

Člen klubu je venušská žena. 

(9) 

Člen klubu je opět venušská žena. 

(10) 

Člen klubu je marťanský muž. 

(11) 

Strategie je podobná jako v případě úkolů o Marťanech a Venušanech. 

(12) 

Na základě výroku se nedá zjistit, zda hrabě Drákula žije nebo nikoliv. 

(13) 

Transylvánec je zdravý člověk. 

(14) 

A je pomatený upír, B je zdravý upír. 

(15) 

Hrabě Drákula je naživu. 

(16) 

Výroková logika bohužel k řešení úkolů podobného druhu nestačí, protože nemáme žádnou 

možnost, jak formálně rozlišit, kdy nějaký domorodec říká pravdu pouze náhodou (je-li 

normální) a  kdy zákonitě (je-li poctivec). Zde tedy můžeme postupovat pouze neformálně. 

(17) 

K řešení úkolu je nezbytná informace, že jeden z domorodců je poctivec, jeden padouch 

a  jeden normální. Nyní stačí uvažovat jednotlivé možnosti a vyloučit ty, které vedou ke 

sporu. Tím dostaneme pouze jednu možnost, která je bezesporná. Zjistíme, že A je padouch, 

B normální a C poctivec. 

(18) 

Strategie je podobná jako v případě úkolů o Marťanech a Venušanech. 

(19) 

A je lidský padouch, B je lidský poctivec. 

(20) 
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Strategie je stejná jako u Marťanů a  Venušanů a Transylvánců a upírů, resp. 

zdravých  a  pomatených Transylvánců a  zdravých a pomatených upírů. 

(21) 

Větu napsal levák, více nelze zjistit. 

(22) 

Větu napsal pravák levou rukou. 

(23) 

Autorem vět je pravák, více nelze zjistit. 

(24) 

Autorem je levák a větu napsal levou rukou. 

(25) 

Věta byla napsána levou rukou, více nelze zjistit. 
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3 METODA PROTIPŘÍKLADU 
 

 

3.1 Základní pojmy 
 

Tabulková metoda je efektivní a účinnou metodou ověřování platnosti formulí a  úsudků, 

pro větší počet proměnných je však těžkopádná. Např. k ověření formule 

{(qqr)[u(qst)]}(pqstp), která obsahuje proměnné p, q, r, s, t a u, 

bychom museli sestrojit tabulku obsahující 2
6
=64 řádků. Podíváme-li se však na formuli 

blíže, snadno zjistíme, že tato formule nemůže být pravdivá při žádné valuaci. Formule má 

totiž tvar implikace a její antecedent dále tvar disjunkce. První člen disjunkce obsahuje 

proměnnou q a její negaci q. V klasické logice platí, že alespoň jeden z výroků q a q 

musí být pravdivý (a druhý nepravdivý), tudíž každá disjunkce, která obsahuje tyto dva 

členy, musí být pravdivá nehledě na valuaci ostatních výrokových proměnných. Odtud 

plyne, že antecedent formule {(qqr)[u(qst)]}(pqstp) je pravdivý při 

každé valuaci. Dále platí, že konsekvent má tvar konjunkce. Dvěma členy této konjunkce 

jsou proměnná p a její negace p. Jelikož konjunkce je pravdivá pouze tehdy, jsou-li 

pravdivé všechny její členy, nemůže být konjunkce obsahující p a p nikdy pravdivá. Tím 

je dokázáno, že konsekvent formule nemůže být pravdivý při žádné valuaci proměnných p, 

q, r, s, t a u. Platí tedy, že antecedent uvažované formule je vždy pravdivý a  konsekvent 

vždy nepravdivý. Odtud plyne, že formule musí být nepravdivá pro každou valuaci. Jedná 

se tedy o kontradikci a o této skutečnosti jsme se přesvědčili podstatně rychleji, než 

kdybychom pracně sestavovali šedesátičtyřřádkovou tabulku. 

 Tento příklad naznačuje, že prostá úvaha může vést k řešení podstatně rychleji než 

tabulková metoda. Z téže myšlenky vychází metoda ověřování tautologií a úsudků pomocí 

metody protipříkladu. Protipříkladem formule či úsudku rozumíme kontramodel formule či 

úsudku, tj. model, který danou formuli či úsudek falzifikuje. Při ověřování formulí 

a  úsudků tak nejprve vycházíme z hypotézy, že formule (úsudek) má nějaký kontramodel, 

tj. model, v němž je formule nepravdivá (úsudek neplatný). Tuto hypotézu zapíšeme do 

tabulky příslušné formule (úsudku) a pokusíme se vyhodnotit co nejvíce důsledků této 

hypotézy. Podaří-li se nám najít bezespornou valuaci proměnných formule (úsudku), při níž 

je formule nepravdivá (resp. úsudek neplatný), pak jsme skutečně nalezli kontramodel, 

neboli model, který danou formuli (úsudek) falzifikuje. 

Nyní ke konkrétním krokům, jak najít kontramodel (alternativně používáme termín 

„protipříklad“). Na základě induktivní definice SUF výrokové logiky platí, že každá 

formule Z je buď výrokovou proměnnou (atomickým výrokem), nebo má tvar X, kde X je 

bezprostřední podformule formule Z, nebo konečně má složený tvar XbY, kde X a Y jsou 

dvě bezprostřední podformule formule Z a b je binární výroková spojka, která tyto 

podformule spojuje. Je-li formule Z atomickou proměnnou, pak jejím kontramodelem je 

každý model, který jí přiřazuje pravdivostní hodnotu 0. Má-li formule Z tvar X, pak jejím 

kontramodelem je každý model, který přiřazuje pravdivostní hodnotu 1 formuli X. Máme-li 

např. formuli (pqr), pak k nalezení kontramodelu této formule musíme najít takový 

model, který přiřazuje pravdivostní hodnotu 1 formuli pqr. Na základě vlastností 

konjunkce víme, že konjunkce je pravdivá právě tehdy, jsou-li všechny její členy pravdivé, 

odkud dostáváme valuaci proměnných p, q a r: v(p)=1, v(q)=1, v(r)=1, tj. v(r)=0. Tím 

jsme skutečně dostali kontramodel formule (pqr), tj. v(p)=1, v(q)=1, v(r)=0, aniž 
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jsme museli sestrojit celou osmiřádkovou tabulku. Následující schéma názorně rekapituluje 

postup, jímž jsme nalezli kontramodel formule (pqr). 

 

Kontramodel formule (pqr): 

 

   (p  q   r) 

  0  
   1 

   1  1  1 0 

    
  1 3  4 2 5 6 

 

Vyšli jsme nejprve z předpokladu, že celá formule je nepravdivá. To je hypotéza 

protipříkladu – krok 1. (Poznámka: v dalším textu výchozí hypotézu již většinou 

nečíslujeme). Z tohoto předpokladu plyne důsledek 2, dále důsledky 3, 4 a 5; a z 5 konečně 

6. Sloupce 3, 4 a 6 nám tak udávají valuaci proměnných p, q a r, která falzifikuje formuli 

(pqr). Formule (pqr) tudíž může být nepravdivá a musí tak být buď 

splnitelnou formulí (tj. formulí pravdivou pro některé modely a nepravdivou v  jednom či 

více kontramodelech), nebo kontradikcí (nepravdivou při všech valuacích). Chceme-li se 

přesvědčit, zda formule je kontradikcí nebo splnitelnou formulí, můžeme sestrojit ještě 

jednu tabulku s výchozí hypotézou v((pqr))=1. Najdeme-li bezespornou valuaci 

proměnných p, q a r, při níž je formule pravdivá, pak formule má alespoň jeden model, 

a  tudíž je splnitelnou formulí. Čtenář se může pokusit příslušný model najít. 

Jak je tomu v případě tautologie? Víme, že tautologie je formule, která je pravdivá 

při všech valuacích, nemůže tedy existovat žádné bezesporné udělení pravdivostních 

hodnot proměnným, při němž by formule byla nepravdivá. Je-li tedy uvažovaná formule 

tautologií, pak při hledání kontramodelu musíme najít nějaký spor. Uvažujme např. formuli 

(pp). Tato formule má kontramodel právě tehdy, když formule pp má pravdivostní 

hodnotu 1. Aby konjunkce byla pravdivá, musí být oba její členy pravdivé, tj. musí platit 

v(p)=1 a v(p)=1, tj. v(p)=0. To je však spor – jednou jsme proměnné p přiřadili 

pravdivostní hodnotu 1 a jednou pravdivostní hodnotu 0. Neexistuje tedy žádné bezesporné 

udělení pravdivostních hodnot proměnným, při němž by tato formule byla nepravdivá, což 

znamená, že formule musí být pravdivá při všech valuacích proměnných. To dokazuje, že 

se jedná o tautologii. Následující schéma ukazuje, jak nalezený spor označujeme. 

 

Spor při hledání protipříkladu formule (pp): 

 

   (p   p)   

  0       

    1     

   1  1    

    spor 0   

 

V následujícím textu nás budou zajímat zejména případy, kdy formule Z má tvar 

XbY (typická je zejména možnost, kdy formule Z je implikace XY). Např. kontramodelem 

formule XY je každá valuace, která přiřazuje antecedentu pravdivostní hodnotu 

1 a  konsekventu pravdivostní hodnotu 0. Podaří-li se nám na základě tohoto předpokladu 
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najít bezesporné udělení pravdivostních hodnot všem výrokovým proměnným formulí 

X  a  Y, pak jsme nalezli protipříklad formule XY. Nalezneme-li však spor, dokázali jsme, 

že daná formule je tautologií. 

 

Výchozí hypotéza metody protipříkladu pro formuli XY: 

 

    X  Y 

  0  

 1  0 

 

Situace je podobně jednoznačná rovněž u formule XY. V takovém případě je totiž 

kontramodelem každá valuace proměnných, která oběma členům disjunkce přiřazuje 

pravdivostní hodnotu 0. Nalezneme-li při hledání protipříkladu spor, musí se opět jednat 

o  tautologii. 

 

Výchozí hypotéza metody protipříkladu pro formuli XY: 

 

    X  Y 

  0  

 0  0 

 

V případě formule XY již musíme uvažovat více hypotéz. Platí sice, že kdykoli nalezneme 

alespoň jednu takovou valuaci, že daná formule je nepravdivá, nalezli jsme kontramodel 

formule, a formule tudíž není tautologií; avšak v případě, že se nám při jedné hypotéze 

podařilo nalézt spor, nelze automaticky vyvodit, že se jedná o tautologii. Musíme totiž 

prověřit také všechny ostatní hypotézy, a teprve poté, co nalezneme spor při vyvození 

důsledků všech hypotéz, můžeme vyvodit závěr, že prověřovaná formule je tautologií. 

Začátečníci tento požadavek často přehlížejí a pak neoprávněně vyvozují, že se jedná 

o  tautologii i v případě, že se o žádnou tautologii nejedná. 

 

Výchozí hypotézy metody protipříkladu pro formuli XY: 

 

    X  Y 

  0  

Hypotéza I. 0  1 

Hypotéza II. 1  0 

Hypotéza III. 0  0 

 

Pro formuli XY platí podobné poznámky jako pro formuli XY, tj. že nalezneme-li při 

vyvozování důsledků jedné hypotézy spor, nesmíme vyvodit, že se jedná o  tautologii, 

dokud jsme spor nenalezli i při vyvozování důsledků druhé hypotézy. Formuli XY však 

obvykle ověřujeme tak, že ji rozložíme na dvě implikace, tj. na formule XY a  YX. 
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Výchozí hypotézy metody protipříkladu pro formuli XY: 

 

    X  Y 

  0  

Hypotéza I. 0  1 

Hypotéza II. 1  0 

 

 Metodou protipříkladu také snadno ověříme platnost či neplatnost úsudku. Úsudek 

je neplatný, jestliže existuje takový model, který verifikuje všechny premisy úsudku 

a  zároveň falzifikuje jeho závěr. To znamená, že při ověřování platnosti úsudku metodou 

protipříkladu ve výchozí hypotéze předpokládáme, že všechny premisy jsou pravdivé 

a  závěr nepravdivý. Je-li úsudek platný, pak musíme z této hypotézy vyvodit nějaký spor, 

není-li úsudek platný, dostaneme kontramodel. 

 

Výchozí hypotéza metody protipříkladu pro úsudek X1, X2, X3, ..., Xn  Y: 

 

  X1, X2, X3, ..., Xn  Y 

       0  

  1 1 1  1  0 

 

Poznámka: Mimo právě popsanou metodu protipříkladu existují i jiné postupy výrokové 

logiky. Některé další efektivní postupy lze najít např. v Hodges (1994) a v Sundholm 

(1994). V Kleene (1967) je popsána metoda velmi podobná naší metodě protipříkladu, 

kterou autor pojmenovává jako metoda zhuštěných pravdivostních tabulek (condensed truth 

tables). 

 

 

3.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Ověřme metodou protipříkladu, zda je tautologií formule: 

 

{[((pq)r)p](pq)}(pqr). 

 

Tuto formuli rozložíme na dvě implikace, tj. na implikaci: 

 

{[((pq)r)p](pq)}(pqr) 

 

a implikaci: 

 

(pqr){[((pq)r)p](pq)}. 

 

Ověříme nejprve implikaci {[((pq)r)p](pq)}(pqr). Předpokládáme tedy, 

že antecedent implikace je pravdivý a konsekvent nepravdivý. Výchozí hypotéza 

představuje krok 1. Odtud dostaneme, že oba členy konjunkce antecedentu musí být 

pravdivé – kroky 2 a 3. Ekvivalence pq je tudíž pravdivá, je-li výchozí hypotéza 
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pravdivá. Na základě tabulky ekvivalence musí platit v(p)=v(q)=1 nebo v(p)=v(q)=0. 

Nyní vyvodíme důsledky první možnosti (označme ji jako hypotézu I.), tj.důsledky 

předpokladu v(p)=v(q)=1. 

 

Spor v hypotéze I. pro formuli {[((pq)r)p](pq)}(pqr): 

 

{[((p  q)  r)  p]  ( p  q)}  (p   q  r) 

        1     0  
      1     1     0   

  9  0   0  1   1        

  0   0     0          

 1  1                 

spor 1                  

 4 10 5 7 8 2 6 1 4  3 5    1   

 

Hypotézu I. jsme zapsali jako kroky 4 a 5. Bezprostředním důsledkem v(p)=1 je v(p)=0, 

krok 6. Jelikož předpokládáme, že je pravdivá ekvivalence ((pq)r)p a nepravdivá 

formule p, musí být nepravdivá rovněž formule (pq)r (krok 7). Disjunkce je však 

nepravdivá právě tehdy, když oba její členy jsou nepravdivé (kroky 8 a 9). Konjunkce 

pq by tedy měla mít pravdivostní hodnotu 0, avšak předpokládáme, že v(p)=1 (krok 4) 

a v(q)=1 (krok 5), konjunkce pq tudíž má pravdivostní hodnotu 1 (zapíšeme jako krok 

10). To je však ve sporu s pravdivostní hodnotou, kterou jsme konjunkci pq přiřadili v 9. 

Nalezli jsme tedy spor, což dokazuje, že za předpokladu v(p)=v(q)=1 neexistuje žádná 

bezesporná valuace proměnných p, q a r, při níž by formule {[((pq)r)p](pq)} 

(pqr) byla nepravdivá. Abychom mohli vyvodit závěr, že formule je tautologií, však 

musíme prověřit ještě zbývající hypotézu II. Nalezneme-li spor i v tomto případě, pak 

skutečně neexistuje žádná valuace proměnných p, q a r, která by falzifikovala formuli 

{[((pq)r)p](pq)}(pqr). Teprve pak můžeme vyvodit, že formule je 

pravdivá při všech valuacích proměnných p, q a r, což jinými slovy znamená, že se jedná 

o  tautologii. 

 

Cvičení: Najděte spor při hypotéze II., tj. v případě, že v krocích 4 a 5 přidělíme formulím 

p a q pravdivostní hodnoty v(p)=v(q)=0. Nápověda: Spor nyní hledejte ve valuaci 

konsekventu, tj. konjunkce pqr. 

 

K tomu, zda je tautologií formule: 

 

{[((pq)r)p](pq)}(pqr) 

 

musíme nyní uvažovat implikaci v obráceném směru, tj. implikaci: 

 

(pqr){[((pq)r)p](pq)} 

 

O tom, že tato implikace je tautologií, se přesvědčíme již velmi snadno. Antecedent 

implikace má totiž tvar konjunkce a víme, že konjunkce je pravdivá právě tehdy, jsou-li 

pravdivé všechny její členy. Tím získáme potřebné informace k nalezení sporu. 
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Spor v hypotéze protipříkladu pro formuli (pqr){[((pq)r)p](pq)}: 

 
(p   q  r)  {[(( p  q)  r)  p]  ( p  q)} 

 0               

  1             0     

1  1 0  1   0   0      spor   

          0   1        

            1   1  0   0 

              1     1  

  1             1 11    

2  3 4  5   6  7 4 8 5 10  1 6  9 4 

 

Cvičení: Popište podrobně všechny kroky, jimiž jsme nalezli spor na základě předpokladu, 

že antecedent formule (pqr){[((pq)r)p](pq)} je pravdivý a konsekvent 

nepravdivý. 

 

Ověřili jsme tak, že formule: 

 

 {[((pq)r)p](pq)}(pqr) 

 

a rovněž formule: 

 

(pqr){[((pq)r)p](pq)} 

 

jsou tautologiemi. To jinými slovy znamená, že je tautologií rovněž ekvivalence, 

tj.  formule: 

 

{[((pq)r)p](pq)}(pqr). 

 

Cvičení: Uvažujte následující příběh odehrávající se na Ostrově poctivců a padouchů. 

Cestovatel potká manželský pár domorodců. Manžel mu řekne: „Je tomu tak, že já jsem 

padouch a moje manželka poctivec, nebo tak, že jsme se vzali proti vůli rodičů.“ Manželka 

– mimochodem půvabná paní – se jen mile usměje a řekne cestovateli: „Můj manžel je 

padouch.“ Spojku „nebo“ považujte za disjunkci. Zjistěte, jak je tomu ve skutečnosti a jak 

tento příběh souvisí s výše prověřovanou formulí {[((pq)r)p](pq)} 

(pqr). 

 

Poznámka: Uvažovaný příklad byl poněkud zdlouhavý, zato nám však posloužil k ilustraci 

všech potřebných kroků, s nimiž se můžeme v metodě protipříkladu setkat. Jsem 

přesvědčen, že čtenář se v následujícím výkladu spokojí již se stručnějším popisem a podle 

potřeb si sám doplní podrobnosti. 
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Příklad 2: 

 

Ověřme metodou protipříkladu, zda je tautologií formule: 

 

{[(pr)(qs)](pq)}(pqrs) 

 

Při letmém pohledu lze snadno odhadnout vhodný postup. Na základě metody protipříkladu 

totiž předpokládáme, že antecedent je pravdivý a konsekvent nepravdivý, přičemž 

konsekvent má tvar disjunkce čtyř členů. Víme, že disjunkce je nepravdivá právě tehdy, 

když jsou všechny její členy nepravdivé. Snadno tedy vyvodíme valuace proměnných p, q, 

r a s, při nichž je disjunkce pqrs nepravdivá. Po dosazení těchto valuací do 

antecedentu formule již rychle vyvodíme spor. 

 

Spor v hypotéze protipříkladu u formule {[(pr)(qs)](pq)}(pqrs): 

 
{[(p   r)  ( q  s)]  ( p  q)}  (p  q   r  s) 

         1     0  
          0   0     0    

    1        0   0  0  0   0 

 1      1             1   

0  0   1   0               

 1   spor  0                

    0              1    
10 9 11   12  14 13 1 7  8 3  2  3  4 5  6 

 

Při vyvození důsledků hypotézy protipříkladu jsme nalezli spor. To dokazuje, že neexistuje 

žádné bezesporné udělení pravdivostních hodnot proměnným, při nichž by formule 

{[(pr)(qs)](pq)}(pqrs) byla nepravdivá, tj. formule je pravdivá při 

všech valuacích proměnných p, q, r a s. To jinými slovy znamená, že formule je tautologií. 

V tomto případě bylo příslušné ověření bezpochyby snazší než sestrojení šestnáctiřádkové 

tabulky. 

  

Cvičení: Ověřte, zda je tautologií formule {[(pr)(qs)](pq)}(pqrs). 

V  případě, že formule není tautologií, uveďte kontramodel, tj. ohodnocení proměnných p, 

q, r a s, při němž je formule nepravdivá. 

 

Příklad 3: 

 

Zabývejme se formulí: 

 

{[p(pq)](pq)}(pq) 

 

K ověření, zda je formule tautologií, ji opět rozložíme na dvě implikace, tj. na implikaci 

{[p(pq)](pq)}(pq) a implikaci (pq){[p(pq)](pq)}. 

 

Ověřme první implikaci. Antecedent implikace má tvar ekvivalence dvou výroků. Aby byl 

antecedent pravdivý, musí oba výroky být zároveň pravdivé nebo oba zároveň nepravdivé, 
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tj. platí buď v(p(pq))=v(pq)=1, nebo v(p(pq))=v(pq)=0. Označme první 

možnost jako hypotézu I. a druhou možnost jako hypotézu II. Následující tabulka vyvozuje 

důsledky první hypotézy. 

 

Spor v hypotéze I. pro formuli {[p(pq)](pq)}(pq): 

 

{[p   (p  q)]  (p  q)}  ( p   q) 

      1    0  

 1       1     0   

0  0     0  0   0 spor 0 

           1   1  

            8 1   

4 2 3    1 4 2 5  7 4 1 6 5 

 

Na základě předpokladu v(p(pq))=v(pq)=1 jsme vyvodili v((pq))=0 a odtud 

v(p)=0 a v(q)=0. Po dosazení těchto valuací výroků p a q do konsekventu lze již rychle najít 

spor. Uvažujme druhou hypotézu, tj. v(p(pq))=v(pq)=0. V tomto případě lze najít 

spor ještě snadněji. Platí-li totiž v(pq)=0, pak v((pq))=1. Implikace p(pq) tedy 

má pravdivý konsekvent, a tudíž musí být pravdivá bez ohledu na valuaci výroku p. To je 

však spor s hypotézou II., podle níž v(p(pq))=0. Ověřili jsme tedy, že hypotéza 

protipříkladu vede u formule {[p(pq)](pq)}(pq) pokaždé ke sporu. To 

dokazuje, že formule je pravdivá při všech valuacích, a tudíž se jedná o tautologii. Ověření 

implikace v opačném směru je velmi snadné, proto je ponecháváme jako cvičení čtenáři. 

 

Cvičení: Ověřte, zda je tautologií formule (pq){[p(pq)](pq)}. 

 

Cvičení: Uvažujte situaci z Marťansko-venušského klubu, kdy vám člen klubu řekne: 

„Jestliže pocházím z Venuše, pak nejsem pravdomluvný.“ Jak tato situace souvisí s formulí 

{[p(pq)](pq)}(pq)? 

 

Nyní ověřme platnost dvou jednoduchých úsudků. 

 

Příklad 4: 

 

Uvažujme úsudek pq, pr  qr. Při ověřování platnosti úsudku metodou 

protipříkladu předpokládáme, že existuje kontramodel úsudku, tj. taková valuace 

atomických výroků, při níž jsou všechny premisy pravdivé a závěr nepravdivý. V případě 

tohoto úsudku najdeme spor velmi snadno. To dokazuje, že neexistuje žádná bezesporná 

valuace, při níž je úsudek neplatný, neboli při všech valuacích je tomu tak, že jsou-li platné 

všechny premisy, pak je platný rovněž závěr. To jinými slovy znamená, že úsudek je 

platný. 
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Spor při hledání protipříkladu úsudku pq, pr  qr: 

 

p  q,  p  r  q  r 

 1    1  0  0  

        0  0 

0  0 0   0     

 spor  1       

4 1 2 6 7 1 5  2 1 3 

 

Příklad 5: 

 

Uvažujme úsudek (qr)(qs), q[s(rr)]  pr. Opět předpokládáme, že existuje 

kontramodel, který verifikuje všechny premisy úsudku a falzifikuje jeho závěr. Nalezení 

sporu je velmi snadné. I tento úsudek je tedy platný. 

 

Spor při hledání protipříkladu úsudku (qr)(qs), q[s(rr)]  pr: 

 

 (q  r)  (q  s), q  [s  (r   r)]  p  r 

    1     1       0  0  

        1   1      0  0 

9     1  0   0   0       

0 1  0   0              

spor 0                  

1                    

11 4 10 3 1 4 8 7 4 1 7 5  6    2 1 3 

 

 

3.3 Cvičení 
 

(1) 

Ověřte, zda jsou tautologiemi následující formule. V případě, že formule není tautologií, 

uveďte alespoň jeden kontramodel. 

(a) {[(pr)(pq)][p(pq)]}(pqr) 

(b) (pqr){[(pr)(pq)][p(pq)]} 

(c) {[(pr)(pq)][p(pq)]}(pqr) 

(d) {[(pr)(pq)][p(pq)]}[(pqr)( pqr)(pqr)] 

(e) {[(pr)(pq)][p(pq)]}(pqr) 

(f) (pq)[(qr)(pr)] 

(g) [p(qp)][(pq)p)] 

(h) [(pq)q)][p(qq)] 

(i) [(pp)q)][p(pq)] 

(j) [(pp)q)][p(pq)] 

(k) (pq)[(pr)(qr)] 

(l) (pq)[(rp)(rq)] 

(m) (pq)[(rp)(rq)] 

(n) [(pq)q][p(pq)] 
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(o) [p(qp)][(pq)p)] 

 

(2) 

Ověřte platnost následujících úsudků. V případě, že úsudek není platný, uveďte alespoň 

jeden jeho kontramodel. 

(a) pq, pr  qr 

(b) (qr)(qs), q[s(pr)]  prs 

(c) (pq)p  p 

(d) (pq)p, p(pq)  pq 

(e) q(pr)  (pq)r 

(f) (pr)q, rp  (pq)r 

(g) (pq)p, qp  pq 

(h) (pq)p, qp  (pq)(pq) 

(i) (pq)p, (pq)q  pq 

(j) (pq)p, (pq)q  pq 

(k) [(pq)r]p, [r(pq)]q  (pqr)(pqr) 

(l) [(pq)r]p, [r(pq)]q  pqr 

 

(3) 

Vysvětlete, jaký je vztah mezi úsudky 2 (c) a (d) a situacemi odehrávajícími se na Ostrově 

poctivců a padouchů, kdy jeden ženatý domorodec prohlásí: „Jsem padouch nebo moje 

manželka poctivec“ a jiný ženatý domorodec prohlásí: „Já i moje manželka jsme padouši.“ 

Vysvětlete, jaký je vztah mezi úsudkem (h) a  situací z Ostrova poctivců a padouchů, kdy 

ženatý domorodec prohlásí: „Alespoň jeden z  nás (tj. manželů) je poctivec“ a jeho 

manželka tvrdí: „Můj manžel je poctivec.“ Vysvětlete, jaký je vztah mezi úsudky 2 (i), (j), 

(l) a cvičeními (4), (5) a (6) v  předchozí kapitole. Poznámka: Podobný vztah lze najít i 

mezi dalšími příklady. Většinou na něj již neupozorňujeme. Naleznete-li vztah i u dalších 

příkladů, zdůvodněte jej. 

 

(4) 

Převeďte do formalismu výrokové logiky následující úsudky formulované v přirozeném 

jazyce a pomocí metody protipříkladu rozhodněte, zda jsou úsudky platné či nikoliv. 

V  případě, že úsudek není platný, uveďte alespoň jeden jeho kontramodel. 

(a) Jestliže lze dělit nulou, pak se matematikové mýlí. Matematikové nemýlí nebo 

matematiku nelze aplikovat na fyzikální realitu. Avšak matematiku lze aplikovat na 

fyzikální realitu. Tudíž: Matematikové se nemýlí. 

(b) Jestliže Pavel nepřišel ke snídani, pak je nemocný. Pavel přišel ke snídani Tudíž: Pavel 

není nemocný. 

(c) Jestliže si koupíte naši ledničku, pak nebudete jíst zkažené potraviny. Avšak nekoupil 

jste si naši novou ledničku. Tudíž: Budete jíst zkažené potraviny. 

(d) Jestliže jsi někdy jel v náledí autem, pak jsi hazardoval se životem. V zimě jsi jel 

v  náledí autem. Tudíž: Hazardoval jsi se životem. 

(e) Jestliže je pan Jonáš arabský šejk, pak mu doma na zahradě teče ropa. Panu Jonášovi 

teče na zahradě ropa nebo pramen živé vody. Avšak panu Jonášovi neteče doma na zahradě 

pramen živé vody. Tudíž: Pan Jonáš je arabský šejk. 
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(f) Jestliže se Alois učil logiku a matematiku, pak studuje přírodní vědy. Jestliže se Alois 

neučil logiku, pak studuje informatiku. Alois se učil matematiku. Tudíž: Alois studuje 

informatiku. 

(g) Jestliže se  Alois učil logiku a matematiku, pak studuje přírodní vědy. Jestliže se  Alois 

neučil logiku, pak studuje informatiku.  Alois se učil matematiku. Tudíž: Pokud  Alois 

nestuduje přírodní vědy, pak studuje informatiku. 

 

(5) 

V následujících úsudcích najděte chybějící výrokovou proměnnou nebo negaci výrokové 

proměnné tak, aby závěr úsudků byl logickým důsledkem premis. 

(a) pr, q(pr), ?  qr 

(b) (pq)r, rs, ?  qs 

(c) (pr)(qs), qr, ?  ps 

(d) (pqr)(qs), qr, ?  s(qt) 

(e) (pq)r, qs, ?  ps 

(f) p(qr), rs, st, ?  r(pt) 

(g) pqr, t(pq), pt , ?  rt 
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Řešení: 

 

(1) 

Tautologie (a), (b), (c), (d), (l), (n). Nejsou tautologie (e), (f), (g), (h), (i), (j), (k), (m), (o). 

Kontramodely: 

(e) – kontramodely v(p)=1, v(q)=1, v(r)=0 a v(p)=1, v(q)=1, v(r)=1 

(f) – kontramodely např. v(p)=0, v(q)=0, v(r)=0 a v(p)=1, v(q)=1, v(r)=1 

(g) – kontramodel v(p)=1, v(q)=0 

(h) – kontramodel v(p)=1, v(q)=0 

(i) – kontramodely v(p)=1, v(q)=0 a v(p)=0, v(q)=0 

(j) – kontramodel v(p)=0, v(q)=0 

(k) – kontramodel v(p)=0, v(q)=1, v(r)=0 

(m) – kontramodel v(p)=1, v(q)=0, v(r)=0 

(o) – kontramodely v(p)=0, v(q)=1 a v(p)=0, v(q)=0 

(2) 

Platné úsudky (c), (d), (f), (h), (i), (j), (l). Neplatné úsudky (a), (b), (e), (g), (k). 

Kontramodely: 

(a) – kontramodely v(p)=1, v(q)=1, v(r)=0 a v(p)=0, v(q)=0, v(r)=1 

(b) – kontramodel v(p)=0, v(q)=1, v(r)=0, v(s)=0 

(e) – kontramodel v(p)=1, v(q)=0, v(r)=0 

(g) – kontramodel v(p)=0, v(q)=0 

(l) – kontramodely v(p)=0, v(q)=1, v(r)=0 a v(p)=1, v(q)=1, v(r)=0 

(3) 

Vztah mezi uvedenými úsudky a situacemi odehrávajícími se na Ostrově poctivců 

a  padouchů by měl být zřejmý. Není-li čtenáři tento vztah zřejmý, měl by vyhledat 

příslušné příklady a srovnat jejich výrokově-logickou strukturu s danými úsudky. 

(4) 

Platné úsudky (a), (d), (g). Neplatné úsudky (b), (c), (e), (f). 

(5) 

Chybějící premisy: 

(a) p 

(b) p 

(c) r (po doplnění tohoto předpokladu jsou však premisy úsudku sporné) 

(d) p 

(e) r 

(f) q 

(g) q 

(h) q 
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4 ÚNKF A ÚNDF TVAR FORMULÍ 
 

 

4.1 Základní pojmy 
 

 

4.1.1 ÚNKF a ÚNDF 
 

V kapitole 2 jsme se zabývali problémem, jak k dané formuli sestrojit její pravdivostní 

tabulku. Nyní se budeme zabývat opačným problémem, tj. situací, kdy máme zadánu 

pravdivostní tabulku a naším úkolem je „najít“ k tabulce nějakou formuli. Uvažujme např. 

následující tabulku obsahující proměnné p, q a r. 

 

Tabulka 1: 

 p q r X 

(1) 1 1 1 1 

(2) 1 1 0 1 

(3) 1 0 1 1 

(4) 1 0 0 0 

(5) 0 1 1 0 

(6) 0 1 0 1 

(7) 0 0 1 1 

(8) 0 0 0 1 

 

V jednotlivých řádcích tabulky (1)-(8) máme vyčísleny všechny možné valuace 

proměnných p, q a r a v posledním sloupci zadány pravdivostní hodnoty neznámé formule 

X. Tabulka o této formuli nicméně vypovídá dostatečné množství informace a  tak není 

problém příslušnou formuli sestrojit. Z tabulky lze totiž vyčíst, že při v(p)=1, v(q)=1 

a  v(r)=1 je v(X)=1 (řádek (1)), při v(p)=1, v(q)=1 a v(r)=0 je v(X)=1 (řádek (2)), při v(p)=1, 

v(q)=0 a v(r)=1 je v(X)=1 (řádek (3)) atd. Uvažujme nejprve řádek (1), tj. řádek s  valuací 

proměnných v(p)=1, v(q)=1 a v(r)=1. Formule X má v tomto řádku pravdivostní hodnotu 1. 

Dále platí, že při v(p)=1, v(q)=1 a v(r)=1je pravdivá konjunkce pqr. Nalezli jsme tak 

formuli, jmenovitě pqr, která je pravdivá pouze při valuaci v(p)=1, v(q)=1 a v(r)=1 

(v  řádku (1)), a při žádné jiné valuaci pravdivá není, jak si lze snadno ověřit. Tento postup 

můžeme zopakovat pro všechny ostatní řádky tabulky, v nichž platí v(X)=1, tj. pro řádky 

(2), (3), (6), (7) a (8). Uveďme pouze postup pro řádek (7). V tomto řádku máme valuaci 

proměnných v(p)=0, v(q)=0 a v(r)=1. Máme-li sestrojit z těchto tří proměnných pravdivou 

konjunkci (platí totiž v(X)=1), musíme proměnné p a q nejprve negovat. Dostaneme 

konjunkci pqr, která je pravdivá při této valuaci (a není pravdivá při žádné jiné 

valuaci). Při konstrukci formulí pqr a pqr jsme využili sémantickou definici 

konjunkce, totiž že konjunkce je pravdivá právě tehdy, jsou-li pravdivé všechny její členy, 

a nepravdivá v  každém jiném případě. K dané tabulce tak lze sestrojit celkem šest 

konjunkcí, z  nichž každá odpovídá jednomu řádku tabulky (a je pravdivá pouze 

v  příslušném řádku a  v žádném jiném). Sestrojíme-li z jednotlivých konjunkcí formuli 

X   tak, že tyto konjunkce spojíme pomocí disjunkcí, dostaneme formuli, která je pravdivá 

pouze v  uvedených šesti řádcích tabulky a v žádném jiném řádku, tj. skutečně formuli 
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odpovídající příslušné pravdivostní tabulce formule X. V našem případě dostaneme 

formuli: 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Srovná-li čtenář tabulku 1 s tabulkou formule [(qr)(pq)](pr), již jsme zkoumali 

v kapitole 2.1, snadno zjistí, že obě tabulky mají stejné výsledné pravdivostní hodnoty, tj. 

že výše uvedená konjunkce X a formule [(qr)(pq)](pr) jsou navzájem logicky 

ekvivalentní, přičemž naše formule X obsahuje pouze spojky ,  a . 

Můžeme však sestrojit rovněž jinou formuli Y, která rovněž odpovídá tabulce 1. Při 

jejím sestrojení využijeme sémantických vlastností disjunkce. Nejprve si všimněme, že 

tabulka přiřazuje formuli X pravdivostní hodnotu 0 pouze ve dvou řádcích, jmenovitě 

v  řádcích (4) a (5), tj. při valuacích proměnných v(p)=1, v(q)=0, v(r)=0 a v(p)=0, v(q)=1, 

v(r)=1. Víme, že disjunkce je nepravdivá právě tehdy, jsou-li nepravdivé všechny její členy. 

Můžeme tedy snadno sestrojit takovou disjunkci proměnných p, q a r (některé z těchto 

proměnných musíme stejně jako při konstrukci formule X nejprve negovat), že tato 

disjunkce je nepravdivá v řádku (4) a všude jinde pravdivá. Dostaneme  disjunkci pqr. 

Stejným způsobem sestrojíme disjunkci, která je nepravdivá pouze v řádku (5), 

konkrétně disjunkci pqr. Obě tyto disjunkce jsou nepravdivé právě v jednom řádku, 

jejich konjunkcí tudíž dostaneme formuli, která je nepravdivá v obou řádcích, tj. formuli 

(pqr)(pqr). Tato formule je nepravdivá pouze v řádcích (4) a (5) a ve všech 

jiných řádcích je pravdivá. Tak jsme sestrojili formuli Y, která rovněž odpovídá 

pravdivostní tabulce 1 a obsahuje opět pouze spojky ,  a . 

 Zobecněním postupu, který jsme využili v analýze tabulky 1 a formule 

[(qr)(pq)](pr), lze dokázat větu o úplné normální disjunktivní formě a úplné 

normální konjunktivní formě formulí. K formulaci samotné věty je však užitečné nejprve 

definovat následující pojmy. 

 

Definice (literály, elementární konjunkce, elementární disjunkce, ÚNDF a ÚNKF): 

Mějme atomické výrokové proměnné p1, ..., pn. Uvažujme formule q1, ..., qn, kde každá 

formule qi je výrokovou proměnnou pi, nebo její negací pi. Formuli qi říkáme literál. 

Literálem je tedy atomická formule nebo její negace. Mějme konjunkci literálů q1...qn, 

která obsahuje právě jeden výskyt každé z proměnných p1, ..., pn (tj. nezměněný nebo 

s  negací). Pak konjunkci q1...qn nazýváme elementární konjunkce proměnných p1, ..., pn. 

Mějme podobně disjunkci literálů q1...qn, která obsahuje právě jeden výskyt každé 

z  proměnných p1, ..., pn. Pak tuto disjunkci q1...qn nazýváme elementární disjunkce 

proměnných p1, ..., pn. O formuli, obsahující proměnné p1, ..., pn, která má tvar X1...Xn, 

kde X1, ..., Xn jsou elementární konjunkce proměnných p1, ..., pn, řekneme, že je ve tvaru 

úplné normální disjunktivní formy (ÚNDF). Podobně o formuli, obsahující proměnné p1, ..., 

pn, která má tvar Y1...Yn, kde Y1, ..., Yn jsou elementární disjunkce proměnných p1, ..., pn, 

řekneme, že je ve tvaru úplné normální konjunktivní formy (ÚNKF). 

 

Věta o ÚNDF a ÚNKF: 

Každou formuli X obsahující výrokové proměnné p1,  ..., pn lze ekvivalentně vyjádřit ve 

tvaru ÚNDF a ÚNKF, kde každá elementární konjunkce, resp. každá elementární disjunkce 

obsahuje všechny proměnné p1,  ..., pn. 
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Důkaz této věty lze najít v kterékoli standardní učebnici logiky, k důkazu však stačí pouze 

dostatečně zobecnit výše uvedené úvahy. 

 

 Pro obecnost můžeme zavést ještě jeden pojem, konstantní atomickou formuli . 

Tato formule zastupuje jakoukoli kontradikci, tj. je vždy nepravdivá. Víme dále, že 

kontradikce obsahující proměnné p1, ..., pn, je nepravdivá při libovolné valuaci 

proměnných, tj. tato formule nemá žádnou ÚNDF. Definujme tedy, že ÚNDF kontradikce 

je atomická formule . Podobně platí, že tautologie obsahující proměnné p1,  ..., pn, je 

pravdivá při libovolné valuaci proměnných, tj. tato formule nemá žádnou ÚNKF. 

Definujme tedy, že ÚNKF tautologie je konstantní atomická formule , která se označuje 

jako  a zastupuje libovolnou tautologii. 

 

 

4.1.2 Craigova věta o interpolaci 
 

Pomocí věty o ÚNDF a ÚNKF lze dokázat např. následující větu známou jako Craigova 

věta o interpolaci. Přesněji řečeno, dokážeme pouze její výrokově logickou variantu. Věta 

je však důležitá především ve svém obecnějším tvaru pro predikátovou logiku. 

 

Craigova věta o interpolaci: 

Mějme formule A a C. Platí-li A  C, pak existuje taková formule B obsahující pouze 

výrokové proměnné, které se vyskytují v obou formulích A a C, že platí A  B a zároveň 

B   C. Formuli B říkáme interpolační (resp. interpolující) formule k formulím A a C. 

 

Poznámka: Mějme úsudek   C, kde  je množina premis ={A1,...,An}. Považujeme-li 

množinu premis  za konjunkci A1...An, pak Craigova věta platí i pro úsudek   C, tj. 

existuje formule B tak, že   B a B  C, kde formule B obsahuje pouze výrokové 

proměnné, které se vyskytují zároveň ve všech formulích A1, ..., An a C. 

 

Na základě vlastností logického vyplývání triviálně platí, že pokud A  C, pak 

platí-li B=A nebo B=C, potom A  B a B  C. Craigova věta nám však tvrdí, že kromě této 

situace může nastat případ, kdy BA a zároveň BC, což již není triviální. Důkaz Craigovy 

věty je pro čtenáře užitečným cvičením logické abstrakce. Důkaz spočívá na hypotetickém 

provedení konstrukce formule B ve tvaru ÚNDF. Z předpokladu, že tato konstrukce byla 

provedena, se vyvozují důsledky, na jejichž základě plyne A  B a B  C. V důkazu navíc 

podrobně využíváme teorii modelů pro výrokovou logiku. 

 

Poznámka (notační konvence): V následujícím textu, tj. od tohoto místa až do konce 

skript, označujeme modely gotickým písmem. Zdůrazňujeme tím skutečnost, že model je 

pojem metajazyka, nikoli objektového jazyka logiky. Jedná-li se o výrokovou logiku, pak 

modelem M např. formule p[q(pr)] je jednoduše nějaká valuace v proměnných p, 

q a r, při níž je tato formule pravdivá. (Modelem této formule jsou všechny valuace 

proměnných p, q, r, kromě valuace v(p)=v(q)=v(r)=1. Tato valuace je kontramodelem 

formule, všechny ostatní valuace jsou modely formule.) Pro zjednodušení si konečně 

zavedeme značení, podle nějž zápis M  X vyjadřuje tvrzení, že nějaká valuace 

proměnných M je modelem formule X, tj. že formule X je při této valuaci pravdivá. 

Jedná-li se o predikátovou logiku, pak modelem M formule X je nějaká interpretace I, při 
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níž formule X vyjadřuje pravdivý výrok. Modelům formulí a úsudků predikátové logiky 

věnujeme kapitolu 9. 

 

Důkaz Craigovy věty o interpolaci: 

Předpokládejme, že platí A  C. Sestrojme pravdivostní tabulku formulí A a C a zároveň si 

připravme tabulku zatím neznámé formule B. Množinu atomických výrokových 

proměnných, která obsahuje proměnné vyskytující se ve formulích A a zároveň C, si 

označme jako P. Množinu obsahující proměnné vyskytující se v jedné nebo druhé formuli 

si označme jako P1. Zřejmě platí PP1 (tímto zápisem rozumíme, že množina P je 

podmnožinou množiny P1, tj. že všechny prvky P patří zároveň do množiny P1). Po hledané 

interpolující formuli B  požadujeme, aby obsahovala proměnné oběma formulím společné, 

tj. pouze proměnné z  množiny P. 

Nyní přejdeme ke konstrukci tabulky formule B, tj. k dosazování pravdivostních 

hodnot 1 a 0 do připravených řádků tabulky. Postupujeme tak, že pravdivostní hodnotu 

1  dosadíme do řádku pouze tehdy, lze-li příslušnou valuaci proměnných množiny P rozšířit 

na takovou valuaci proměnných množiny P1, že tato valuace je modelem formule A. 

V  opačném případě dosadíme pravdivostní hodnotu 0. Na základě vyplněné tabulky 

sestrojíme formuli ve tvaru ÚNDF (tj. při konstrukci formule vycházíme ze všech řádků 

tabulky s ohodnocením 1). Tvrdíme, že takto sestrojená formule je interpolační formulí B. 

Dokažme nejprve, že A  B. K tomu uvažujme takovou valuaci N1 proměnných 

množiny P1, že tato valuace je modelem formule A, tj. N1  A. Na základě naší konstrukce 

formule B musí totiž existovat taková valuace N2 proměnných množiny P, která se s P1 

shoduje v ohodnocení všech proměnných množiny P, že N2 je modelem formule B, tj. 

N2  B. Jelikož se však N2 shoduje s N1 v ohodnocení všech proměnných množiny P, musí 

platit také N1  B (proměnné množiny P1, které se v B nevyskytují, nemají na výslednou 

pravdivostní hodnotu formule žádný vliv). Libovolný model N1 formule A je tudíž rovněž 

modelem formule B; tj. platí-li N1  A, pak rovněž N1  B. Tím jsme dokázali, že A  B. 

Dále dokažme, že B  C. K tomu vezměme libovolnou valuaci M1 množiny 

proměnných P1, která je modelem formule B (opět platí, že pokud tato valuace obsahuje 

proměnné, jež se ve formuli B nevyskytují, nemají tyto proměnné na výslednou 

pravdivostní hodnotu formule žádný vliv). Uvažujme valuaci M2 množiny proměnných P, 

která se v ohodnocení proměnných množiny P shoduje s valuací M1. M2 je zřejmě 

modelem formule B, protože se v ohodnocení proměnných množiny P shoduje s  M1. Na 

základě naší konstrukce formule B musí existovat valuace M3 množiny proměnných P1, 

která je modelem formule A, a která se s M2 shoduje v ohodnocení všech proměnných 

množiny P. Sestrojme konečně valuaci M4 množiny proměnných P1, která se s M3 shoduje 

v ohodnocení všech proměnných vyskytujících se ve formuli A a s M1 v  ohodnocení všech 

proměnných vyskytujících se ve formuli C. Pak platí M4  A, tj. M4 je modelem formule 

A. Potom ovšem také M4  C (podle předpokladu A  C). Jelikož jsme model M4 zvolili 

tak, že se v ohodnocení všech proměnných vyskytujících se ve formuli C shoduje 

s  modelem M1, musí platit rovněž M1  C. Tím je dokázáno, že pro libovolně zvolený 

model M1 (kde M1 je valuace proměnných množiny P1) formule B platí rovněž M1  C. 

Tím jsme dokázali, že B  C. 

Nalezená formule B je tudíž interpolační formulí k formulím A a C, tj. platí A  B 

a  B  C.  
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4.1.3 Ekvivalentní úpravy formulí 
 

Nyní se vraťme k formulím ve tvaru ÚNDF a ÚNKF. Přestože tabulková metoda je jistě 

spolehlivou cestou k nalezení ÚNKF a ÚNDF nějaké formule, bývá často jednodušší jiný 

způsob, který je založen na použití ekvivalentních úprav. K tomu lze využít následující větu 

výrokové logiky. 

 

Věta o nahrazení: 

Nechť CA je formule, která obsahuje jako samostatnou část formuli A. Nechť CB je formule, 

která vznikne tak, že v CA nahradíme výskyty formule A výskyty formule B. Pak platí-li 

 AB (tj. jsou-li formule A a B logicky ekvivalentní) potom rovněž  CACB (neboli: 

rovněž formule CA a CB jsou logicky ekvivalentní). 

 

Důkaz této věty lze najít v každé standardní učebnici logiky. Viz např. Kleene 

(1967) a Štěpán (2001). Větu lze také dokázat jako důsledek věty o ÚNKF a  ÚNDF. Věta 

o nahrazení nám poskytuje snadný způsob, jak postupovat při hledání ÚNKF a ÚNDF 

formulí. Pro libovolnou formuli XA, která obsahuje jako samostatnou část formuli A, platí, 

že nahradíme-li výskyty formule A výskyty nějaké formule B, která je s  formulí A logicky 

ekvivalentní, pak takto odvozená formule XB je logicky ekvivalentní s  výchozí formuli XA. 

Při ekvivalentních úpravách formulí využíváme známé ekvivalenční tautologie výrokové 

logiky. Mezi nejčastěji používané tautologie patří všechny zobrazovací tautologie, dále de 

Morganovy zákony, distributivní zákony pro konjunkci a disjunkci a  konečně zákony 

rozšíření pro konjunkci a disjunkci. Pro úplnost uvádíme přehled nejužitečnějších formulí. 

 

Zobrazovací tautologie výrokové logiky: 

 

(pq)(pq)  – zobrazovací tautologie implikace na disjunkci  

(pq)(pq)  – zobrazovací tautologie implikace na konjunkci 

(pq)(pq)  – zobrazovací tautologie disjunkce na implikaci 

(pq)(pq)  – zobrazovací tautologie konjunkce na implikaci 

(pq)[(pq)(qp)]  – zobrazovací tautologie ekvivalence na dvě implikace 

(pq)[(pq)(qp)]  – zobrazovací tautologie ekvivalence na ÚNKF 

(pq)[(pq)(pq)]  – zobrazovací tautologie ekvivalence na ÚNDF 

(pq)(pq)  – zobrazovací tautologie konjunkce na disjunkci 

(pq)(pq)  – zobrazovací tautologie disjunkce na konjunkci 

 

De Morganovy zákony: 

 

(pq)(pq) – negace konjunkce 

(pq)(pq) – negace disjunkce 

 

Distributivní zákony pro konjunkci a disjunkci: 

 

[p(qr)][(pq)(pr)] 

[p(qr)][(pq)(pr)] 

[(pq)(rs)][(pr)(ps)(qr)(qs)] 
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[(pq)(rs)] [(pr)(ps)(qr)(qs)] 

 

Zákony rozšíření pro konjunkci a disjunkci: 

 

p(p) 

p(p) 

 

Jelikož  zastupuje libovolnou tautologii, můžeme v prvním zákonu rozšíření za  dosadit 

např. qq. Podobně můžeme v druhém zákonu rozšíření za  dosadit qq. Tak 

dostaneme následující tvar těchto zákonů: 

 

p[p(qq)] 

p[p(qq)] 

 

Aplikujeme-li nyní distributivní zákony pro konjunkci a disjunkci, dostaneme tvar zákonů 

rozšíření, který nám umožňuje libovolnou elementární konjunkci (resp. elementární 

disjunkci) rozšířit o další výrokovou proměnnou. 

 

p[(pq)(pq)] 

p[(pq)(pq)] 

 

Při hledání ÚNKF a ÚNDF formulí můžeme dále použít následující „technický 

trik“. [Viz Fitting (1983), s. 234-235.] Uvažujme formuli A. Převeďme na ÚNDF formuli 

A. Zaměníme-li nyní všechny literály s negací za literály bez negace a naopak literály 

s  negací za literály bez negace a všechny konjunkce za disjunkce a naopak, potom formule, 

kterou takto dostaneme, je ÚNKF formule A. 

 

Cvičení: Zdůvodněte oprávněnost této metody. Ukažte dále, že platí i opačný postup, tj. že 

na základě již známé ÚNKF formule A lze sestrojit ÚNDF formule A. 

 

Poznámka: Další postup, jak na základě již známé ÚNKF najít ÚNDF formule (a naopak 

na základě známé ÚNDF najít ÚNKF) uvádíme v řešených příkladech. 

 

 

4.1.4 Logické důsledky a premisy formule (množiny formulí) 
 

Nalezení logických důsledků a logických předpokladů formule, resp. množiny formulí 

navazuje na úlohu nalezení ÚNKF formule, resp. množiny formulí. Máme-li množinu 

formulí ={A1,...,An} pak ÚNKF této množiny nalezneme tak, že mezi jednotlivými 

formulemi A1, ..., An zavedeme konjunkci, tj. množinu formulí převedeme na formuli 

A1...An a dále již postupujeme pomocí známých ekvivalentních úprav, případně pomocí 

tabulkové metody. Podle věty o  ÚNKF a ÚNDF platí, že výsledná ÚNKF C1...Cn je 

logicky ekvivalentní s A1...An. K nalezení logických důsledků množiny formulí  

využijeme následující větu o konjunkci. 
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Věta o konjunkci: 

Každý úsudek tvaru B1B2...Bn  C, kde C=B1 nebo C=B2 nebo ... C=Bn, je platný. 

 

Důkaz tohoto tvrzení je jednoduchým důsledkem Craigovy věty o interpolaci. Jiný důkaz 

lze najít např. ve Štěpán (2001). 

 

Cvičení: Dokažte na základě Craigovy věty o interpolaci větu o konjunkci. 

 

Jelikož pro ÚNKF množiny formulí platí ekvivalence A1...AnC1...Cn, plyne na 

základě tranzitivnosti logického vyplývání a věty o konjunkci, že všechny následující 

úsudky jsou logicky platné: 

 

  C1; ...;   Cn 

  C1C2; ...;   C1Cn; ...;   Cn–1Cn 

  C1C2C3; ...;   Cn–2Cn–1Cn 

... 

  C1C2...Cn 

 

To jinými slovy znamená, že logickými důsledky množiny formulí  jsou všechny 

kombinace C1, ..., Cn, C1C2, ..., C1Cn, ..., Cn-1Cn, C1C2C3, ..., C1C2...Cn, kde 

členy konjunkcí C1, ..., Cn jsou elementární disjunkce ÚNKF množiny . Úkol, kdy máme 

najít všechny logické důsledky množiny formulí  tak lze redukovat na nalezení ÚNKF 

množiny  a všech kombinací jednotlivých elementárních disjunkcí. 

 

 Úkol najít premisy formule (resp. premisy k množině formulí ) je inverzní 

k  předchozí úloze, tj. úloze najít všechny logické důsledky. Pro každou formuli 

A  elementárně platí A  A. Na základě vlastností logického vyplývání a věty o konjunkci 

dále platí úsudek A, B  A pro libovolnou formuli B. Premisami formule A (resp. množiny 

formulí ) jsou tak (1) ÚNKF formule A (ÚNKF množiny formulí ) a (2) všechny formule 

B, které se v ÚNKF formule A (ÚNKF množiny formulí ) nevyskytují. Pro jednoduchost 

se zde omezíme pouze na takové elementární disjunkce, které obsahují stejné atomické 

proměnné jako ÚNKF formule A (ÚNKF množiny formulí ). Označme elementární 

disjunkce, které se nevyskytují v ÚNKF formule A (podobně pro množinu formulí ) jako 

P1, P2, ..., Pk. Pak platí následující úsudky: 

 

ÚNKF  A 

P1ÚNKF  A; P2ÚNKF  A; ...; PkÚNKF  A 

P1P2ÚNKF  A; ...; P1PkÚNKF  A; ...; Pk–1PkÚNKF  A 

P1P2P3ÚNKF  A; ...; Pk–2Pk–1PkÚNKF  A 

P1P2...PkÚNKF  A 

 

Premisami formule A (podobně pro množinu formulí ) jsou tedy ÚNKF formule 

A  a  konjunkce formulí P1, P2, ..., Pk s ÚNKF tj.: 

 

ÚNKF 

P1ÚNKF; P2ÚNKF, ... 
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P1P2ÚNKF, P1PkÚNKF, ..., Pk–1PkÚNKF, ... 

P1P2P3ÚNKF, ..., Pk–2Pk–1PkÚNKF, ... 

P1P2...PkÚNKF 

 

 

4.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Nalezněme interpolační formuli k úsudku (pq)r  s(qr). 

 

Interpolační formuli tohoto úsudku sestrojíme způsobem, který jsme popsali v důkazu 

Craigovy věty o interpolaci. Sestrojme tedy nejprve pravdivostní tabulku úsudku. 

 

Pravdivostní tabulka úsudku (pq)r  s(qr): 

 

 p q r s (p  q)  r s  (q  r) 

(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(2) 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 

(3) 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 

(4) 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 

(5) 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 

(6) 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 

(7) 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 

(8) 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

(9) 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(10) 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 

(11) 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 

(12) 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 

(13) 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 

(14) 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 

(15) 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 

(16) 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 

 

Obě formule úsudku mají společné proměnné q a r, interpolační formule B musí tudíž 

obsahovat právě tyto proměnné. Formule (pq)r, premisa úsudku, je pravdivá v řádcích 

(1)-(2), (5)-(6), (9)-(10) a (13)-(16). Na základě valuací proměnných q a r v těchto řádcích 

sestavíme tabulku formule B: 

 

Pravdivostní tabulka interpolační formule B: 

 

q r B 

1 1 1 

1 0 0 

0 1 1 

0 0 1 
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Interpolační formule B k úsudku (pq)r  s(qr) tudíž je (qr)(qr)(qr) 

(ÚNDF). ÚNKF formule B je qr, což lze ještě jednodušeji vyjádřit jako qr. 

Skutečnost, že qr je interpolační formulí úsudku (pq)r  s(qr), si čtenář může 

ověřit pomocí obou výše uvedených tabulek. 

 

Příklad 2: 

 

Nalezněme interpolační formuli k úsudku pq, r  q(sr). Opět postupujeme tak, že 

interpolační formuli nalezneme pomocí pravdivostní tabulky (premisy úsudku spojíme 

konjunkcí). 

 

Pravdivostní tabulka úsudku pq, r  q(sr): 

 p q r s p  q r q  (s  r) 

(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(2) 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 

(3) 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 

(4) 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 

(5) 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 

(6) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 

(7) 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 

(8) 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

(9) 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 

(10) 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 

(11) 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 

(12) 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 

(13) 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 

(14) 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 

(15) 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 

(16) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 

 

Zde je tabulka interpolační formule B: 

 

q r B 

1 1 1 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 

 

Interpolační formule B k úsudku pq, r  q(sr) je tudíž formule qr (ÚNDF), resp. 

(qr)(qr)(qr) (ÚNKF). 

 

Příklad 3: 

 

Převeďme pomocí ekvivalentních úprav na tvar ÚNDF a ÚNKF formuli (pq)(pr). 
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Na základě zobrazovací tautologie (pq)(pq) první člen disjunkce převedeme na 

konjunkci, čímž dostaneme (pq)(pr). Tím jsme již získali normální disjunktivní 

formu, ale ještě nikoli úplnou formu. Úplnou formu získáme, rozšíříme-li oba členy 

disjunkce o literály, které tyto členy neobsahují. To můžeme učinit na základě tautologie 

p(p), z níž – jak víme – plyne p[(pq)(pq)]. Rozšíříme-li první závorku 

o  literál r dostaneme (pqr)(pqr)(pr). Nyní zbývá rozšířit elementární 

konjunkci (pr) o literál q, čímž konečně dostaneme (pqr)(pqr)(pqr) 

(pqr). Tato disjunkce je hledanou ÚNDF formule (pq)(pr). 

 

Tutéž formuli nyní převeďme na tvar ÚNKF. K tomu se vraťme o několik kroků 

dříve, k řádku, kde jsme dostali (pq)(pr). Na formuli použijme distributivní zákon 

[(pq)(rs)][(pr)(ps)(qr)(qs)]. Po jeho aplikaci získáme: 

 

 (pp)(pr)(pq)(qr) 

 

První člen má tvar tautologie (zákona vyloučeného třetího) a na základě tautologie 

(p)p jej můžeme vynechat. Tím dostaneme: 

 

(pr)(pq)(qr) 

 

Rozšiřme první člen o literál q: 

 

(pqr)(pqr)(pq)(qr) 

 

dále třetí člen, tj. (pq) o literál r: 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(qr) 

 

a konečně poslední člen o literál p: 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Získali jsme konjunkci sestávající z šesti členů, z nichž podtržené členy se opakují. Na 

základě tautologie (pp)p můžeme z opakujících se členů ponechat pouze jeden, čímž 

dostaneme: 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Tato konjunkce je hledanou ÚNKF formule (pq)(pr). Získaný poznatek, tj. že 

formule (pq)(pr) má ÚNDF (pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

a  ÚNKF (pqr)(pqr)(pqr)(pqr) si lze ověřit pomocí pravdivostní 

tabulky formule, kterou uvádíme na následující straně. 
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Pravdivostní tabulka formule (pq)(pr): 

 p q r  (p  q)  (p  r) 

(1) 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 

(2) 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 

(3) 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 

(4) 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 

(5) 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 

(6) 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 

(7) 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 

(8) 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

 

Formule (pq)(pr) je pravdivá ve třetím, čtvrtém, pátém a sedmém řádku. Třetímu 

řádku odpovídá valuace proměnných v(p)=1, v(q)=0, v(r)=1, z níž sestrojíme elementární 

konjunkci pqr. Čtvrtému řádku odpovídá valuace v(p)=1, v(q)=0, v(r)=0, z níž 

sestrojíme elementární konjunkci pqr, dále pátému řádku s valuací v(p)=0, v(q)=1, 

v(r)=1 elementární konjunkce pqr, a konečně sedmému řádku s valuací v(p)=0, v(q)=0, 

v(r)=1 elementární konjunkce pqr. Disjunkce všech elementárních konjunkcí, tj. 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) je tedy vskutku ÚNDF formule 

(pq)(pr). 

 

Cvičení: Podobným způsobem sestrojte na základě pravdivostní tabulky ÚNKF formule. 

Pokuste se dále najít ÚNKF na základě negace výchozí formule, tj. [(pq)(pr)] 

pomocí výše zmíněného „technického triku“. 

 

Příklad 4: 

 

Převeďme na ÚNDF a ÚNKF formuli  p(pq). 

 

Aplikujeme-li tautologii (pq)(pq), dostaneme p(pq). Totéž provedeme 

i  s  druhým členem disjunkce a  dostaneme ppq. Jelikož platí tautologie (p), je 

zřejmé, že tato disjunkce je rovněž tautologií (první dvojicí disjunkce je tautologie pp, 

zákon vyloučeného třetího). Formule p(pq) je tudíž tautologií (jedná se o tautologii 

známou jako zákon Dunse Scota), což znamená, že tato formule má ÚNDF sestávající 

z elementárních konjunkcí odpovídajících valuacím atomických výroků ve všech řádcích, 

tj. disjunkci (pq)(pq)(pq)(pq). Podle naší dohody lze ÚNKF zapsat 

jako  . 

 

Příklad 5: 

 

Převeďme na ÚNDF a ÚNKF formuli (pq)(qp). 

 

Nejprve aplikujeme tautologii (pq)(pq), čímž dostaneme (pq)qp. Jako 

další krok použijeme na první člen disjunkce (člen v závorce) tautologii (pq)(pq), 

odkud dostaneme (pq)qp. Tato formule již má tvar disjunkce, zbývá rozšířit ji na 

tvar ÚNDF. Toho dosáhneme postupným použitím tautologií rozšíření pro konjunkci 

a  disjunkci na oba členy q a p. Rozšiřme nejprve člen q. Zřejmě získáme další 
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konjunkce, z nichž některé se mohou opakovat. Opakující se konjunkce podtrhneme, čímž 

dostaneme (pq)(pq)(pq)p. Z opakujících se členů (elementárních konjunkcí) 

můžeme všechny kromě jednoho vynechat. Výsledkem je disjunkce (pq)(pq)p. 

Dále rozšíříme člen p, čímž dostaneme (pq)(pq) (pq)(pq). Podtržené členy 

se opakují, proto opět stačí, ponecháme-li pouze jeden z nich. Výsledkem je disjunkce 

(pq)(pq)(pq). Tato disjunkce je ÚNDF formule (pq)(qp). 

 

Nyní ukážeme další „technický trik“, jak na základě ÚNDF formule najít její 

ÚNKF. Víme, že ÚNDF formule (pq)(qp) je (pq)(pq)(pq) a dále víme, 

že pro dvě výrokové proměnné má příslušná pravdivostní tabulka formule čtyři řádky (pro 

tři výrokové proměnné osm řádků, pro čtyři výrokové proměnné šestnáct řádků atd., obecně 

pro n proměnných 2
n
 řádků). Víme, že v řádcích odpovídajících elementárním konjunkcím 

ÚNDF je formule pravdivá. Námi sestrojená ÚNDF odpovídá třem řádkům, v  nichž má 

formule pravdivostní hodnotu 1, zbývá tedy najít pouze jeden řádek, v němž je formule 

nepravdivá. Na základě informace, kterou již máme k dispozici, lze tento řádek najít i bez 

sestrojení pravdivostní tabulky. K tomu si do následující tabulky zapišme všechny možné 

kombinace literálů pro dvě výrokové proměnné. 

 

Tabulka možných kombinací literálů proměnných p a q: 

p,q p,q p,q p,q 

I. II. III. IV. 

 

Srovnáním s ÚNDF zjistíme, že elementární konjunkce ÚNDF odpovídají kombinacím 

literálů I., II. a IV. Zbývající kombinací tudíž je p, q, jíž odpovídá elementární konjunkce 

pq. Z této elementární konjunkce lze již odvodit ÚNKF formule (pq)(qp). Stačí, 

nahradíme-li v této elementární konjunkci všechny konjunkce  disjunkcemi a zaměníme-li 

negované literály za literály bez negace a naopak literály bez negace za literály s negacemi. 

Tímto způsobem dostaneme pq což je ÚNKF dané formule. Tento postup platí 

samozřejmě i naopak (při hledání ÚNDF na základě již známé ÚNKF). Získané výsledky si 

opět lze ověřit pomocí pravdivostní tabulky. 

 

Pravdivostní tabulka formule (pq)(qp): 

p q (p  q)  (q  p) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 1 0 0 1 0 1 1 

0 1 0 1 1 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 1 0 1 0 

 

Cvičení: Zdůvodněte tento postup. Nápověda: Převeďte jej na již známý technický trik, 

který jsme zmínili v závěru části 4.2. 

 

Příklad 6: 

 

Převeďme na ÚNDF a ÚNKF formuli (pq)[(rq)(rp)]. 

 

Nejprve použijeme zobrazovací tautologii (pq)(pq). Tím dostaneme 

(pq)[(rq)(rp)]. Tato formule má tvar disjunkce, kde první člen je negací 
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implikace pq. Dále použitím tautologie (pq)(pq) na první člen disjunkce 

dostaneme (pq)[(rq)(rp)]. Znovu použijeme zobrazovací tautologii 

(pq)(pq) a odvodíme (pq)[(rq)(rp)]. Nyní je většina práce hotova, 

zbývá převést pomocí de Morganových zákonů poslední člen disjunkce na konjunkci, 

odkud plyne (pq)(qr)(pr). Tuto formuli již snadno rozšíříme na ÚNDF, 

čímž konečně dostaneme: 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Tato disjunkce je ÚNDF formule (pq)[(rq)(rp)]. 

 

Cvičení: Sestrojte pravdivostní tabulku formule (pq)[(rq)(rp)] a ověřte pomocí 

tabulky, že uvedená disjunkce je skutečně ÚNDF této formule. 

 

Nyní pomocí již známé ÚNDF sestrojíme (bez pomoci pravdivostní tabulky) ÚNKF 

formule (pq)[(rq)(rp)]. Postupujeme pomocí triku vyloženého v předchozím 

příkladě. V níže uvedené tabulce vyčíslujeme všechny možné kombinace literálů 

proměnných p, q a r. 

 

Tabulka možných kombinací literálů proměnných p, q a r: 

p,q,r p,q,r p,q,r p,q,r p,q,r p,q,r p,q,r p,q,r 

I. II. III. IV. V. VI. VII. VIII. 

 

Námi nalezené elementární konjunkce ÚNDF odpovídají po řadě kombinacím III., IV., VI. 

a VIII. Kombinace, které nejsou vyčerpány v ÚNDF, jsou tedy I., II., V. a VII. Jim 

odpovídají elementární konjunkce (pqr), (pqr), (pqr), (pqr). 

Zaměníme-li konjunkce za disjunkce a negované literály za literály bez negace a naopak, 

dostaneme elementární disjunkce hledané ÚNKF. Hledaná ÚNKF má tudíž tvar: 

 

 (pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Cvičení: Ověřte pomocí pravdivostní tabulky formule (pq)[(rq)(rp)], že 

uvedená disjunkce je skutečně ÚNDF této formule. 

 

Příklad 7: 

 

Převeďme na tvar ÚNKF a ÚNDF formuli [(pq)r][p(qr)]. K formuli nalezněme 

její premisy a logické důsledky. 

 

ÚNKF formule je (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) a  ÚNDF 

formule je (pqr)(pqr)(pqr). 

 

Cvičení: Ověřte, že uvedené formule jsou skutečně ÚNKF a ÚNDF výchozí formule. 

 

Nyní nalezneme elementární disjunkce, které se nevyskytují v ÚNKF formule. Zřejmě se 

jedná o disjunkce pqr, pqr a pqr. Označme P1=pqr, P2=pqr, 

P3=pqr. Premisami formule tak jsou: 
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ÚNKF 

ÚNKFP1 

ÚNKFP2 

ÚNKFP3 

ÚNKFP1P2 

ÚNKFP2P3 

ÚNKFP1P3 

ÚNKFP1P2P3 

 

Logickými důsledky formule jsou všechny kombinace elementárních disjunkcí ÚNKF 

formule. Logické důsledky formule tedy jsou pqr; pqr; ..., pqr; 

(pqr)(pqr); ...; (pqr)(pqr); (pqr)(pqr)(pqr) 

(pqr)(pqr). 

 

 

4.3 Cvičení 
 

(1) 

Nalezněte interpolační formule následujících úsudků. 

(a) pq, pr  q(rs) 

(b) (qr)s, s  p(rs) 

(c) (pq)(rs); qr  (qr)(st) 

(d) qs, pq, pr  (qr)(st) 

(e) (ps)r; sq; s(pr)  (qr)(st) 

(f) p(rs), r(qp)  t(rsq) 

 

(2) 

Nalezněte ÚNKF a ÚNDF k následujícím množinám premis. 

(a) pq, pr 

(b) pq, qr, (pr) 

(c) p(qr), q, pqr 

(d) [(pq)p](pq) 

(e) (pq)(qp) 

(f) p(pq) 

(g) [(pq)(pr)][(pq)r] 

(h) (pq)(pr)p(qr) 

 

(3) 

Nalezněte ÚNKF a ÚNDF a stanovte všechny logické důsledky premis a všechny 

předpoklady premis. 

(a) p(qr), pr 

(b) p(qr), rq 

(c) p(qr), rp 

(d) pq, pq 
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(e) pq, qr, qp 

(f) pqr, pr, rq, pr 

(g) [(pq)r]p, pq 

(h) [p(pq)](pq), (pq)[p(pq)] 

 

(4) 

Vysvětlete, jaký jak spolu souvisí úkol najít ÚNDF nějaké formule a příklady o poctivcích 

a  padouších, Marťanech a Venušanech atd. z kapitoly 1. 

 

(5) 

Disjunkce (pqr)(pqr) je ÚNKF formule [p(qr)][(qr)p]. Zaměníme-li 

v  této ÚNKF disjunkce za konjunkce a negované literály za literály bez negace a naopak, 

dostaneme disjunkci (pqr)(pqr). Je tato disjunkce ÚNDF výchozí formule? 
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Řešení: 

 

(1) 

(a) qr, (b) rs, (c) qrs, (d) qrs, (e) (qrs)(qrs), 

(f) (qrs)(qrs)(qrs)(qrs)(qrs) 

(2) 

(a) ÚNKF (pqr)(pqr)(pqr)(pqr), ÚNDF (pqr)(pqr) 

(pqr)(pqr) 

(b) ÚNKF (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr), ÚNDF (pqr) 

(pqr)(pqr), 

(c) ÚNKF (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

(pqr), ÚNDF pqr 

(d) Formule je tautologií, proto ÚNDF = , ÚNKF neexistuje 

(e) ÚNKF pq, ÚNDF (pq)(pq) (pq) 

(f) ÚNKF pq, ÚNDF (pq)(pq)(pq) 

(g) ÚNKF (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

(pqr), ÚNDF pqr 

(h) Formule je kontradikcí, proto ÚNKF neexistuje a ÚNDF =  

(3) 

(a) ÚNKF (pqr)(pqr) (pqr)(pqr), ÚNDF (pqr)(pqr) 

(pqr)(pqr) 

(b) ÚNKF (pqr)(pqr)(pqr), ÚNDF (pqr) (pqr)(pqr) 

(pqr)(pqr) 

(c) ÚNKF (pqr)(pqr) (pqr), ÚNDF (pqr)(pqr) 

(pqr)(pqr)(pqr), 

(d) ÚNKF (pq)(pq), ÚNDF (pq)(pq) 

(e) ÚNKF (pqr)(pqr) (pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

(pqr),  ÚNDF pqr, 

(f) Premisy jsou sporné, proto ÚNKF neexistuje a ÚNDF =  

(g) ÚNKF (pqr) (pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

(pqr), ÚNDF (pqr), 

(h) ÚNKF (pq)(pq)(pq), ÚNDF pq 

(4) 

V příkladech o poctivcích a padouších apod. bylo naším úkolem sestrojit pravdivostní 

tabulku a zjistit, kdy jsou pravdivé určité ekvivalence. Z těchto poznatků jsme zjišťovali 

pravdivostní hodnoty výchozích atomických výroků, tj. nějakou elementární konjunkci, 

případně více elementárních konjunkcí ÚNDF, byla-li tabulka pravdivá ve více řádcích. 

(5) 

Nikoli. Uvažovaná disjunkce je ÚNDF negace výchozí formule, tj. formule: 

 

{[p(qr)][(qr)p]} 
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5 PŘIROZENÁ DEDUKCE VE VÝROKOVÉ 

LOGICE 
 

 

5.1 Základní pojmy 
 

 

5.1.1 Přímý důkaz, nepřímý důkaz, důkaz s hypotézou 
 

V předchozích kapitolách jsme se zabývali sémantickými metodami výrokové logiky. Jak v 

tabulkové metodě, tak rovněž v metodě protipříkladu mimo samotné formule (jazykové 

výrazy) totiž pracujeme s jejich modely, příp. kontramodely. Využíváme-li však významy 

jazykových výrazů, pracujeme již nikoli na úrovni syntaxe, ale rovněž na úrovni sémantiky. 

V této kapitole se budeme zabývat důležitou syntaktickou metodou, jmenovitě dedukcí ve 

výrokové logice. (Poznámka: Jiným příkladem ryze syntaktické metody, kterou jsme se až 

dosud zabývali, byla metoda ekvivalentních úprav formulí.) Budeme se však zabývat pouze 

metodou přirozené dedukce, nikoli metodou axiomatickou, a dále metodou 

předpokladovou, nikoli metodou sekvenční. Samotná idea přirozené dedukce byla 

inspirována úvahami polského logika a filosofa Jana Łukasiewicze, který vyšel ze srovnání 

axiomatické metody (např. Fregeho axiomatizace, Russellovy axiomatizace, Hilbertovy 

axiomatizace apod.) a běžného matematického či filosofického usuzování. Axiomatická 

metoda předpokládá, že jsme již přijali nějakou množinu pevně daných, 

nezpochybnitelných a dále nezdůvodnitelných axiomů, z nichž pomocí odvozovacích 

pravidel vyvozujeme teorémy. V běžné neformální úvaze však většinou nevycházíme 

z  axiomů, ale jen z nějakých předpokladů, a z nich vyvozujeme ty či ony závěry. 

Dokážeme-li na základě předpokladů nějaký závěr, pak pokud jsou pravdivé předpoklady, 

musí být pravdivý i dokázaný závěr. O pravdivosti či nepravdivosti samotných předpokladů 

a závěru nám však samotná logika nic neříká. Podaří-li se nicméně dokázat nějaké tvrzení 

bez jakýchkoli předpokladů, pak jsme dokázali logický teorém. Łukasiewicz vznesl 

požadavek, aby byl sestrojen systém, který by formalizoval tyto metody přirozeného 

usuzování. První takový systém předložil v roce 1929 Łukasiewiczův žák Stanisław 

Jaśkowski. O několik let později a nezávisle na výsledcích dosažených polskými logiky 

navrhl vlastní systém přirozené dedukce německý logik Gerhard Gentzen. Jeho systém 

představuje sekvenční variantu přirozené dedukce a na jejím základě je zpracována např. 

výborná česká monografie Janák (1973). Metodu Gentzenovy dedukce i předpokladové 

přirozené dedukce pro klasickou logiku a některé jiné systémy popisuje Prawitz (1965). 

Metoda přirozené dedukce a jiné deduktivní metody jsou popsány rovněž v Sundholm 

(1994). V této kapitole se zabýváme zjednodušenou variantou polské metody přirozené 

dedukce, která je vyložena např. ve Štěpán (2001). 

 

Nyní již přejdeme k vymezení základních pojmů, tj. k pojmům přímého důkazu, 

nepřímého důkazu a důkazu s pomocnou konstrukcí. 

 

Definice (přímý důkaz): 

Přímým důkazem úsudku A1, A2, ..., An  B rozumíme posloupnost formulí A1, A2, ..., An, 

..., Am, z nichž prvních n formulí tvoří premisy úsudku. Další formule posloupnosti, tj. 
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formule An+1, ..., Am, jsou důsledky premis odvozené na jejich základě pomocí 

odvozovacích pravidel, případně již dříve dokázaných logických teorémů. Poslední formule 

posloupnosti, formule Am, musí být totožná s dokazovanou formulí B. 

 

Definice (nepřímý důkaz; též apagogický důkaz, důkaz sporem): 

V „obyčejném“ úsudku A1, A2, ..., An  B jsou premisami formule A1, A2, ..., An. 

Apagogický (nepřímý) důkaz úsudku (důkaz sporem, reductio ad absurdum) je důkaz, kde 

jako dodatečnou premisu k premisám A1, A2, ..., An doplníme apagogickou premisu, neboli 

negaci závěru, tj. formuli B. Dostaneme tak úsudek A1, ..., An, B  . Úkolem 

nepřímého důkazu úsudku je dokázat spornost apagogické premisy B s množinou premis 

A1, A2, ..., An. Zavedení apagogické premisy označujeme jako PND (předpoklad nepřímého 

důkazu). 

 

Poznámka: Termín „apagogický důkaz“ je zkratkou z „¢p£gein e„j ¢dÚnaton“, resp. 

„¢pagwg» di¦ toà ¢dun£tou“ (dovedení do absurdity, lat. reductio ad absurdum). 

Samotný termín „¢pagwg»“ nicméně u Aristotela i jiných řeckých a helénistických 

filosofů znamená dedukci obecně, tj. nikoli pouze dedukci nepřímým důkazem. (Podobně 

termín „™pagwg»“ znamená obecně indukci.) V současném smyslu používaný termín 

„apagogický důkaz“ tak původní význam značně specializuje. 

 

Definice (důkaz s pomocnou konstrukcí, resp. s pomocnou hypotézou): 

Důkaz úsudku A1, A2, ..., An  B lze často usnadnit nějakou pomocnou konstrukcí 

(hypotézou) H. Postupujeme tak, že z hypotézy H, premis A1, A2, ..., An a ostatních řádků 

důkazu vyvodíme různé důsledky, např. H1, ..., Hj. Řádky s formulemi H, H1, ..., Hj musíme 

– protože se pohybujeme v oblasti hypotézy – od ostatních řádků důkazu (na nichž se 

vyskytují výhradně premisy a logické důsledky premis, případně již dokázané teorémy) 

nějakým zřetelným způsobem odlišit; v našem textu budeme hypotézu a její důsledky 

graficky naznačovat odsazením zleva. Hypotézu pak lze „legalizovat“ tak, že z  formulí H 

(výchozí hypotéza) a Hj (j-tý důsledek hypotézy) sestrojíme implikaci HHj. S touto 

formulí můžeme již pracovat jako s „řádně zavedenou“ formulí. Důkaz formule B  na 

základě premis A1, A2, ..., An a hypotézy H tak má např. následující formální skladbu. 

 

Formální skladba důkazu úsudku s pomocnou konstrukcí: 

 

 A1, ..., An - premisy 

 An+1 

... Aq - důsledky premis 

 H - hypotéza 

     ... 

 Hj - j-tý důsledek hypotézy 

HHj  - ZH („řádně zavedená“ formule) 

Aq+1 

... 

Am–1 - další důsledky premis a výše uvedených formulí 

Am     - dokazovaný závěr 

 
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Formule An+1, ... Aq jsou logické důsledky premis A1, ..., An. Formule H je hypotéza 

(pomocná konstrukce), z níž vyvozujeme další důsledky. Hj je j-tý důsledek hypotézy. 

Formuli Hj „legalizujeme“ prostřednictvím implikace HHj (můžeme samozřejmě 

legalizovat i více důsledků hypotézy H). Další formule Aq+1, ..., Am–1 až Am (kde Am je 

dokazovaná formule B) jsou znovu důsledky výše odvozených formulí spolu s formulí 

HHj (případně s více takovými formulemi). Důkaz může obsahovat více pomocných 

konstrukcí. 

 

 

5.1.2 Odvozovací pravidla pro přirozenou dedukci 
 

Další základní pojem, jemuž se musíme stručně věnovat, představuje pojem odvozovacího 

pravidla. Odvozovací pravidla jsou povolená pravidla, jak určité formule transformovat na 

jiné formule, resp. jak z formulí vyvozovat další formule. Zdůvodnění odvozovacích 

pravidel pro jednotlivé logické funkce a jejich korespondence s našimi intuitivními pravidly 

pro manipulaci s výrokotvornými spojkami přirozeného jazyka je poměrně kontroverzní 

záležitostí a spíše než do samotné logiky spadá do kompetence filosofie logiky. Užitečnou 

diskusi těchto problémů najde čtenář např. v  Engel (1991), v  Hughes, ed. (1993) a v Kolář 

(1999). Např. Susan Haacková v této souvislosti zmiňuje následující dilema: Dedukci nelze 

zdůvodnit induktivně, protože takové zdůvodnění by bylo příliš slabé (deduktivní důkazy 

by pak nemohly mít nezpochybnitelnou platnost, jakou po nich – např. v matematice – jistě 

požadujeme). Na druhou stranu, dedukci nelze zdůvodnit deduktivně, protože takové 

zdůvodnění by představovalo důkaz kruhem. Podrobněji viz Haack (1976). V našem textu 

vůči této kontroverzi nicméně nezaujímáme žádné stanovisko a předpokládáme, že 

deduktivní metoda (a tudíž i odvozovací pravidla přirozené dedukce) je dostatečně 

zdůvodněná a lze ji bez obav použít. 

Za základní pravidla přirozené dedukce považujeme pravidlo modus ponens, 

pravidla zavedení a eliminace konjunkce, pravidla zavedení a eliminace disjunkce 

a  zavedení a eliminace ekvivalence. V následujícím přehledu těchto pravidel uvádíme 

v  závorce zkratku, s jejíž pomocí budeme v konkrétních důkazech aplikaci daného pravidla 

naznačovat. 

 

Modus ponens (pravidlo odloučení eliminace implikace) (MP): 

AB, A 

B 

 

Neformální význam tohoto pravidla je jednoduchý: Je-li pravdivá implikace AB a rovněž 

její antecedent A, musí být pravdivý také konsekvent B. Toto pravidlo je plně odůvodněno 

prvním řádkem pravdivostní tabulky implikace (viz kapitola 2.1). 

 

Zavedení konjunkce (ZK): 

A, B 

AB 

 

Eliminace konjunkce (EK): 

AB 

A 

AB 

B 
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Pravidla zavedení a eliminace konjunkce jsou rovněž zřejmá. 

 

Zavedení disjunkce (ZD): 

   A    

AB 

 

Toto pravidlo je podstatným způsobem založeno na nevylučovacím významu disjunkce. 

Jestliže je pravdivý nějaký výrok A, pak musí být pravdivá disjunkce výroku 

A   s  libovolným výrokem B, nehledě na to, zda výrok B je pravdivý nebo nikoliv. 

 

Eliminace disjunkce (disjunktivní sylogismus) (ED): 

AB, A 

B 

AB, B 

A 

 

Intuitivní význam pravidla je jistě zřejmý. Předpokládáme, že je pravdivá disjunkce AB 

a  že výrok A je nepravdivý. Pak musí být pravdivý výrok B. 

 

Zavedení ekvivalence (ZE): 

AB, BA 

AB 

 

Eliminace ekvivalence (EE): 

AB 

AB 

AB 

BA 

 

Pomocí základních pravidel lze snadno dokázat další pravidla, tzv. odvozená pravidla pro 

přirozenou dedukci. Mezi nejužitečnější odvozená pravidla patří pravidlo konjunktivního 

sylogismu, pravidlo hypotetického sylogismu, modus tollens, transpozice implikace, 

eliminace a zavedení dvojí negace, negace disjunkce, jednoduché a složené konstruktivní 

dilema, jednoduché a složené destruktivní dilema, modus ponens pro ekvivalenci, pravidlo 

tranzitivity ekvivalence, přesun negace v ekvivalenci, pravidlo negace implikace, případně 

další pravidla (např. pro další výrokové spojky jako je vylučující disjunkce apod.). 

 

Konjunktivní sylogismus (KS): 

(AB), A 

B 

(AB), B 

A 

 

Předpokládáme, že výroky A a B nejsou zároveň oba pravdivé a dále že výrok A je 

pravdivý. Pak z dvojice A a B musí být nepravdivý výrok B. Podobně, je-li pravdivý 

výrok  B. 

 

Hypotetický sylogismus (tranzitivita implikace) (HS, TI): 

AB, BC 

AC 
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Modus tollens (pravidlo odnětí) (MT): 

AB, B 

A 

AB, B 

A 

 

Pravidlo nám říká, že jestliže je pravdivá implikace AB a výrok B je nepravdivý, pak 

musí být nepravdivý rovněž antecedent implikace A. 

 

Poznámka: 

Je důležité nezaměňovat deduktivně platná pravidla modus ponens a modus tollens 

s  deduktivně neplatnými pravidly „tvrzení konsekventu“ (TK) a „popírání antecedentu“ 

(PA). Deduktivně neplatné pravidlo TK má tvar: AB, B  A. Z pravdivosti implikace 

AB a pravdivosti konsekventu B nesmíme ještě usuzovat na pravdivost konsekventu A. 

Neplatné pravidlo PA má tvar: AB, A  B. Je-li pravdivá implikace AB 

a  nepravdivý antecedent A, neznamená to ještě, že je nepravdivý rovněž konsekvent B. 

 

Transpozice implikace (TR): 

   AB    

BA 

AB 

BA 

 

Pravidlo udává zákonitosti správné konverze (transpozice) implikace. Jeli pravdivá 

implikace AB, pak odtud neplyne, že je pravdivá rovněž implikace BA, ale pouze 

implikace BA, tj. slovy: Neplatí-li B, pak neplatí A. 

 

Eliminace dvojí negace (EDN): 

A 

A 

 

Zavedení dvojí negace (ZDN): 

   A    

A 

 

Negace disjunkce (ND): 

(AB) 

A 

(AB) 

B 

 

Jednoduché konstruktivní dilema (JKD): 

AC, BC, AB 

C 

 

Složené konstruktivní dilema (SKD): 

AB, CD, AC 

BD 

 

Jednoduché destruktivní dilema (JDD): 

AB, AC, BC 

A 
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Složené destruktivní dilema (SDD): 

AB, CD, BD 

AC 

 

Modus ponens (pravidlo odloučení) pro ekvivalenci (MPE): 

AB, A 

B 

AB, B 

A 

 

Tranzitivita ekvivalence (TE): 

AB, BC 

AC 

 

Negace ekvivalence (NE): 

(AB) 

AB 

(AB) 

AB 

 

Přesun negace v ekvivalenci (PNE): 

AB 

BA 

AB 

BA 

 

Pravidla NE a PNE nám udávají důležité zákonitosti, jimiž se řídí ekvivalenční formule. 

Obě tato pravidla jsou založena na sémantických vlastnostech ekvivalence. 

 

Negace implikace (NI): 

(AB) 

AB 

 

Implikace může být nepravdivá pouze tehdy, je-li její antecedent pravdivý a konsekvent 

nepravdivý. Právě to vyvozuje pravidlo NI z předpokladu, že implikace AB je 

nepravdivá. 

 

 Pro úplnost výkladu je zapotřebí zmínit se o korespondenci mezi úsudky 

a  formálními důkazy. Tyto vztahy studuje metalogika. Z hlediska výrokové logiky, jíž se 

nyní zabýváme, platí tzv. věta o korektnosti a tzv. věta o sémantické úplnosti. Věta 

o  korektnosti nám říká, že každou formální dedukci (tj. důkaz, neboli posloupnost formulí) 

lze převést na nějaký sémanticky platný úsudek. Naopak věta o úplnosti nám říká, že ke 

každému sémanticky platnému úsudku existuje jeho formální důkaz. Obě věty tak lze 

shrnout do následujícího tvrzení. 

 

Věta o korektnosti a sémantické úplnosti pro výrokovou logiku: 

A1, A2, ..., An  B (tj. úsudek je sémanticky platný) platí právě tehdy, když platí A1, A2, ..., 

An  B (tj. existuje-li formální důkaz úsudku). 

 

Znakem „“ rozumíme dedukovatelnost a zápis A1, A2, ..., An  B nám říká, že závěr B lze 

deduktivně odvodit z premis A1, A2, ..., An. Tato věta není vůbec samozřejmá. Sémantické 

vyplývání (viz znak „“) a dedukovatelnost (viz znak „“) jsou totiž dva různé pojmy 

a  právě o jejich koextenzionalitě (stejném rozsahu) věta vypovídá. Důkaz věty pro 
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přirozenou dedukci ve výrokové logice lze najít např. v Janák (1973) a v další literatuře. 

O  její netrivialitě vypovídá fakt, že pro některé systémy věta neplatí. Např. již predikátová 

logika druhého řádu není úplná, tj. existují v ní (sémanticky) platné úsudky, které nelze 

deduktivně dokázat. Podrobnosti čtenář najde ve specializovanější literatuře, např. v Kleene 

(1967), Mendelson (1997) a Sochor (2001). 

 

 Ve formálních důkazech bývá často užitečná věta o dedukci. 

  

Věta o dedukci pro výrokovou logiku (sémantická varianta): 

Úsudek A1, A2, ..., An  BC je platný právě tehdy, je-li platný úsudek A1, A2, ..., An, B 

  C. 

 

Důkaz: 

Věta vypovídá o ekvivalenci mezi úsudky A1, A2, ..., An  BC a A1, A2, ..., An, B  C. 

Musíme tedy dokázat za prvé, že pokud je platný úsudek A1, A2, ..., An  BC, pak je 

platný rovněž úsudek A1, A2, ..., An, B  C; a za druhé, že pokud je platný úsudek A1, A2, ..., 

An, B  C, pak je platný rovněž úsudek A1, A2, ..., An  BC. Dokažme první část. 

Předpokládejme, že je platný úsudek A1, A2, ..., An  BC. Pak každý model N, 

který splňuje všechny premisy A1, A2, ..., An, musí splňovat rovněž závěr úsudku, tj. formuli 

BC. Vyberme z třídy modelů, které v případě, že splňují premisy A1, A2, ..., An, splňují 

rovněž závěr BC, jeden takový model a označme jej jako M. Nyní předpokládejme, že 

M nesplňuje úsudek A1, A2, ..., An, B  C. Pak ovšem model M splňuje všechny premisy 

A1, A2, ..., An, B, avšak nikoli závěr C (viz definici logicky platného úsudku v kapitole 2). 

To znamená, že formule A1, A2, ..., An a B jsou pravdivé a formule C nepravdivá (v  modelu 

M), a tudíž je nepravdivá (v modelu M) rovněž formule BC. To je spor s tím, co jsme 

předpokládali, totiž že model M splňuje úsudek A1, A2, ..., An  BC. Není tedy možné, 

aby model M v případě, že splňuje úsudek A1, A2, ..., An  BC, nesplňoval zároveň 

úsudek A1, A2, ..., An, B  C. Jelikož jsme model M vybrali jako libovolný model z třídy 

všech modelů N, které v případě, že splňují premisy A1, A2, ..., An, splňují rovněž závěr 

BC, je zřejmé, že totéž platí pro libovolný model z třídy všech N. Tím je dokázána první 

část věty, tj. že je-li platný úsudek A1, A2, ..., An  BC, pak je platný rovněž úsudek A1, 

A2, ..., An, B  C. Důkaz druhé části věty je analogický.  

 

Cvičení: Dokažte druhou část věty, tj. tvrzení, že pokud je platný úsudek A1, A2, ..., An, B 

  C, pak je platný rovněž úsudek A1, A2, ..., An  BC. 

 

Podle věty o dedukci tedy lze antecedent implikace v závěru „přesunout“ mezi premisy 

a  považovat jej za jednu z premis úsudku. Na základě věty o korektnosti a sémantické 

úplnosti musí platit i syntaktická varianta této věty, kterou budeme v našich formálních 

důkazech často používat. 

 

Věta o dedukci pro výrokovou logiku (syntaktická varianta) (VD): 

A1, A2, ..., An  BC platí právě tehdy, platí-li A1, A2, ..., An, B  C, tj. slovně: Z premis 

A1, A2, ..., An deduktivně vyplývá závěr BC právě tehdy, když z premis A1, A2, ..., An, B 

deduktivně vyplývá závěr C. 
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 Aplikace věty o dedukci, teorémů výrokové logiky a odvozovacích pravidel 

přirozené dedukce pro konkrétní důkazy úsudků předvedeme v dostatečné míře na řešených 

příkladech. 

 

 

5.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Úsudek: Sloužíte Bohu nebo penězům a nemůžete sloužit oběma. Tudíž: Nesloužíte-li 

penězům, pak sloužíte Bohu. 

 

Poznámka: Ještě než se pustíme do konstrukce formálního důkazu úsudku, je užitečné 

přesvědčit se o jeho platnosti či neplatnosti. Důsledkem vět o korektnosti a sémantické 

úplnosti je totiž to, že formální důkazy existují pouze pro platné úsudky. Přesvědčíme-li se 

tedy předem, zda je úsudek platný, můžeme si ušetřit zbytečnou práci s hledáním důkazu, 

který neexistuje. V následujících příkladech tedy nejdříve začínáme ověřením platnosti 

úsudku. 

 

Atomické výroky: b = „Sloužíte Bohu“; p = „Sloužíte penězům“ 

 

Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek (bp)(bp)  pb: 

 

(b  p)   (b  p)  p  b 

   1       0  

 1   1     1  0 

0  0   0  0     

 0     0      

spor  1        

 

Důkaz: 

1. (bp)(bp) - premisa 

2. p  - premisa podle VD 

3. bp  - EK 1 

4. b  - ED 2, 3 

 
 

Pro srovnání výhod, které nám poskytuje zhuštěný formální zápis důkazu úsudku 

a  k  procvičení usuzování v přirozeném jazyce uvedeme u tohoto příkladu a u několika 

dalších příkladů i slovní přepis formálního důkazu. 

 

Slovní formulace důkazu: Sloužíte Bohu nebo penězům a nemůžete sloužit oběma 

(premisa). Tedy platí, že sloužíte Bohu nebo penězům (řádek 3). Předpokládejme, že 

nesloužíte penězům (premisa podle VD). Pak platí, že sloužíte Bohu (řádek 4). Tudíž 

skutečně platí, že nesloužíte-li penězům, pak sloužíte Bohu.  

 

Cvičení: Nalezněte apagogický důkaz úsudku. 
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Příklad 2: 

 

Úsudek: Jsem posedlý tím, že vydělávám peníze na živobytí. Jsem-li posedlý vyděláváním 

peněz na živobytí, pak miluji peníze. Nemiluji zároveň Boha a peníze. Nemiluji-li Boha, 

pak nejsem opravdový křesťan. Tudíž: Nejsem opravdový křesťan. 

 

Atomické výroky: v = „Jsem posedlý vyděláváním peněz na živobytí“; p = „Miluji 

peníze“; b = „Miluji Boha“; k = „Jsem opravdový křesťan“ 

 

Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek v, vp, (bp), bk  k: 

 

v, v  p, ( b  p), b  k  k 

1  1  1     1   0 

 1  1  1  1 0  0   

      1       

    0         

   spor        

 

Důkaz: 

1. v 

2. vp 

3. (bp) 

4. bk - premisy 

5. p  - MP 1, 2 

6. b  - KS 5, 6 

7. k  - MP 6, 4 

 
 

Slovní formulace důkazu: Jsem posedlý vyděláváním peněz na živobytí (premisa). Jsem-li 

posedlý vyděláváním peněz na živobytí, pak miluji peníze (premisa). Tudíž platí, že miluji 

peníze (řádek 5). Nemiluji zároveň Boha a peníze (premisa). Avšak miluji peníze, jak bylo 

právě dokázáno, tudíž nemiluji Boha (řádek 6). Nemiluji-li Boha, pak nejsem opravdový 

křesťan (premisa). Avšak nemiluji Boha, jak jsem právě dokázal, a proto nejsem opravdový 

křesťan (řádek 7). Tudíž skutečně platí, že nejsem opravdový křesťan.  

 

Příklad 3: 

 

Úsudek: Jestliže jsem překvapen svým jednáním, pak je nedobrovolné. Jestliže nejsem 

překvapen svým jednání, pak je vědomé a mohu uvést motiv, který mne k němu vede. 

Tudíž: Je-li mé jednání dobrovolné, pak mohu uvést motiv, který mne k němu vede. 

 

Atomické výroky: p = „Jsem překvapen svým jednáním“; d = „Mé jednání je dobrovolné“; 

v = „Mé jednání je vědomé“; m = „Mohu uvést motivy svého jednání“ 
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Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek pd, p(vm)  dm: 

 

p  d , p  (v  m)  d  m 

 1    1      0  

0  0      0  1  0 

       0      

 spor  0   0      

 

Důkaz: 

1. pd 

2. p(vm) - premisy 

3. d  - premisa dle VD 

4. p  - MT 3, 1 

5. vm  - MP 4, 2 

6. m  - EK 5 

 
 

Slovní formulace důkazu: Jestliže jsem překvapen svým jednáním, pak je nedobrovolné 

(premisa). Předpokládám však, že mé jednání je dobrovolné (premisa dle VD). Tudíž 

nejsem svým jednáním překvapen (řádek 3). Jestliže nejsem překvapen svým jednáním, pak 

je vědomé a mohu uvést motiv, který mne k němu vede (premisa). Avšak nejsem překvapen 

svým jednáním, jak jsem právě dokázal. Mé jednání je tedy vědomé a mohu uvést motiv, 

který mne k němu vede (řádek 5). Tudíž skutečně mohu uvést motiv, který mne k mému 

jednání vede (řádek 6).  

 

Příklad 4: 

 

Úsudek: Jestliže hlídač o loupeži věděl, pak je zkorumpovaný. Nevěděl-li o loupeži, pak je 

neschopný. Tudíž: Hlídač je zkorumpovaný nebo neschopný. 

 

Atomické výroky: v = „Hlídač o loupeži věděl“; k = „Hlídač je zkorumpovaný“, n = 

„Hlídač je neschopný“ 

 

vk, vn  kn 

 

Cvičení: Hypotézou protipříkladu dokažte platnost úsudku. 

 

V důkazu úsudku použijeme složené konstruktivní dilema a případ tautologie pp. 

 

Důkaz: 

1. vk 

2. vn - premisy 

3. vv - tautologie 

4. kn  - SKD 1, 3, 2 

 
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Poznámka: Vhodně volená dilemata lze úspěšně použít v pseudoargumentaci. Uvedeme 

jeden vtipný příklad pseudoargumentace. Dokazovaná teze: Muži jsou politováníhodná 

stvoření. Důkaz: Je-li muž ženat, pak je politováníhodný (musí se kromě sebe starat 

i  o  ženu). Není-li muž ženat, pak je opět politováníhodné stvoření (protože nemá ženu, 

která by se o něj starala). Avšak muž je ženat nebo není ženat (pp). Tudíž skutečně platí, 

že muži jsou politováníhodná stvoření. 

 

Cvičení: Podobnou pseudoargumentací však lze dokázat i opačnou tezi, tj. že muži nejsou 

politováníhodná stvoření. Sestrojte za pomoci konstruktivního nebo destruktivního 

dilematu důkaz této teze. Další příklady pseudoargumentace viz např. Berka, Rybová 

(1988), Brenner (1993), Jauris, Zastávka (1992) a Zastávka (1998). 

 

Příklad 5: 

 

Úsudek: lm, (mn)  ln 

 

Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek lm, (mn)  ln: 

 

l  m, ( m  n)  l  n 

 1  1      0  

1  1   0   1  0 

    1  1     

     1      

    spor      

 

Důkaz: 

1. lm 

2. (mn) - premisy 

3. l  - premisa dle VD 

4. m  - MP 1, 3 

5. n  - KS 4, 2 

 
 

Příklad 6: 

 

Úsudek: bd, d(st), st  b 

 

Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek bd, d(st), st  b: 

 

b  d, d  (s  t) , s  t  b 

 1   1      1   0 

1  1 1   1        

     1  1  1  0   

          0    

         spor    
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V následujícím důkazu použijeme hypotézu a jednoduché destruktivní dilema. Pravidlo 

JDD použijeme podobným způsobem jako pravidlo JKD v příkladu 4. 

 

Přímý důkaz: 

1. bd 

2. d(st) 

3. st  - premisy 

4. d  - hypotéza 

5. st - MP 4, 2 

6. s  - EK 5 

7. t  - EK 5 

8. ds  - ZH 4, 6 

9. dt - ZH 4, 7 

10. st - EE 3 

11. dt - HS 8, 10 

12. tt - tautologie 

13. d  - JDD 9, 11, 12 

14. b  - MT 13, 1 

 

Nepřímý důkaz: 

1. bd 

2. d(st) 

3. st  - premisy 

4. b  - PND 

5. d  - MP 4, 1 

6. st - MP 5, 2 

7. s  - EK 6 

8. t  - EK 6 

9. t  - MPE 7, 3 

spor 8, 9 

 

 

Příklad 7: 

 

Úsudek: Pokud bratr nebo sestra dostali peníze, pak zaplatili plyn a ohřáli si večeři. Pokud 

zaplatili plyn, pak nešli domů. Avšak šli domů. Tudíž: Setra dostala peníze. 

 

Atomické výroky: b = „Bratr dostal peníze“; s = „Sestra dostala peníze“; p = „Zaplatili 

plyn“; d = „Šli domů“; v = „Ohřáli si večeři“ 

 

Kontramodel úsudku (bs)(pv), pd, d  s: 

(b  s)  (p  v), p  d , d  s 

   1     1   1  0 

    0   0  0     

 0    0         

0  0         v(v) = cokoliv     

 

Na základě hypotézy protipříkladu jsme nenalezli žádný spor. To dokazuje, že naše 

hypotéza je správná, tj. že existuje bezesporná možnost, jak všechny premisy mohou být 

pravdivé a závěr nepravdivý. Úsudek tedy není platný. V tabulce uvedené ohodnocení 

atomických proměnných v(b)=0, v(s)=0, v(p)=0, v(d)=1, v(v)=1 (resp. v(v)=0) představuje 

protipříklad, neboli kontramodel úsudku, a jeho nalezením jsme si ušetřili práci s hledáním 

neexistujícího formálního důkazu. 

 

Příklad 8: 

 

Úsudek: rs, st, (rt)  s 
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Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek rs, st, (rt)  s: 

 

r  s, s  t,  (r  t)  s 

 1   1  1     0 

0  0 1  1  1  1   

        1    

      0      

      spor     

 

 

Důkaz: 

1. rs 

2. st 

3. (rt) - premisy 

4. s  - hypotéza 

5. r  - MT 4, 1 

6. t  - MP 4, 2 

7. r  - KS 6, 3 

8. sr - ZH 4, 5 

 

 

 

 

9. sr - ZH 4, 7 

10. rr - tautologie 

11. s - JDD 8, 9, 10 

12. s  - EDN 11 

 

 

Cvičení: Uvedený důkaz je delší, než je nezbytně zapotřebí. Navrhněte, jak důkaz zkrátit. 

Sestrojte rovněž nepřímý důkaz úsudku. 

 

Příklad 9: 

 

V tomto příkladu se vrátíme k úlohám o Marťanech a Venušanech z druhé kapitoly. Na 

základě druhé kapitoly víme, že řekne-li člen Marťansko-venušského klubu větu „Jestliže 

jsem Venušan, pak nejsem pravdomluvný“, pak se musí jednat o marťanského muže. Platí 

tedy úsudek: 

 

[p(pq)](pq)  pq 

 

kde p = „Člen klubu pochází z Venuše“ a q = „Člen klubu je žena“ 

 

Důkaz: 

1. [p(pq)](pq) - předpoklad 

2. [p(pq)](pq) - EE 1 

3. (pq)[p(pq)] - EE 1 

4. pq  - hypotéza 

5. p(pq) - MP 4, 3 

6. p   - MT 4, 5 

7. qp  - EE 4 

8. q   - MT 6, 7 

9. (pq)p - ZH 4, 6 

 

 

 

 

10. (pq)q - ZH 4, 8 

11. p(pq) - TR 9 

12. pq  - MP 11, 2 

13. p   - MP 12, 9 

14. q   - MP 12, 10 

15. pq  - ZK 13 ,14 

 
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Uvedeme rovněž slovní formulaci úsudku. Slovní formulace čtenáři poslouží jako užitečné 

procvičení neformálních postupů dedukce. 

 

Slovní formulace důkazu: Člen klubu pronesl výrok: „Jestliže jsem Venušan, pak nejsem 

pravdomluvný.“ Víme, že tento výrok („Jestliže jsem Venušan, pak nejsem 

pravdomluvný“) je pravdivý právě tehdy, pokud člen klubu je pravdomluvný (premisa, 

řádek 1). Odtud víme, že pokud je pravdivý výrok „Jestliže jsem Venušan, pak nejsem 

pravdomluvný“, pak onen člen klubu je pravdomluvný (EE, řádek 1). Stejně tak platí, že 

pokud člen klubu je pravdomluvný, pak musí být pravdivý výrok „Jestliže jsem Venušan, 

pak nejsem pravdomluvný“ (EE, řádek 1). Dejme tomu, že člen klubu je skutečně 

pravdomluvný (hypotéza, řádek 4). Odtud plyne, že jestliže člen klubu pochází z Venuše, 

pak není pravdomluvný (MP, řádky 4 a 3). Předpokládali jsme však, že je pravdomluvný, 

tudíž člen klubu nepochází z Venuše (MT, řádky 4 a 5). Z předpokladu, že člen klubu je 

pravdomluvný dále plyne, že jestliže je žena, pak pochází z Venuše (EE, řádek 4). Pokud 

však nepochází z Venuše (řádek 6), pak se musí jednat o muže (MT, řádky 6 a 7). Tudíž na 

základě hypotézy (řádek 4) jsme zjistili, že jestliže člen klubu je pravdomluvný, pak určitě 

nepochází z Venuše (ZH, řádky 4, 6). Dále na základě naší hypotézy (řádek 4) plyne, že 

pokud je člen klubu pravdomluvný, pak je to určitě muž (ZH, řádky 4 a 8). Uvažujme 

tvrzení že jestliže je člen klubu pravdomluvný, pak nepochází z Venuše (řádek 9). Toto 

tvrzení lze obrátit (transponovat), což znamená, že pokud člen klubu pochází z Venuše, pak 

není pravdomluvný (TR, řádek 9). Právě to však člen klubu řekl, tudíž je pravdomluvný 

(MP, řádky 11 a 2). Jestliže však člen klubu je pravdomluvný, potom skutečně nepochází 

z Venuše (MP, řádky 12 a 9) a nemůže být ženou (MP, řádky 12 a 10). Odtud konečně 

plyne, že člen klubu je marťanský muž (ZK, řádky 13 a 14).  

 

Příklad 10: 

 

Úsudek: Jestliže Karel studuje žurnalistiku, pak studuje také logiku a češtinu. Karel 

nestuduje logiku. Karel studuje žurnalistiku nebo logiku nebo češtinu (může však studovat 

všechno, nevylučuje se). Tudíž: Karel studuje češtinu. 

 

Atomické výroky: ž = „Karel studuje žurnalistiku“; l = „Karel studuje logiku“; č = „Karel 

studuje češtinu“ 

 

Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek ž(lč), l, žlč  č: 

ž  (l  č), l , ž  l  č  č 

 1    1    0 

         1     

  0  0    spor     

   0           

0       0  0  0   

          

         0     
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Důkaz: 

1. ž(lč) 

2. l 

3. žlč - premisy 

4. žč  - ED 2, 3 

 5. ž  - hypotéza 

 6. lč  - MP 5, 1 

 7. l  - EK 6 

8. žl  - ZH 5, 7 

 

 

 

 

9. ž  - MT 2, 8 

10. č  - ED 9, 4 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz tohoto úsudku. Oba důkazy pak převeďte rovněž do 

slovní podoby. 

 

Příklad 11: 

 

Úsudek: Blanka jela navštívit tetu nebo dceru. Jestliže jela navštívit tetu, pak jí vezla šátek 

nebo bačkory. Avšak nevezla jí šátek. Tudíž: Blanka jela navštívit dceru. 

 

Atomické výroky: t = „Blanka jela navštívit tetu“; d = „Blanka jela navštívit dceru“; b = 

„Blanka vezla tetě bačkory“; š = „Blanka vezla tetě šátek“ 

 

Kontramodel úsudku td, t(šb), š  d: 

 

t  d, t  (š  b), š  d 

 1   1    1  0 

1  0 1   1     

     0  1    

 

Hypotéza protipříkladu potvrzuje, že úsudek je neplatný. 

 

V uvedeném úsudku však stačí, zaměníme-li v druhé premise disjunkci za konjunkci. Tím 

dostaneme novou premisu „Jestliže Blanka jela navštívit tetu, pak jí vezla šátek a bačkory“, 

a nový úsudek: td, t(šb), š  d 

 

Spor v hypotéze protipříkladu pro úsudek td, t(šb), š  d: 

 

t  d, t  (š  b), š  d 

 1   1    1  0 

1  0 1   1     

     1  1    

      spor    

 

Jak jsme se přesvědčili metodou protipříkladu, je tento úsudek platný. 
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Důkaz: 

1. td 

2. t(šb) 

3. š  - premisy 

4. t  - hypotéza 

5. šb  - MP 4, 2 

6. š  - EK 5 

7. tš  - ZH 4, 6 

8. t  - MT 3, 7 

9. d  - ED 8, 1 

 
 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku. Oba důkazy pak převeďte z formálního 

zápisu do slovní podoby. 

 

Příklad 12: 

 

Úsudek: (bd)(be), b[e(dd)]  ad 

 

Cvičení: Hypotézou protipříkladu dokažte platnost úsudku. 

 

Nepřímý důkaz: 

1. (bd)(be) 

2. b[e(dd)] - premisy 

3. (ad) - PND 

4. a  - ND 3 

5. d  - ND 3 

6. b  - EK 2 

7. e(dd) - EK 2 

8. (dd) - zákon sporu 

9. e(dd) - EE 7 

10. e  - MT 8, 9 

11. be - ZK 

12. (be) - zobrazovací tautologie, 11 

13. (bd)(be) - EE 1 

14. (bd) - MT 12, 13 

15. bd - EDN 14 

16. d  - EK 15 

spor 5, 16 

 

Cvičení: Sestrojte přímý důkaz úsudku (dle potřeby použijte pomocné hypotézy). 

 

Příklad 13: 

 

Úsudek: (pq)p  pq 

 

Cvičení: Hypotézou protipříkladu dokažte platnost úsudku. 

 

Uvádíme dvě varianty důkazu. V první využíváme dvě hypotézy a jednoduché destruktivní 

dilema. Ve druhé variantě využíváme zobrazovací tautologii (pq)(pq), která důkaz 

podstatně zkracuje. 
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Důkaz, první varianta: 

1. (pq)p - premisa 

2. (pq)p - EE 1 

3. p  - hypotéza 

4. (pq) - MT 3, 2 

5. q  - KS 3, 4 

6. pq - ZH 3, 5 

7. qp - TR 6 

8. p(pq) - EE 1 

9. q(pq) - TI 7, 8 

 10. q  - hypotéza 

 11. pq - MP 9, 10 

 12. p  - EK 11 

13. qp - ZH 10, 12 

14. pp - teorém 

15. q  - JDD 7, 13, 14 

16. pq - ZD 15 

17. (pq) - tautologická úprava 16 

18. p  - MT 17, 8 

19. pq - ZK 16, 19 

 
 

 

Důkaz, druhá varianta: 

1. (pq)p - premisa 

2. (pq)p - EE 1 

3. p  - hypotéza 

4. (pq) - MT 3, 2 

5. q  - KS 3, 4 

6. pq - ZH 3, 5 

7. pq  - zobraz. tautologie, 6 

8. (pq) - tautologická úprava 7 

9. p(pq) - EE 1 

10. p  - MT 9, 8 

11. q  - MP 6, 10 

12. pq - ZK 10, 11 

 

 

Cvičení: (1) Sestrojte nepřímý důkaz tohoto úsudku. (2) Jak čtenář jistě poznal, kopíruje 

tento úsudek řešený příklad 1 z kapitoly 2 o poctivcích a padouších, kdy ženatý domorodec 

prohlásil: „Já i moje manželka jsme padouši.“ Zvolte atomické výroky p = „Domorodec je 

poctivec“, q = „Domorodcova manželka je poctivec“ a převeďte formální důkaz úsudku do 

slovní podoby. 

 

Příklad 14: 

 

Úsudek: Je-li pan Karel otcem Jirky a má krevní skupinu A a také Jirkova matka má krevní 

skupinu A, pak Jirka má některou z krevních skupin A nebo 0. Pan Karel i Jirkova matka 

mají krevní skupinu A. Jirka nemá krevní skupinu A. Jirka nemá krevní skupinu 0. Tudíž: 

Pan Karel není otcem Jirky. 

 

Cvičení: Převeďte úsudek do formálního zápisu a metodou protipříkladu dokažte jeho 

platnost. 

 

Slovní formulace nepřímého důkazu: Je-li pan Karel otcem Jirky a má krevní skupinu 

A  a také Jirkova matka má krevní skupinu A, pak Jirka má některou z krevních skupin 

A  nebo 0 (premisa). Pan Karel i Jirkova matka mají krevní skupinu A (premisa). Jirka 

nemá krevní skupinu A (premisa). Jirka nemá krevní skupinu 0 (premisa). Dejme tomu, že 

pan Karel je otcem Jirky (PND). Pak zároveň platí, že pan Karel je otcem Jirky a má krevní 

skupinu A  a také Jirkova matka má krevní skupinu A. Potom ovšem musí Jirka mít 

některou z krevních skupin A  nebo 0. Avšak Jirka nemá krevní skupinu A, tudíž musí mít 

krevní skupinu 0. Víme však, že Jirka nemá ani krevní skupinu 0. Předpoklad, že pan Karel 

je Jirkovým otcem, tedy vede ke sporu.  
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Cvičení: Převeďte slovní formulaci nepřímého důkazu úsudku do formální podoby. Dále 

sestrojte přímý důkaz úsudku ve slovní i formální podobě. 

 

Příklad 15: 

 

Úsudek: Jestliže je Pavel v Olomouci, pak je v České republice. Jestliže je Pavel ve Vídni, 

pak je v Rakousku. Tudíž: Platí, že jestliže je Pavel v Olomouci, pak je v Rakousku, nebo 

platí, že pokud je Pavel ve Vídni, pak je v České republice. 

 

Cvičení: Převeďte úsudek do formálního zápisu a ověřte metodou protipříkladu jeho 

platnost. 

 

Tento příklad poukazuje na meze výrokové logiky: Ne každý úsudek lze smysluplně 

formalizovat jako úsudek výrokové logiky (což ovšem platí i pro expresivně bohatší 

formální logické kalkuly, jakými jsou např. predikátová logika prvního řádu, predikátová 

logika druhého řádu aj.). 

 

Cvičení: Pokuste se identifikovat příčinu, proč je tento úsudek z intuitivního hlediska 

chybný. Nápověda: Zvažte, zda v úsudku použitou spojku „...jestliže, pak...“ lze skutečně 

považovat za materiální implikaci (popište vlastnosti materiální implikace a  srovnejte, zda 

se vlastnosti materiální implikace a použité spojky skutečně shodují – zvažte zejména, zda 

lze standardně falzifikovat tvrzení „Jestliže je Pavel v Olomouci, pak je v České republice“ 

apod.). Odpověď na toto cvičení uvádíme níže. 

 

 

5.3 Cvičení 
 

(1) 

U každého úsudku nejprve metodou protipříkladu ověřte, zda je úsudek platný. Je-li úsudek 

platný, sestrojte formální důkaz; je-li úsudek neplatný, nalezněte kontramodel. 

(a) pq, (qr)s  ps 

(b) p(qr), s(qr)  ps 

(c) (pq)(qr), ps, s  r 

(d) pq, qr, qp, sr  sq 

(e) p(qr), q(rs), (rs)t  pt 

(f) (pq)r, r, p  q 

(g) (pqr)[(st)(st)], qr, s, t  p 

(h) (pq)r, qr, rs  ps 

(i) ps, qr, pr  qs 

(j) ps, qr, rp  qs 

(k) (pq)p, (pq)q,  pq 

(l) (pq)p, (pq)q  pq 

(m) [(pq)r]p, pq  pqr 

(n) (pr)(pq), p(pq)  pqr 
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Poznámka: K úsudkům (k), (l), (m) a (n) se vztahují další úkoly. Čtenář najde zadání 

těchto úkolů níže v řešení. 

 

(2) 

Následující úsudky převeďte do formálního zápisu a metodou protipříkladu ověřte, zda je 

úsudek platný. Je-li úsudek platný, sestrojte formální důkaz, je-li úsudek neplatný, 

nalezněte kontramodel. 

(a) Neběží-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud. Je-li vada v motoru, je třeba volat 

opraváře. Avšak proud jde. Tudíž: Neběží-li motor, je třeba volat opraváře. 

(b) Není pravda, že uchazeč umí anglicky i německy. Uchazeč neumí anglicky. Tudíž: 

Uchazeč neumí německy. 

(c) Jestliže studuji, dosáhnu dobrého postavení. Jestliže nestuduji, užívám si. Tudíž: 

Dosáhnu dobrého postavení nebo si užívám. 

(d) Jestliže pracuji, potom vydělávám peníze; ale jestliže jsem líný, potom si užívám. 

Pracuji nebo jsem líný. Nicméně, jestliže pracuji, potom si neužívám; zatímco jestliže jsem 

líný, potom nevydělávám peníze. Tudíž: Proto si raději užívám. 

(e) Je doma nebo odešel do kavárny. Jestliže je doma, pak vás očekává. Tudíž: Jestliže vás 

neočekává, pak odešel do kavárny. 

(f) P. K. alias Pedro má alibi nebo platí, že jestliže je Pedro vrah, pak není na daném 

podniku zapletena jeho milenka. Jestliže policie našla zavražděného a Pedrova milenka 

nebyla zapletena, pak pachatelé byli včas varováni. Jestliže Pedro má alibi, pak policie 

nenašla zavražděného. Policie našla zavražděného. Tudíž: Jestliže je Pedro vrah, pak 

pachatelé byli včas varováni. 

(g) Není pravda, že odešel a nerozloučil se. Odešel nebo si čte noviny. Tudíž: 

Nerozloučil  se. 

(h) Není-li Honza v Praze, pak je v Brně. Není-li Honza v Brně, pak je v Olomouci. Honza 

není zároveň v Praze i v Olomouci. Tudíž: Honza je v Brně. Úkol: Srovnejte s příkladem 15 

a vysvětlete, proč spojku „...jestliže, pak...“ jednou lze a podruhé nelze považovat za 

materiální implikaci. 

(i) Dostanu-li odměnu; pak nebudu-li mít žádné nečekané výdaje, pojedu na dovolenou do 

Chorvatska. Dostal jsem odměnu a pojedu na dovolenou do Chorvatska. Tudíž: Nebudu mít 

žádné nečekané výdaje. 

(j) Je-li pan Smith komunista, pak je ateista. Pan Smith je ateista nebo moonista. Pan Smith 

není moonista. Tudíž: Pan Smith je komunista. 

(k) Jestliže včera byla konstantní teplota a tlak, pak nepršelo. Včera nebyla konstantní 

teplota nebo nebyl konstantní tlak. Tudíž: Jestliže pršelo, pak včera nebyl konstantní tlak. 

(l) Jestliže lze dělit nulou, pak se matematikové mýlí. Matematikové se nemýlí nebo 

matematiku nelze aplikovat na fyzikální realitu. Avšak matematiku lze aplikovat na 

fyzikální realitu. Tudíž: Nulou skutečně nelze dělit. 

(m) Jestliže je pan X arabský šejk, pak mu doma na zahradě teče ropa. Panu X teče na 

zahradě ropa nebo pramen živé vody. Avšak panu X neteče doma na zahradě pramen živé 

vody. Tudíž: Pan X je arabský šejk. 
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Řešení: 

 

Odpověď na cvičení k úkolu 15: Materiální implikace je nepravdivá, je-li antecedent 

pravdivý a konsekvent nepravdivý, což je možné pouze tehdy, pokud spolu antecedent 

a  konsekvent nějakým nutným způsobem nesouvisí. V případě výroků „Jestliže je Pavel 

v  Olomouci, pak je v České republice“ apod. však antecedent a konsekvent určitým 

nutným způsobem spolu souvisí. Platí totiž, že je-li pravdivý antecedent, musí být pravdivý 

i konsekvent (není možné, aby Pavel byl v Olomouci, a přitom nebyl v České republice), 

a  naopak, je-li nepravdivý konsekvent, musí být nepravdivý i antecedent (není možné, aby 

Pavel nebyl v České republice, a přitom byl v Olomouci). Výroková logika a extenzionální 

sémantika nestačí na adekvátní formalizaci tohoto úsudku. Skutečnost, že úsudek je 

neplatný, lze dokázat např. v tzv. intenzionálních logikách nebo v logikách s relevantní 

implikací. Toto téma však již přesahuje možnosti našich skript. 

(1) 

Úsudky (b), (c), (d), (g) a (i)  jsou neplatné, úsudky (a), (e), (f), (h), (j), (k), (l), (m) a (n) 

jsou platné. Důkazy úsudků (k)-(l) uvádíme níže (existují však jistě i jiné důkazy a čtenář 

tedy nemusí propadat smutku, jestliže se jeho důkaz neshoduje ve všech detailech s naším 

důkazem). 

(2) 

Úsudky (b), (d), (g), (i), (j), (k) a (m) jsou neplatné, úsudky (a), (c), (e), (f), (h) a (l) jsou 

platné. 

 

(1) 

Důkaz úsudku (k): 

1. (pq)p 

2. (pq)q - premisy 

3. p(pq) - EE 1 

4. (pq)q - EE 2 

5. pq - TI 3, 4 

6. q(pq)  - EE 2 

7. (pq)p - EE 1 

 

8. qp - TI 6, 7 

9. pq - ZE 5, 9 

10. p  - MP 7, 9 

11. q  - MP 4, 9 

12. pq - ZK 10, 11 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku. (k) Ukažte, jakou má tento úsudek souvislost 

se situací odehrávající se na Ostrově poctivců a padouchů, kdy dva domorodci A a B 

prohlásí následující výroky. Domorodec A: „Oba (tj. domorodci A a B) máme stejnou 

povahu.“ Domorodec B: „To je pravda.“ Zvolte atomické výroky a převeďte úsudek do 

slovní podoby. 

 

Důkaz úsudku (l): 

1. (pq)p 

2. (pq)q - premisy 

3. (pq)q - PNE 2 

4. p(pq)   - EE 1 

5. (pq)q - EE 3 

6. pq  - TI 4, 5 

7. q(pq)  - EE 3 

8. (pq)p  - EE 1 

 

9. qp  - TI 7, 8 

10. pq  - ZE 6, 9 

11. (pq)   - NE 10 

12. p   - MT 11, 4 

13. q   - MP 11, 2 

14. pq  - ZK 12, 13 

 
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Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku. (l) Ukažte, jakou má tento úsudek souvislost 

se situací odehrávající se na Ostrově poctivců a padouchů, kdy dva domorodci A a B 

prohlásí následující výroky. Domorodec A: „Oba (tj. domorodci A a B) máme stejnou 

povahu.“ Domorodec B: „To není pravda.“ Převeďte úsudek do slovní podoby. 

 

Důkaz úsudku (m): 

1. [(pq)r]p 

2. pq   - premisy 

3. [(pq)r][(pr)(qr)] - tautologie 

4. [(pr)(qr)]p - dosazení 4 do 3 

5. p[(pr)(qr)]  - EE 4 

6. p   - hypotéza 

7. (pr)(qr) - MP 6, 5 

8. pr  - EK 7 

9. r   - ED 6, 8 

10. pr  - ZH 6, 9 

11. pr  - tautologie, 10 

12. pq  - PNE 2 

13. qp  - EE 12 

 

 

14. qr  - TI 13, 10 

15. qr  - tautologie, 14 

16. (pr)(qr) - ZK 11, 15 

17. [(pr)(qr)]p - EE 4 

18. p   - MP 16, 17 

19. pq   - EE 12 

20. q   - MP 18, 19 

21. r   - MP 18, 10 

22. pqr  - ZK 18, 20, 21 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku (m). Úsudek kopíruje řešený příklad 

2  z  kapitoly 2, tj. příklad s americkým logikem, který hledal svoji ženu Markétu. Dva 

domorodci A a B, kterých se logik zeptal, zda Markétu byla či nebyla na jejich ostrově, mu 

k tomu řekli následující tvrzení. Domorodec A: „Jsem padouch a  B  poctivec, nebo 

Markéta je na ostrově.“ Domorodec B: „A je padouch.“ Logik z  jejich tvrzení vyvodil, že A 

byl poctivec, B padouch a Markéta byla na jejich ostrově. Úvaha, kterou logik k tomuto 

zjištění dospěl, kopíruje formální důkaz úsudku. Převeďte formální zápis úsudku do slovní 

podoby. 

  

Důkaz úsudku (n): 

1. (pr)(pq) 

2. p(pq) - premisy 

3. p(pq) - EE 2 

4. (pq)(pr) - EE 1 

5. p(pr) - TI 3, 4 

 7. p   - hypotéza 

 8. pr  - MP 7, 5 

 9. r   - MP 7, 8 

10. pr  - ZH 7, 9 

11. pq  - MPE 10, 1 

12. p   - MPE 11, 2 

13. r   - MP 12, 10 

14. qp  - EE 11 

15. q   - MT 14, 12 

16. pqr  - ZK 12, 13, 15 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz tohoto úsudku. Úsudek zřejmě kopíruje nějakou úlohu 

o Marťanech a Venušanech (případně Transylváncích a upírech apod.) Považujme jej za 

variantu řešeného příkladu 5 z kapitoly 2, kdy člen Marťansko-venušského klubu řekl 

pozemskému astronomovi následující dvě tvrzení. Tvrzení I: „Jestliže pocházím z Marsu, 

pak na Plutu existuje život.“ Tvrzení II: „Pocházím z Marsu.“ Astronom (a schopný logik) 

na základě těchto dvou tvrzení snadno zjistil, že člen klubu byl marťanský muž a že na 

Plutu skutečně existuje život. Převeďte výše uvedený formální důkaz úsudku do slovní 

podoby. 
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6 METODA ANALYTICKÝCH TABULEK 
 

 

6.1 Základní pojmy 
 

Metoda analytických tabulek je založena na zdokonalení metody protipříkladu, resp. 

metody nepřímého důkazu. S touto metodou se lze podrobněji seznámit ve Smullyan 

(1995) (resp. Smullyan (1979)), Fitting (1983), Sundholm (1994) aj. Zde popíšeme verzi, 

která používá tzv. „označené“ formule. Formule lze označit dvěma symboly: „T “ 

(z  anglického Truth) a „F“ (z anglického False). Základní pravidlo pro označené formule 

zní: Formule TX je pravdivá právě tehdy, je-li pravdivá formule X, a formule FX je 

pravdivá právě tehdy, je-li nepravdivá formule X. Jelikož zde explicitně pracujeme 

s  interpretací formulí výrokové logiky, je tato metoda sémantická. 

 Samotná metoda využívá pojem „algebraického stromu“. Strom je nějaká 

uspořádaná množina bodů, která má počáteční bod a jeden nebo více koncových bodů. 

V  našem případě budeme za body považovat výskyty (označených) formulí. Náš strom je 

ovšem obrácen „vzhůru nohama“ – počátek stromu je zcela nahoře a jednotlivé větve 

směřují dolů (lze si rovněž představit, že zkoumáme kmen stromu a jeho kořeny). Každý 

bod stromu je buď jednoduchým bodem, nebo uzlovým bodem. Jednoduchý bod má 

přímého následníka, a protože jednotlivými body stromu (tabulky) jsou formule, má 

příslušná formule nějaký přímý důsledek. Budeme však pracovat především s formulemi, 

které mají dva přímé důsledky, např. formule Tpq má důsledky Tp a Tq. V takovém 

případě důsledky zapíšeme pod sebe a Tp považujeme za první přímý důsledek a Tq za 

druhý přímý důsledek formule Tpq. Situaci budeme značit následujícím způsobem. 

 

Přímé důsledky formule Tpq: 

 Tpq 

  
 Tp 

  
 Tq 

 

V uzlovém bodě se strom rozděluje na dvě samostatné větve (případně více samostatných 

větví); v takovém případě řekneme, že příslušná formule má dva alternativní důsledky. 

Např. formule Tpq má alternativní důsledky Tp a Tq. Rozdělení stromu (tabulky) na dvě 

větve znázorníme následujícím způsobem. 

 

Alternativní důsledky formule Tpq: 

  Tpq  

     

 Tp  Tq 

 

Pro naše potřeby vystačíme s touto intuitivní představou a explicitní definici stromu 

nebudeme uvádět. (Lze ji  však najít v citované literatuře.) Konstrukce tabulky se řídí 

čtyřmi pravidly, kde každé pravidlo má dvě části, jednu pro formuli s označením „T “ 

a  druhou pro formuli s označením „F“. Z každé označené formule plyne buď jeden 
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důsledek (pro formule TX a FX), nebo dva přímé důsledky (pro formule TXY, FXY 

a  FXY) nebo konečně dva alternativní důsledky (pro formule FXY, TXY a TXY). 

 

Pravidla ke konstrukci analytické tabulky: 

 

 (1)  TX  

FX 

 FX  

TX 

  

(2) 
TXY 

TX 

TY 

  FXY   

FXFY 

  

(3) 
TXY 

TXTY 

FXY 

FX 

FY 

  

(4) 
TXY 

FXTY 

FXY 

TX 

FY 

 

Poznámka: Uvedená tabulka je převzata ze Smullyan (1995), s. 17. Tabulka neobsahuje 

samostatné pravidlo pro spojku ekvivalence. Čtenář může v případě potřeby buď použít 

tautologii (pq)[(pq)(qp)] a rozložit ekvivalenci na konjunkci dvou implikací, 

nebo přijmout náš návrh samostatného pravidla pro ekvivalenci, který diskutujeme níže 

v  řešených příkladech. 

 

Dokazujeme-li formuli X, předpokládáme, že formule je nepravdivá, tj. označíme ji jako 

FX, a pokoušíme se z tohoto předpokladu vyvodit v každé větvi tabulky spor. Sporem 

rozumíme to, že nalezneme nějakou označenou formuli TY a rovněž označenou formuli FY. 

Formule Y může být i výroková proměnná. Potom řekneme, že TY a FY jsou označené 

výrokové proměnné, přičemž označené výrokové proměnné nemají již žádné další 

důsledky. Nalezneme-li v nějaké větvi stromu (tabulky) spor, pak řekneme, že tato větev je 

uzavřená. V praxi budeme postupovat tak, že větev uzavřeme ihned poté, co v ní nalezneme 

spor. Podaří-li se nám uzavřít všechny větve tabulky formule FX, znamená to, že 

předpoklad FX byl nepravdivý, neboli že formule X je pravdivá. Tím je dokázáno, že 

formule X je tautologie. Podaří-li se nám nicméně najít takovou větev tabulky, která je 

otevřená (není uzavřena žádným sporem), přestože je nasycená (přesněji řečeno směrem 

dolů nasycená), není formule tautologií. Nyní však musíme podat explicitní definici pojmu 

„nasycená větev tabulky“. 

 

Definice: 

Nasycenou větví rozumíme takovou větev, která splňuje následující podmínku: Obsahuje-li 

tato větev nějakou formuli, která má pouze přímé důsledky, pak obsahuje rovněž oba přímé 

důsledky této formule, a obsahuje-li formuli s alternativními důsledky, pak obsahuje 

alespoň jeden alternativní důsledek této formule. 

 

Poznámka: Podrobněji lze tuto podmínku popsat pomocí následujících požadavků: 

(1)  obsahuje-li větev formuli TX nebo FX, pak obsahuje rovněž (v tomto pořadí) 

formuli FX nebo formuli TX. (2) Obsahuje-li větev formuli TXY, FXY nebo FXY, pak 

obsahuje (v  tomto pořadí) formuli TX a zároveň TY, FX a zároveň FY, TX a zároveň FY. 
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(3) Obsahuje-li větev formuli FXY, TXY nebo TXY, pak obsahuje (v tomto pořadí) 

alespoň jednu z dvojic formulí FX a FY, TX a TY, FX a TY. 

 

Vyčerpáme-li takto všechny formule a jejich přímé či alternativní důsledky, dostaneme 

zřejmě větev končící nějakými označenými proměnnými. Je-li tato větev bezesporná, 

znamená to, že k formuli FX existuje bezesporné udělení pravdivostních hodnot výrokovým 

proměnným dané označenými výrokovými proměnnými v této otevřené a nasycené větvi, 

neboli že k formuli X existuje kontramodel. Například v části 6.2 najdeme při sestrojování 

tabulky formule (pq)(pq) dvě otevřené větve s označenými výrokovými proměnnými 

Tp, Fq v prvním případě a Fp, Tq v druhém případě, na jejichž základě sestrojíme dva 

kontramodely (1) v(p)=1, v(q)=0 a (2) v(p)=0, v(q)=1. 

 

Při sestrojování tabulky konkrétně postupujeme tak, že ověřovanou formuli FX 

uvedeme na první řádek tabulky. Z tohoto předpokladu nejprve vyvodíme všechny přímé 

důsledky, čímž dostaneme (označené) formule, např. KR1, ..., KRn, kde K je pokaždé 

T  nebo F. Tím, že vyčerpáme všechny přímé důsledky formule FX, dostaneme tabulku 

začínající řádkem FX a končící řádkem KRn. Některé z formulí KR1, ..., KRn mají rovněž 

přímé důsledky, označme je jako KS1, ..., KSm atd. Tabulku tedy dále rozšíříme o  řádky 

s  formulemi KS1, ..., KSm. Tímto způsobem pokračujeme tak dlouho, dokud nevyčerpáme 

všechny přímé důsledky formule FX, formulí KR1, ..., KRn, KS1, ..., KSm, ..., KQ1, ..., KQj 

(formule KQi jsou přímé důsledky nějaké formule KRj, resp. KSj...) atd., tj. dokud 

nedojdeme k označeným výrokovým proměnným nebo k  formulím KT1, ..., KTk, které mají 

pouze alternativní důsledky KY1 a KZ1, KY2, KZ2, ..., KYk, KZk. Dejme tomu, že jsme již 

vyčerpali všechny přímé důsledky, tj. že nám zbývají označené formule KT1, ..., KTk 

a  dosud jsme nenalezli žádný spor (tabulka má zatím pouze jednu větev). V tomto místě 

musíme tabulku rozdělit na dvě samostatné větve. Vezměme tedy první formuli KT, která 

nemá žádné přímé, ale pouze alternativní důsledky, tj. formuli KT1, a rozdělme tabulku tak, 

že sestrojíme dva samostatné sloupce, kde do prvního sloupce napíšeme formuli KY1 (první 

alternativní důsledek formule KT1) a do druhého sloupce formuli KZ1 (druhý alternativní 

důsledek formule KT1). Tím jsme dostali dvě samostatné větve tabulky. Teď můžeme 

vyvodit všechny přímé důsledky formulí KY1 a  KZ1. Pokud jsme tak již učinili, musíme 

vzít druhou formuli s alternativními důsledky, formuli KT2, a obě větve rozdělit na další 

dvě větve, jednu pro formuli KY2 a jednu pro formuli KZ2. Pro každou z těchto větví 

vyvodíme všechny přímé důsledky formulí KY2, KZ2, vezmeme formuli KT3 a rozdělíme 

všechny čtyři větve na další dvě větve pro formule KY3, KZ3 atd., dokud nevyčerpáme 

všechny formule KTk. Tímto způsobem jsme dostali řadu nových větví tabulky. Dále tyto 

větve můžeme rozdělit pro alternativní důsledky formulí KYi, KZi (tj. pro ty formule KYi, 

KZi, které nemají přímé, ale pouze alternativní důsledky) atd., dokud nenajdeme v každé 

větvi spor nebo dokud všechny větve, jež nejsou uzavřeny sporem, mají povahu otevřených 

a  nasycených větví. Nalezneme-li spor, napíšeme pod nalezený spor znak „“ a odkaz na 

řádky, kde máme spor hledat. Dostaneme-li otevřenou větev, označíme ji pomocí znaku 

„O“. Tento poněkud abstraktní popis metody analytických tabulek v dostatečné míře 

ozřejmíme prostřednictvím řešených příkladů v části 6.2. 

 

Poznámka: Náš popis metody analytických tabulek rovněž naznačuje hlavní nevýhodu této 

metody, jmenovitě zdlouhavost důkazů komplikovanějších formulí. V našich příkladech se 

z tohoto důvodu zabýváme pouze jednoduššími formulemi. 
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 Metodu analytických tabulek lze samozřejmě použít i k řadě dalších účelů. Její 

pomocí lze dokázat různá metalogická tvrzení, dále ověřovat platnost či neplatnost 

logického vyplývání, sestrojovat ÚNKF a ÚNDF formulí apod. Máme-li ověřit platnost 

úsudku A1, A2, ..., An  B, pak na prvních n+1 řádků příslušné tabulky napíšeme označené 

formule TA1, TA2, ..., TAn (předpokládáme, že všechny premisy úsudku jsou platné) a FB 

(předpokládáme, že závěr úsudku je neplatný). Úsudek A1, A2, ..., An  B je platný právě 

tehdy, je-li každá větev tabulky uzavřena sporem. 

 

Cvičení: Navrhněte postup, jak na základě tabulky formule X (kterou můžeme označit jako 

TX nebo jako FX) nalézt ÚNKF a ÚNDF formule X. (V řešených příkladech uvádíme 

postup, jak vyhledat ÚNDF formule.) 

 

Poznámka: Aby si čtenář mohl být skutečně jist, že pomocí metody analytických tabulek 

se mu nikdy nepodaří dokázat žádnou formuli, která není tautologií, a naopak že ke každé 

tautologii skutečně existuje tabulkový důkaz, museli bychom dokázat metalogické věty 

o  korektnosti a sémantické úplnosti uvažovaného systému. Příslušné důkazy lze najít např. 

ve  Smullyan (1995), resp. Smullyan (1979). 

 

 

6.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Nejprve ukážeme příklad důkazu formule, kde vystačíme pouze s pravidly pro přímé 

důsledky. 

 

Důkaz formule q(pq): 

 

 (1) Fq(pq)  

 (2) Tq (1)  

 (3) Fpq (1)  

 (4) Tp (3)  

 (5) Fq (3)  

  spor 5,1  

 

Popis: Na první řádek jsme umístili označenou formuli Fq(pq). Tato formule má na 

základě pravidla (4) dva přímé důsledky Tq a Fpq. Na řádky (2) a (3) tedy umístíme tyto 

označené formule a vpravo rovněž odkaz na řádek, na jehož základě jsme je odvodili 

(tj.  v  tomto případě odkaz na řádek 1). Formule Tq je označená výroková proměnná 

a  nemá již žádné důsledky, formule Fpq má dva přímé důsledky Tp a Fq, které umístíme 

na řádky (4) a (5) spolu s odkazem na řádek, z nějž jsme je vyvodili, tj. řádek (3). Tyto dvě 

formule jsou označené proměnné, přičemž formule Fq je ve sporu s výše odvozenou 

formulí Tq. Dostali jsme spor, a protože tabulka má pouze jednu větev, je důkaz u konce. 

Na poslední řádek proto napíšeme symbol „“ a odkaz na nalezený spor. 
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Příklad 2: 

 

Nyní jednoduchý příklad formule, jejíž důkaz má více samostatných větví. 

 

Důkaz formule [(pq)(qr)](pr): 

 

 (1) F[(pq)(qr)](pr)  

 (2) T(pq)(qr) (1)  

 (3) Fpr (1)  

 (4) Tpq (2)  

 (5) Tqr (2)  

 (6) Tp (3)  

 (7) Fr (3)  

   

(8) Fp (4)  (9) Tq (4)   

 spor 8, 6     

 (10) Fq (5) (11) Tr (5) 

  spor 10, 9  spor 11, 7 

 

Popis: Na první řádek umístíme označenou formuli F[(pq)(qr)](pr), která má 

dva přímé důsledky; ty umístíme na řádky (2) a (3). Formule T(pq)(qr) na řádku (2) 

má dva přímé důsledky (4) a (5). Formule Fpr na řádku (3) má dva přímé důsledky (6) 

a   (7). Tím jsme vyčerpali všechny přímé důsledky formule F[(pq)(qr)](pr) 

a  přímé důsledky jejích přímých důsledků. Formule Tpq na řádku (4) nemá žádné přímé 

důsledky, ale dva důsledky alternativní, totéž platí pro formuli Tqr na řádku (5). 

Vezměme tedy první formuli, která má pouze alternativní důsledky, tj. formuli Tpq na 

řádku (4), a rozdělme tabulku na dvě samostatné větve na řádcích (8) a (9). Každou z těchto 

větví musíme dále rozdělit na dvě další samostatné větve na základě druhé formule 

s  alternativními důsledky, tj. formule Tqr. Nicméně, již na řádku (8) jsme dostali spor 

s  řádkem (6), můžeme tudíž tuto větev uzavřít, aniž bychom ji dále dělili. Stačí tedy, 

rozdělíme-li na základě alternativ vyplývajících z řádku (5) na dvě samostatné větve řádek 

(9), čímž dostaneme řádky (10) a  (11), přičemž každý z nich je již ve sporu s některým 

předchozím řádkem (v případě řádku (10) se jedná o spor s řádkem (9) a v případě řádku 

(11) o spor s řádkem (7)). V  každé sestrojené větvi tabulky formule F[(pq)(qr)] 

(pr) jsme skutečně nalezli spor, což dokazuje, že formule je tautologií. 

 

Příklad 3: 

 

Důkaz další formule je analogický. 
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Důkaz formule [(pq)(pr)][p(qr)]: 

 

  (1) F[(pq)(pr)][p(qr)]   

  (2)  T(pq)(pr) (1)   

  (3) Fp(qr) (1)   

  (4) Tpq (2)   

  (5) Tpr (2)   

  (6) Tp (3)   

  (7) Fqr (3)   

          

(8) Fp (4) (9) Tq (4) 

 spor 8, 6        

  (10) Fp (5) (11) Tr (5) 

   spor 10, 6    

   (12) Fq (7) (13) Fr (7) 

    spor 12, 9  spor 13, 11 

 

Cvičení: Popište podrobně konstrukci důkazu formule. 

 

Příklad 4: 

 

Nyní sestrojíme tabulku formule, která není tautologií. 

 

Tabulka formule (pq)(pq): 

 

 (1) F(pq)(pq)  

 (2) Tpq (1)  

 (3) Fpq (1)  

         

 (4) Tp (2)   (5) Tq (2)  

       

(6) Fp (3) (7) Fq (3) (8) Fp (3) (9) Fq (3) 

 spor 6, 4 O O  spor 9, 5 

 

Popis: Formule F(pq)(pq) má dva přímé důsledky Tpq a Fpq, obě tyto formule 

mají však již jen alternativní důsledky. Tabulku rozdělíme na dvě větve s alternativními 

důsledky formule Tpq, tj. na řádky (4) a (5). Každou z těchto větví musíme rozdělit na 

další dvě větve pro alternativní důsledky formule Fpq, čímž dostaneme řádky (6), (7), (8) 

a (9), přičemž ve větvích končících řádky (6) a (9) dostáváme spor; ve větvích končících 

řádky (7) a (8) nikoliv. Tyto větve jsou nasycené, tj. splňují podmínky (1)-(3), jimiž jsme 

charakterizovali nasycenou větev, neboli pro všechny formule s přímými důsledky obsahují 

tyto větve i přímé důsledky a pro všechny formule s alternativními důsledky obsahují tyto 

větve alespoň jeden alternativní důsledek. Tyto dvě větve jsou tedy otevřené a označíme je 

znakem „O“. Pomocí označených proměnných v těchto větvích lze sestrojit protipříklady 

formule (pq)(pq). Na základě řádků (4) a (7) s označenými proměnnými Tp a Fq 

dostáváme kontramodel v(p)=1, v(q)=0, na základě řádků (5) a (8) s označenými 
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proměnnými Tq a Fp kontramodel v(p)=0, v(q)=1. Pro tyto dva kontramodely je pravdivá 

formule F(pq)(pq), neboli nepravdivá formule (pq)(pq). 

 

Příklad 5: 

 

Následuje důkaz tautologie známé jako jednoduché konstruktivní dilema (tato tautologie 

odpovídá stejnojmennému odvozovacímu pravidlu přirozené dedukce). 

Důkaz formule [(pr)(qr)(pq)]r: 

 

 (1) F[(pr)(qr)(pq)]r  

 (2) T(pr)(qr)(pq) (1)  

 (3) Fr (1)  

 (4) Tpr (2)  

 (5) Tqr (2)  

 (6) Tpq (2)  

         

 (7) Fp (4) (8) Tr (4) 

         spor 8, 3 

 (9) Fq (5) (10) Tr (5)  

      spor 10, 3  

(11) Tp (6) (12) Tq (6)   

 spor 11, 7  spor 12, 9   

 

Cvičení: Popište podrobně konstrukci důkazu této formule. 

 

Příklad 6: 

 

Nyní můžeme metodou analytických tabulek dokázat zákony pro negaci konjunkce a negaci 

disjunkce (de Morganovy zákony). Dokažme tautologii (pq)(pq). 

 

Důkaz formule (pq)(pq): 

 

 (1) F(pq)(pq)  

 (2) T(pq) (1)  

 (3) Fpq (1)  

 (4) Fpq (2)  

 (5) Fp (4)  

 (6) Fq (4)  

 (7) Tp (5)  

 (8) Tq (6)  

        

(9) Fp (4) (10) Fq (4) 

 spor 9, 7  spor 10, 8 

 

Cvičení: Důkaz formulí (pq)(pq), (pq)(pq), a (pq)(pq) je 

analogický. Dokažte pomocí metody analytických tabulek tyto formule. 



 102 

 

Příklad 7: 

 

Metodou analytických tabulek můžeme dále dokázat distributivní zákony pro konjunkci 

a  disjunkci. Dokažme [p(qr)][(pq)(pr)]. 

 

 

Důkaz formule [p(qr)][(pq)(pr)]: 

 

 (1) F[p(qr)][(pq)(pr)]  

 (2) Tp(qr) (1)  

 (3) F(pq)(pr) (1)  

        

 (4) Tp (2) (5) Tqr (2)  

      (6) Tq (5)  

(8) Fpq (3) (9) Fpr (3)  (7) Tr (5)  

(10) Fp (8) (11) Fp (9)       

 spor 10, 4  spor 11, 4  (12) Fpq (3) (13) Fpr (3) 

   (14) Fp (12) (16) Fp (13) 

   (15) Fq (12) (17) Fr (13) 

    spor 15, 6  spor 17, 7 

 

Cvičení: Dokažte formule [(pq)(pr)][p(qr)], [p(qr)][(pq)(pr)] 

a   [(pq)(pr)][p(qr)]. 

 

Je pozoruhodné, že Smullyan (1995) neuvádí žádné explicitní pravidlo pro ekvivalenci. Zde 

předkládáme verzi pravidla pro ekvivalenci, které je dle našeho názoru vhodným 

doplněním právě popsaného systému. Toto pravidlo se liší od pravidel (1)-(4) zejména 

v  tom, že místo jednoduchých přímých či alternativních důsledků vede pro obě označené 

formule FXY a FXY ke dvěma alternativám přímých důsledků, konkrétně 

k  alternativám TX, TY a FX, FY pro formuli TXY; a k alternativám TX, FY a FX, TY pro 

formuli FXY. 

 

  TXY  FXY 

 (5) TX FX  TX FX 

  TY FY  FY TY 

 

Ukažme, jak pravidlo (5) funguje v praxi. 

 

Příklad 8: 

 

Sestrojme důkaz formule (pq)[(pq)q]. 

 

Tabulkový důkaz uvádíme na následující straně. 
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Důkaz formule (pq)[(pq)q]: 

 

 (1) F(pq)[(pq)q]  

         

(2) Tpq (1) (4) Fpq (1) 

(3) F(pq)q (1) (5) T(pq)q (1) 

(6) Tpq (3) (8) Fp (5) 

(7) Fq (3) (9) Fq (5) 

          

(10) Tp (2) (11) Tq (2) (14) Fpq (5) (15) Tq (5) 

      spor 11, 7 (16) Tp (14)  spor 15, 9 

   spor 16, 8  

(12) Fp (6) (13) Tq (6)    

 spor 12, 10  spor 13, 7    

 

Popis: Formule F(pq)[(pq)q] má dvě alternativy přímých důsledků Tpq, 

F(pq)q a Fpq, T(pq)q, které umístíme na řádky (2), (3) a (4), (5). Formule 

F(pq)q má přímé důsledky Tpq (řádek (6)) a Fq (řádek (7)). Podobně v druhé větvi 

má formule Fpq dva přímé důsledky Fp (řádek (8)) a Fq (řádek (9)). Tím jsme vyčerpali 

všechny přímé důsledky formule F(pq)[(pq)q] a jejích přímých důsledků. Důkaz 

může nyní postupovat samostatně v levé větvi a samostatně v pravé větvi. První formule 

v levé větvi, která má pouze alternativní důsledky, je formule Tpq. Musíme tedy tuto 

větev rozdělit na další dvě větve, čímž dostaneme řádky (10) a (11). Řádek (11) je 

bezprostředně ve sporu s řádkem (7), tuto větev tedy můžeme uzavřít. Zbývá nám vyšetřit, 

zda řádek (10) není ve sporu s alternativními důsledky formule Tpq na řádku (6). Tím 

dostaneme řádky (12) a (13), přičemž řádek (12) je ve sporu s řádkem (10) a řádek (13) ve 

sporu s řádkem (7). Nyní jsme uzavřeli celou levou větev tabulky. Důkaz pokračuje pravou 

větví. Pravou větev tabulky musíme rozdělit na dvě samostatné větve na základě 

alternativních důsledků formule T(pq)q, čímž dostaneme řádky (14) a (15). Řádek (15) 

je ovšem ve sporu s řádkem (9), můžeme tedy tuto větev uzavřít. Zbývá nám vyšetřit 

důsledky formule Fpq na řádku (14). Již první důsledek této formule vede ke sporu 

s  řádkem (14), můžeme tudíž uzavřít i tuto větev. Podařilo se nám tak uzavřít všechny 

větve tabulky formule F(pq)[(pq)q], což dokazuje, že formule (pq)[(pq)q] 

je tautologií. 

 

Na následující straně uvedeme ještě jeden příklad důkazu formule se spojkou ekvivalence. 
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Příklad 9: 

 

Důkaz formule (pq)[p(pq)]: 

 

 (1) F(pq)[p(pq)]  

         

 (2) Tpq (1)  (4) Fpq (1)  

 (3) Fp(pq) (1) (5) Tp(pq) (1) 

 (6) Tp (2)        

 (7) Tq (2) (13) Fp (4) (14) Fq (4) 

        

(8) Tp (3)   (15) Tp (5) (16) Fpq (5) 

(9) Fpq (3)  spor 15, 13 (17) Tp (16) 

(11) Tp (9)   spor 17, 13 

(12) Fq (9) (10) Fp (3)     

 spor 12, 7  spor 10, 6   (18) Tp (5) (21) Fp (5) 

    (19) Tpq (5) (22) Fpq (5) 

    (20) Fp (19) (23) Tp (22) 

     spor  spor 

 

Cvičení: Popište podrobně konstrukci důkazu formule. 

 

Příklad 10: 

 

Ukažme alespoň jeden příklad, jak pomocí tabulkové metody sestrojit ÚNDF formule. 

Uvažujme formuli [p(qr)](pr). Sestrojme nyní tabulku formule 

T[p(qr)](pr) (pozor! – nikoli formule F[p(qr)](pr)): 

 

Tabulka formule T[p(qr)](pr): 

 

 (1) T[p(qr)](pr)  

        

 (2) F[p(qr)] (1)  (4) Tpr (1) 

 (3) Tp(qr) (2)  (5) Tp (4) 

     (6) Tr (4) 

 (8) Tp (3)  (10) Fp (3) (7) Fr (6) 

 (9) Tqr (3)  (11) Fqr (3) O 

     (12) Fq (11)  

(14) Tq (9) (15) Tr (9) (13) Fr (11)  

O O O  

 

Dostali jsme tabulku se čtyřmi otevřenými a nasycenými větvemi. Jelikož jsme ověřovali 

formuli T[p(qr)](pr), dostali jsme v jednotlivých větvích takové označené 

proměnné p, q a r, při nichž je formule [p(qr)](pr) pravdivá; každá z těchto 

větví přitom představuje jednu samostatnou alternativu. Označme konjunkci všech 

označených formulí ve větvi i jako Ci, tj. pro čtyři větve tabulky dostaneme čtyři konjunkce 
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C1, C2, C3 a C4. Pak disjunkce C1C2C3C4 je disjunktivní formou formule 

[p(qr)](pr) (tato forma ještě nemusí být ÚNDF, protože jednotlivé konjunkce 

C1, C2, C3 a C4 nemusejí obsahovat všechny proměnné p, q a r). Sestavme tedy konjunkce 

C1, C2, C3 a C4. Konjunkci C1 dostaneme na základě označených proměnných v řádcích (8) 

a (14), tj. Tp a Tq. Nyní zrušme označení proměnných a sestavme z nich konjunkci. 

Dostaneme pq. Podobných způsobem odvodíme na základě řádků (8) a (15) konjunkci C2, 

tj. pr, na základě řádků (10), (12) a (13) konjunkci C3, neboli pqr, a konečně na 

základě řádků (5) a (7) konjunkci C4, tj. pr. Disjunkce C1C2C3C4 tak má tvar 

(pq)(pr)(pqr)(pr). Vidíme, že tato disjunkce skutečně nemá tvar ÚNDF, 

ale na tento tvar ji lze snadno rozšířit. Proveďme příslušné rozšíření: 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Po rozšíření konjunkcí C1, C2 a C4 o proměnné, které se v těchto konjunkcích nevyskytují, 

se některé členy opakují. Opakující se členy jsme podtrhli. Tím konečně dostaneme 

následující disjunkci, která je ÚNDF formule [p(qr)](pr): 

 

(pqr)(pqr)(pqr)(pqr)(pqr) 

 

Cvičení: Ověřte (např. pomocí pravdivostní tabulky), že jsme skutečně získali ÚNDF 

formule [p(qr)](pr). Dále sestrojte ÚNKF formule [p(qr)](pr). 

Nápověda: Sestrojíme-li tabulku formule F[p(qr)](pr), dostaneme v otevřených 

větvích tabulky takové označené proměnné p, q a r, že formule F[p(qr)](pr) je 

pravdivá, neboli disjunktivní formu formule F[p(qr)](pr), kterou lze snadno 

rozšířit na ÚNDF. Tato formule je však pravdivá právě tehdy, je-li nepravdivá formule 

[p(qr)](pr). Zapišme ÚNDF formule F[p(qr)](pr) jako 

C1C2...Ck. Pak platí (C1C2...Ck){[p(qr)](pr)}. Formule 

(C1...Ck) je ekvivalentní formuli C1C2...Ck, která – znegujeme-li jednotlivé 

konjunkce C1, C2, ..., Ck – má tvar ÚNKF. Je zřejmé, že tato formule je ÚNKF formule 

[p(qr)](pr). Zdůvodněte podrobně právě popsané úvahy. 
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6.3 Cvičení 
 

(1) 

Dokažte metodou analytických tabulek následující tautologie. 

(a) p(pq) 

(b) (pq)q 

(c) [(pq)p]p 

(d) p[q(pq)] 

(e) (pq)[(pq)q] 

(f) [(pq)p](pq) 

(g) [(pq)p](pq) 

(h) [(pq)p](pq) 

(i) [(pq)p](pq) 

 

(2) 

Řešte metodou analytických tabulek příklady z kapitol 3, 4 a 5. 
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7 DEDUKCE VE VÝROKOVÉ LOGICE 

POMOCÍ PEIRCOVÝCH DIAGRAMŮ 
 

 

7.1 Základní pojmy 
 

Tato kapitola slouží jako velmi stručný úvod do diagramatických metod logiky a  budeme 

se v ní zabývat Peircovými diagramy, jmenovitě tzv. systémem . Kromě systému  zavedl 

C. S. Peirce rovněž systémy  a , s jejichž pomocí studoval diagramatickou dedukci v 

predikátové logice a v modální logice. 

Na diagramatickou dedukci bylo v minulosti často pohlíženo s nedůvěrou a ve 

srovnání s axiomatickým důkazem, případně důkazem pomocí přirozené dedukce, byla 

považována za nejistý a snadno postradatelný nástroj. Jako jeden z mnoha příkladů tohoto 

postoje cituje americká filosofka korejského původu Sun-Joo Shinová názor N. Tennanta: 

 

[Diagramy] představují pouze heuristickou metodu, jak naznačit myšlenkový postup 

deduktivního úsudku... Jako důkazový prostředek jsou však postradatelné 

...a  v  samotném důkazu nemají žádné místo. Důkaz je syntaktický útvar skládající 

se výhradně z vět [tj. jazykových syntaktických celků] a musí být uspořádán do 

konečné a přehlédnutelné posloupnosti. 

Citováno podle Shin (1994), s. 2. 

 

V posledních letech bylo nicméně přesvědčivě dokázáno, že diagramatická dedukce 

nepředstavuje v žádném případě méně spolehlivou metodu než dedukce axiomatická a na 

rozdíl od ní se vyznačuje větší vizuální názorností (což ovšem platí především pro kratší 

důkazy). Sun Joo-Shinová ve své monografii (1994) studuje dvě verze metody Vennových 

diagramů a dokazuje větu o korektnosti a úplnosti jedné z těchto metod vůči monadické 

predikátové logice a její teorii modelů. Za příslušného zpřesnění diagramatických metod 

a  důkazů o jejich korektnosti a úplnosti musí logika diagramatickou dedukci uznat za 

rovnoprávného partnera vůči syntaktickým metodám dedukce, tj. axiomatické, resp. 

přirozené dedukce. Aktuální úvod do problematiky diagramatické dedukce čtenář najde 

např. v hesle S.-J. Shinové a O. Lemona “Diagrams” v internetové encyklopedii filosofie 

The Stanford Encyclopedia of Philosophy, viz Shin, Lemon (2001). Náš výklad Peircova 

systému  je založen na Hammer (1995), s. 95-114. 

 

 

7.1.1 Peircovy diagramy 
 

Peircův systém  studuje diagramatickou dedukci ve výrokové logice. Diagramem 

rozumíme dvojdimenzionální objekt využívající kromě jazykových výrazů rovněž grafické 

prostředky, v našem případě zejména „zakroužkování“ (z typografických důvodů místo 

kroužků používáme rámečky). Základními znaky Peircových -diagramů (nadále již jen 

„diagramů“) jsou (1) výrokové symboly a (2) symbol prázdného kroužku (rámečku), který 

představuje konstantu . Prázdný kroužek budeme označovat jako „()“. Na již sestrojené 

diagramy aplikujeme operaci zakroužkování (uzavření do rámečku) diagramu, které má 
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význam negace výchozího diagramu, a operaci kompozice, pomocí níž dva diagramy 

(případně více diagramů) zakreslíme vedle sebe – tato operace má význam konjunkce 

výchozích diagramů. Je dále užitečné definovat pojem poddiagramu. (Pojem poddiagramu 

analogicky odpovídá pojmu podformule nějaké SUF.) Poddiagramem diagramu 

D  rozumíme každý diagram, který představuje jednu z  konstrukčních fází předcházejících 

diagram D. Uvedeme přesnou induktivní definici poddiagramu. 

 

Definice (poddiagram): 

(1) Jestliže diagram D je nějaký výrokový symbol (přesněji: výskyt tohoto 

symbolu), pak (identickým) poddiagramem diagramu D je tento výrokový 

symbol (přesněji: jeho výskyt), tj. samotný diagram D; jestliže diagram D je 

(), pak (identickým) poddiagramem diagramu D je (), tj. opět samotný 

diagram D, 

(2) Jestliže diagram D je zakroužkovaný diagram D´, pak bezprostředním 

neidentickým poddiagramem diagramu D je diagram D´, 

(3) Jestliže diagram D je kompozicí diagramů D´ a D´´, pak bezprostředními 

neidentickými poddiagramy diagramu D jsou diagramy D´ a D´´. 

 

Dá se dokázat, že každý Peircův diagram lze sestrojit pomocí výše uvedených kroků. Ke 

každému diagramu tak můžeme udat jeho tzv. konstrukční strom (k pojmu „strom“ viz 

předchozí kapitolu). Následující obrázek představuje konstrukční strom Peircova diagramu 

formule (pq)(qp) (tj. formule pq). 

 

     p    q  p   q 

              

              

         q    p     

              

              

      p  q      p  q  

          

         

         

      p  q      p  q  

              

              

Obrázek: 

Konstrukční strom diagramu 

       

p  q  *  p  q   

       

 

Cvičení: Popište jednotlivé uzly konstrukčního stromu výše uvedeného diagramu. 

 

Konstrukční operace zakroužkování a kompozice představují grafickou analogii negace 

a  konjunkce. Na základě věty o funkční úplnosti spojek lze pomocí těchto operací za 

využití zobrazovacích tautologií (pq)(pq), (pq)(pq) a (pq) 

[(pq)(qp)] diagramaticky reprezentovat libovolnou formuli výrokové logiky 

obsahující spojky negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence. 
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Poznámka: K větě o funkční úplnosti spojek viz standardní literaturu, např. Štěpán (2001), 

Kleene (1967) atd. Můžeme ještě poznamenat, že Fregeho notační systém je zaveden 

podobným způsobem, ovšem na spojkách  a . K Fregeho systému viz např. Hughes 

(1993), s. 261-267, a Furthovu předmluvu k Frege (1966). 

 

Přehled diagramatických reprezentací základních výroků: 

 

Diagram p: 

 p  

 

Diagram pq: 

p  q  případně            p * q 

 

Poznámka: Pro přehlednost budeme u kompozice dvou diagramů D´ a D´´ většinou 

používat (metajazykový) znak „*“. Tento znak není součástí objektového jazyka, ale slouží 

jako jednoduchá pomůcka upozorňující na kompozici diagramů D´ a D´´ v případě, kdy 

bychom mohli skutečnost, že se jedná o kompozici, přehlédnout. Tato pomůcka bude 

užitečná zejména v případě tzv. „lineární“ notace, kterou zavedeme níže. 

 

Diagram pq: 

  

 p   q  

  

 

Diagram pq: 

  

p  q  

  

 

Diagram pq: 

      

p  q  *  p   q   

      

 

 

 

 

 

Sémantika Peircových diagramů je podobná sémantice Smullyanových označených 

formulí, tj. formulí FX a TX. Výchozím prvkem je ohodnocení v, jež atomické výroky p, q, 

..., r, ... zobrazuje na množinu pravdivostních hodnot {0,1}. (Pojem ohodnocení analogicky 

odpovídá valuaci, resp. modelům SUF výrokové logiky.) Ohodnocení složeného diagramu 

D určíme podle následující induktivní definice. 

 

Definice (ohodnocení diagramu): 

 (1) Je-li diagram D prázdný kroužek, tj. (), pak v(D)=0, 

 (2) Je-li diagram D atomická výroková proměnná p, pak v(D)=v(p), 

(3) Je-li diagram D zakroužkovaný diagram D´, pak v(D)=0 v případě, 

že  v(D´ )=1, a naopak v(D)=1 jestliže v(D´ )=0, 

(4) Je-li diagram D kompozice diagramů D´ a D´´, pak v(D)=1 v případě, 

že  v(D´ )=v(D´´ )=1, a v(D)=0 v jiném případě. 

 

Na základě této sémantiky můžeme definovat sémantický pojem logického důsledku 

množiny diagramů X1, X2, ..., Xn. 
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Definice (logický důsledek množiny diagramů): 

Řekneme, že diagram D je logickým důsledkem množiny diagramů X1, X2, ..., Xn, tj. X1, X2, 

..., Xn  D, jestliže každé ohodnocení v diagramů X1, X2, ..., Xn, které splňuje podmínku 

v(X1)=v(X2)=...=v(Xn)=1, splňuje rovněž podmínku v(D)=1. 

 

 

7.1.2 Odvozovací pravidla Peircovy diagramatické dedukce 
 

Peircova diagramatická dedukce spočívá v postupném přetváření výchozího diagramu D na 

nové diagramy D´, D´´, D´´´ atd. Předpokládáme-li diagram D (resp. nějakou množinu 

diagramů), pak je tomu podobně jako u přirozené dedukce v případě, kdy předpokládáme 

nějakou premisu (resp. množinu premis). Důkazem diagramu G na základě předpokladů X1, 

X2, ..., Xn (tj. nějaké množiny diagramů) je posloupnost diagramů Y1, Y2, ..., Yk, kde poslední 

člen posloupnosti, tj. Yk, je dokazovaný diagram G. Důkazem teorému je posloupnost 

začínající diagramem (()) (tj. negací prázdného kroužku; jedná se o axiom Peircova 

systému), resp. posloupnost bez premis. V našem textu se nicméně budeme zabývat pouze 

úsudky s premisami. 

Nyní uvedeme přehled sedmi základních odvozovacích pravidel KD, SD, VDL, 

ZDK, EDK, ID a DD, k nimž lze podle potřeby přidat další odvozená pravidla. Tato 

pravidla představují mírně zjednodušenou verzi odvozovacích pravidel v Hammer (1995). 

Užitečným pravidlem by mohlo být např. pravidlo regulující poněkud těžkopádný přepis 

ekvivalenčních výroků, v našem textu se nicméně žádnou takovou alternativou 

nezabýváme. 

 

Kompozice diagramů (KD): 

Z diagramů X a Y můžeme kompozicí X *Y sestrojit nový diagram D. Tuto operaci 

nazýváme „kompozice diagramů“. 

 

Smazání diagramu (SD): 

Nechť D je kompozice diagramů X a Y, tj. D je X *Y. Pak z diagramu D můžeme sestrojit 

diagram D´ tak, že jeden z diagramů X nebo Y smažeme, tj. D´ je X nebo Y. Tuto operaci 

nazýváme „smazání diagramu“. 

 

Vepsání diagramu do lichého počtu kroužků (VDL): 

Nechť diagram D má tvar (...(D´ )...), kde diagram D´ je zakroužkován lichým počtem 

kroužků (tj. v naší notaci je zleva a zprava obklopen lichým počtem závorek). Pak do 

lichého počtu kroužků můžeme vepsat libovolný diagram X. Tuto operaci nazýváme 

„vepsání diagramu do lichého počtu kroužků“. Příklady povolených vepsání: Z  diagramu 

(D´ ) můžeme vepsáním X sestrojit (D´ *X), z diagramu (((D´ ))) můžeme vepsáním 

sestrojit (((D´ ))*X) a (((D´ *X))), z diagramu X*(D´ ) sestrojit X*(D´ *Y) apod. Nesmíme 

však z  (((D´ ))) vepsáním X sestrojit, (((D´ )*X)), protože v tomto případě je diagram X 

vepsán do sudého počtu kroužků. 

 

Poznámka: Tomuto pravidlu odpovídá v přirozené dedukci pro výrokovou logiku pravidlo 

zavedení disjunkce (ZD). Sestrojíme-li z diagramu (X) diagram (X*Y), pak jsme provedli 

rozšíření výroku  na  (kde za výrokový ekvivalent diagramu X považujeme 

formuli  a za výrokový ekvivalent diagramu Y formuli ). Podobně v případě diagramu 
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(((X))) (kde trojí zakroužkování diagramu X odpovídá trojí negaci formule ) je povoleno 

vepsání (((X))*Y), protože tento diagram je opět ekvivalentní formuli , jak se může 

čtenář snadno přesvědčit, avšak vepsání (((X)*Y)) povoleno není, protože se jedná 

o  ekvivalent vyvození  na základě  (resp. ) který neodpovídá žádnému 

platnému odvozovacímu pravidlu výrokové logiky. 

 

Zavedení dvojitého kroužku (ZDK) a eliminace dvojitého kroužku (EDK): 

Nechť diagram D je kompozicí diagramů X1*X2*...*Y*...*Xn. Pak z tohoto diagramu 

můžeme sestrojit diagram D´ tak, že poddiagram Y uzavřeme do dvou kroužků – značíme 

jako „((Y))“ – tj. diagram X1*X2*...*((Y))*...*Xn. Tuto operaci označujeme jako „zavedení 

dvojitého kroužku“. Naopak nechť D je diagram X1*X2*...*((Y))*...*Xn. Pak z tohoto 

diagramu můžeme sestrojit diagram D´ tak, že v D odstraníme dvojitý kroužek okolo 

poddiagramu Y, tj. dostaneme diagram X1*X2*...*Y*...*Xn. Tuto operaci označujeme jako 

„eliminace dvojitého kroužku“. 

 

Iterace diagramu (ID): 

Nechť D je kompozicí diagramů X a Y, tj. X*Y. Přidáme-li k D diagram X nebo diagram Y, 

dostaneme diagram D´, kde D´ je D*X nebo D*Y. Tuto operaci označujeme jako „iterace 

diagramu“. 

 

Deiterace diagramu (DD): 

Nechť X je poddiagram diagramu D, který má strukturu (X*Y)*Y (tj. D je kompozicí 

diagramu Y a zakroužkované kompozice diagramů X a Y). Pak smazáním diagramu Y uvnitř 

zakroužkované kompozice sestrojíme nový diagram D´, tj. D´ je (X)*Y. Tuto operaci 

označujeme jako „deiterace diagramu“. 

 

Poznámka: Toto pravidlo odpovídá v přirozené dedukci pro výrokovou logiku pravidlu 

konjunktivního sylogismu (KS). Výrokovým ekvivalentem diagramu (X*Y)*Y je totiž 

formule (), z níž jako důsledek lze skutečně vyvodit , tj. diagram (X). 

 

Nyní můžeme definovat pojem diagramatického důsledku množiny diagramů X1, X2, ..., Xn. 

 

Definice (diagramatický důsledek množiny diagramů): 

Řekneme, že diagram D je diagramatickým důsledkem (množiny) diagramů X1, X2, ..., Xn, 

tj. X1, X2, ..., Xn  D, jestliže pomocí odvozovacích pravidel Peircovy diagramatické 

dedukce (tj. pravidel KD, SD, VDL, ZDK, EDK, ID a DD) lze na základě diagramů X1, X2, 

..., Xn sestrojit důkaz diagramu D, neboli posloupnost Y1, Y2, ..., Yk, jejíž každý člen Yi je 

odvozen z premis X1, X2, ..., Xn, případně z předcházejících členů posloupnosti Y1, Y2, ...,  

Yi–1 pomocí odvozovacích pravidel, a jejíž poslední člen Yk je diagram D. 

 

Lze dokázat větu o úplnosti a korektnosti Peircovy diagramatické dedukce, k tomu 

je však nutno zavést řadu dalších pojmů, jimiž se v našich skriptech nemůžeme zabývat. 

Důkaz věty viz Hammer (1995). 

 

Věta o úplnosti a korektnosti diagramatické dedukce: 

Pro množinu diagramů X1, X2, ..., Xn a diagram D platí X1, X2, ..., Xn  D právě tehdy, 

jestliže platí X1, X2, ..., Xn  D. 
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7.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Úsudek: pq, qr, r  p 

 

Důkaz: 

       

p  q   q  r    r  

       

1. pq,  2. qr,  3. r - premisy 

 

     

4. q  r   r  - kompozice premis 1 a 3 

     

 

5.  q   r   - deiterace diagramu, 4 

 

6.  q   - smazání diagramu, 6 

 

 

     

7. p  q   q  - kompozice1 a 6 

     

 

8.  p   q   - deiterace diagramu, 7 

 

9.  p    - smazání diagramu, 8 



Poznámka: Z typografických důvodů je užitečné zavést tzv. lineární notaci. V podstatě 

jsme tuto notaci již používali ve formulaci odvozovacích pravidel. Zakroužkování diagramu 

D zapíšeme jako (D) a ke zdůraznění kompozice používáme metajazykový znak „*“. 

Základní výroky tedy zapíšeme následujícím způsobem: 

 

Lineární notace základních výroků: 

p (p) pq [p*(q)] 

pq p*q pq [p*(q)]*[(p)*q] 

pq [(p)*(q)]  

 

Pro větší přehlednost používáme, je-li to vhodné, více druhů závorek, zejména lomené 

závorky „[“ a „]“ a složené závorky „{“ a „}“. Úsudek pq, qr, r  p tudíž v lineární 

notaci zapíšeme jako: 

 

[p*(q)], [q*(r)], (r)  (p) 

 

Výše uvedený důkaz má v lineární notaci následující podobu. 

 

Důkaz v lineární notaci: 

1. [p*(q)] 

2. [q*(r)] 

3. (r)  - premisy 

4. [q*(r)]*(r)  - KD 2, 3 

5. (q)*(r) - DD 4 

 

6. (q)  - SD 5 

7. [p*(q)]*(q) - KD 1, 6 

8. (p)*(q) - DD 7 

9. (p)  - SD 8 

 
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Lineární notace ztrácí oproti výchozí diagramatické notaci svoji názornost. Dělá-li čtenáři 

tato notace potíže, může si každý úsudek z lineární notace přepsat zpět do diagramatické 

notace. 

 

Příklad 2: 

 

Úsudek: pq, q(rs), rs  p 

 

Přepis do lineární notace: [p*(q)], {q*[r*(s)]}, [r*(s)]*[(r)*s]  (p) 

 

Důkaz: 

1. [p*(q)] 

2. {q*[r*(s)]} 

3. [r*(s)]*[(r)*s] - premisy 

4. [r*(s)]  - SD 3 

5. [r*(s)]*{q*[r*(s)]} - KD 3, 4 

6. [r*(s)]*(q)  - DD 5 

7. (q)   - SD 6 

8. (q)*[p*(q)]  - KD 7, 1 

9. (q)*(p)  - DD 8 

10. (p)   - SD 9 

 

 

Poznámka: Mimo přímý důkaz můžeme stejně jako u přirozené dedukce používat rovněž 

apagogický důkaz a důkaz s pomocnou konstrukcí. Nepřímým důkazem úsudku X1, X2, ..., 

Xn  D rozumíme důkaz diagramatického úsudku X1, X2, ..., Xn, (D)  (). Důkazem 

s  pomocnou konstrukcí rozumíme důkaz s hypotézou H, z níž vyvozujeme důsledky H1, ..., 

Hk. Podobně jako u přirozené dedukce zavedeme k-tý důsledek hypotézy H jako [H*(Hk)]. 

 

Nepřímý důkaz: 

1. [p*(q)] 

2. {q*[r*(s)]} 

3. [r*(s)]*[(r)*s] - premisy 

4. p   - PND 

5. p*[p*(q)]  - KD 1, 4 

6. [(q)]   - DD 5 

7. q   - EDK 6 

8. q*{q*[r*(s)]} - KD 7, 8 

9. q*{[r*(s)]}  - DD 8 

10. {[r*(s)]}  - SD 9 

11. r*(s)  - EDK 10 

12. [r*(s)]  - SD 3 

13. r*(s)*[r*(s)] - KD 11, 12 

14. ()   - DD 13 

 

 

Poznámka: Kroky, které uvádíme na řádcích 13 a 14 budeme obyčejně vynechávat a místo 

nich napíšeme odkaz na příslušný spor; např. „spor 11, 12“ apod. 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku z příkladu 1. 

 

Příklad 3: 

 

Úsudek: q, qp, (rp), rs  s 

 

Přepis do lineární notace: q, [q*(p)], (r*p), {(r)*[(s)]}  (s) 
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Důkaz: 

1. q 

2. [q*(p)] 

3. (r*p) 

4. {(r)*[(s)]}  - premisy 

5. q*[q*(p)]  - KD 1, 2 

6. q*[(p)]  - DD 5 

7. [(p)]   - SD 6 

8. p   - EDK 7 

 

9. p*(r*p)  - KD 8, 3 

10. p*(r)  - DD 9 

11. (r)   - SD 10 

12. (r)*{(r)*[(s)]} - KD 11, 4 

13. (r)*{[(s)]}  - DD 12 

14. {[(s)]}  - SD 13 

15. (s)   - EDK 14 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku. 

 

Příklad 4: 

 

Úsudek: rs, st, (rt)  s 

 

Přepis do lineární notace: [r*(s)], {(s)*[(t)]}, [(r)*(t)]  s 

 

Důkaz: 

1. [r*(s)] 

2. {(s)*[(t)]} 

3. [(r)*(t)]  - premisy 

4. (s)   - PND 

5. (s)*[r*(s)]  - KD 1, 4 

6. (s)*(r)  - DD 5 

7. (s)   - SD 6 

8. (r)   - SD 6 

9. (s)*{(s)*[(t)]} - KD 7, 2 

10. (s)*{[(t)]}  - DD 9 

 

 

 

 

 

11. {[(t)]}  - SD 10 

12. (t)   - EDK 11 

13. (r)*[(r)*(t)] - KD 8, 3 

14. (r)*[(t)]  - DD 13 

15. [(t)]  - SD 14 

spor 12, 15 

 

Cvičení: Nalezněte přímý důkaz tohoto úsudku, resp. důkaz s pomocnou konstrukcí. 

 

Příklad 5: 

 

Úsudek: p(qr), q, pqr  r 

 

Přepis do lineární notace: [p*(q*r)], (q), [(p)*(q)*(r)]  r 

 

Důkaz: 

1. [p*(q*r)] 

2. (q) 

3. [(p)*(q)*(r)] - premisy 

4. (q*r)  - VDL 2 

5. (q*r)*[p*(q*r)] - KD 4, 1 

6. (q*r)*(p)  - DD 5 

7. (p)   - SD 6 

8. (p)*[(p)*(q)*(r)] - KD 7, 3 

9. (p)*[(q)*(r)] - DD 8 

10. [(q)*(r)]  - SD 9 

11. (q)*[(q)*(r)] - KD 10, 2 

12. (q)*[(r)]  - DD 11 

13. [(r)]  - SD 12 

14. r   - EDK 13 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku. 
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Příklad 6: 

 

Úsudek: ps, p(rq), r  s 

 

Přepis do lineární notace: [(p)*(s)], [p*(r*q)], (r)  s 

 

Důkaz: 

1. [(p)*(s)] 

2. [p*(r*q)] 

3. (r)   - premisy 

4. (s)   - PND 

5. (s)*[(p)*(s)] - KD 4, 1 

6. (s)*[(p)]  - DD 5 

7. [(p)]   - SD 6 

 

8. p   - EDK 7 

9. p*[p*(r*q)[  - KD 8, 2 

10. p*[(r*q)]  - DD 9 

11. [(r*q)]  - SD 10 

12. r*q   - EDK 11 

13. r   - SD 12 

spor 3, 13 

 

Cvičení: Nalezněte přímý důkaz, resp. přímý důkaz s pomocnou konstrukcí. 

 

Příklad 7: 

 

Úsudek: p(qr), q, pqr  pqr 

Přepis do lineární notace: [p*(q*r)], (q), [(p)*(q)*(r)]  (p)*(q)*r 

 

Důkaz: 

1. [p*(q*r)] 

2. (q) 

3. [(p)*(q)*(r)] - premisy 

4. (q)*[(p)*(q)*(r)] - KD 2, 3 

5. (q)*[(p)*(r)] - DD 4 

6. [(p)*(r)]  - SD 5 

7. (q*r)  - VDL 2 

8. (q*r)*[p*(q*r)] - KD 7, 1 

9. (q*r)*(p)  - DD 8 

10. (p)   - SD 9 

11. (p)*[(p)*(r)] - KD 10, 6 

12. (p)*[(r)]  - DD 11 

13. [(r)]  - SD 12 

14. r   - EDK 13 

15. (p)*(q)*r  - KD 2, 10, 14 

 

Důkaz s pomocnou konstrukcí: 

1. [p*(q*r)] 

2. (q) 

3. [(p)*(q)*(r)] - premisy 

4. p   - hypotéza 

5. p*[p*(q*r)]  - KD 4, 1 

6. p*[(q*r)]  - DD 5 

7. p*q*r  - EDK 6 

8. q   - SD 7 

9. [p*(q)]  - ZH 4, 8 

10. (q)*[p*(q)] - KD 2, 8 

11. (q)*(p)  - DD 10 

12. (q)*(p)*[(p)*(q)*(r)] - KD 11, 3 

13. (q)*(p)*[(r)] - DD 12 

14. (p)*(q)*r  - EDK 13 

 

 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz úsudku. 
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7.3 Cvičení 
 

(1) 

Dokažte metodou Peircových diagramů následující úsudky. 

(a) pq, q  p 

(b) (pq), p  q 

(c) r(pq), pq  r 

(d) p(qr), pr  r 

(e) pq, rs, (qs)t, t  (pr) 

(f) p(qr), (pq)  r 

 

(2) 

Dokažte metodou Peircových diagramů řešené úsudky kapitoly 5 a řešené příklady kapitoly 

6. Řešte pomocí metody Peircových diagramů cvičení kapitoly 5 a kapitoly 6. 
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Řešení: 

 

Jako příklad uvádíme diagramatický důkaz úsudků (1), (c) a (1), (e). Ostatní důkazy si 

čtenář jistě doplní sám. 

(c) 

Důkaz: 

1. {(r)*[(p)*(q)]} 

2. (p)*(q)  - premisy 

3. {(r)*[(p)*(q)]}*(p)*(q) - KD 1, 2 

4. (p)*(q)*[(r)] - DD 3 

5. [(r)]   - SD 4 

6. r   - EDK 5 

 
(e) 

Důkaz: 

1. p*[(q)*(r)] 

2. (p*q)  - premisy 

3. p   - SD 1 

4. p*(p*q)  - KD 2, 3 

5. p*(q)  - DD 4 

6. (q)   - SD 5 

7. [(q)*(r)]  - SD 1 

8. (q)*[(q)*(r)] - KD 6,7 

9. (q)*[(r)]  - DD 8 

10. [(r)]  - SD 9 

11. r   - EDK 10 

 



 118 



 119 

PREDIKÁTOVÁ LOGIKA PRVNÍHO ŘÁDU 
 

 

8 JAZYK LOGIKY PRVNÍHO ŘÁDU 
 

 

V této kapitole zavádíme nejdůležitější pojmy syntaxe predikátové logiky prvního řádu a 

zmiňujeme rovněž nejzákladnější sémantické pojmy. Ve výkladu sémantiky pokračujeme 

podrobněji v kapitole 9. Důležitému syntaktickému pojmu dokazatelnosti v predikátové 

logice věnujeme kapitolu 10. Kapitoly 11 a 12 se zabývají alternativními metodami 

dedukce v jednoduchém fragmentu predikátové logiky, v tzv. „monadické predikátové 

logice“. Výklad teoretických pojmů není v této části většinou úplný a čtenář by měl v 

případě potřeby nahlédnout do literatury, z níž doporučujeme Barwise, Etchemendy (1999) 

(vynikající učebnice pro začátečníky), Hodges (1994), Janák (1973), Kleene (1967), 

Mendelson (1997), Sochor (2001) a Štěpán (2001). 

 

 

8.1 Základní pojmy 
 

Výroková logika se zabývá tzv. jazykem neanalyzovaných výroků, tj. za základní jednotku 

považuje dále nerozložitelný atomický výrok. Pomocí prostředků predikátové logiky se 

však můžeme zabývat hlubší analýzou jazyka, tzv. jazykem neanalyzovaných predikátů. U 

atomických výroků tak lze studovat i jejich strukturu. Tím lze často postihnout logické 

vyplývání, které neplatí na úrovni výrokové logiky. Srovnejme např. následující dva 

úsudky. 

 

Úsudek 1: Jestliže všichni profesoři Univerzity Palackého jsou přísní, pak někteří studenti 

této univerzity neuzavřou první ročník. Všichni profesoři Univerzity Palackého jsou přísní. 

Tudíž: Někteří studenti Univerzity Palackého neuzavřou první ročník. 

 

Úsudek 2: Na Univerzitě Palackého ke každému přísnému profesorovi existuje takový 

student, který neuzavře první ročník. (Poněkud formálněji: „…ke každé osobě x existuje 

taková osoba y, že když x je přísný profesor, pak y je student, který neuzavře první 

ročník.“) Všichni profesoři Univerzity Palackého jsou přísní. Tudíž: Někteří studenti 

Univerzity Palackého neuzavřou první ročník. 

 

Zatímco první úsudek lze analyzovat pomocí výrokové logiky jako úsudek tvaru pq, p  

q  a  ověřit tak jeho platnost, v případě druhého úsudku to nelze. Tento úsudek má totiž tvar 

p, q  r. Je tomu tak proto, že z hlediska výrokové logiky musíme první premisu a závěr 

úsudku 2 považovat za dva navzájem nesouvisející atomické výroky. Úsudek 2 je tedy sice 

intuitivně logicky platný, avšak nikoli na základě výrokové logiky. K jeho analýze musíme 

přejít k jazyku predikátové logiky. 

 

Nejjednodušším druhem predikátové logiky je tzv. logika prvního řádu, která 

umožňuje kvantifikovat pouze individua, nikoli predikáty. Budeme uvažovat variantu 

logiky prvního řádu s funkčními konstantami a relací identity. S  relací identity pracujeme 
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na intuitivně zřejmé úrovni. Pokud čtenáři nejsou příslušné operace dostatečně zřejmé, měl 

by konzultovat některou axiomatickou teorii identity. 

 

Základními výrazy jazyka predikátové logiky jsou výrazy (tj. symboly) pro 

individuální proměnné, výrazy pro individuální konstanty, výrazy pro predikáty, výrazy pro 

funkce, a symboly kvantifikátorů a logických spojek výrokové logiky. Jako pomocné 

symboly používáme symbol levé a pravé závorky a v případě potřeby závorky různých 

tvarů. 

Individuální proměnné označujeme pomocí znaků x, y, z apod. Potřebujeme-li větší 

počet těchto symbolů, indexujeme proměnné a používáme tak znaky x1, ..., xn, ..., y1, ..., yn, 

..., z1, ..., zn, ... Individuální konstanty obvykle označujeme pomocí znaků a, b, c, d atd.; 

v  případě potřeby je lze rovněž indexovat, pak používáme znaky a1, ..., an, ..., b1, ..., bn, ..., 

c1, ..., cn, ..., d1, ..., dn, ... aj. Individuem rozumíme cokoli, co může být „objektem“. 

Individuální proměnné používáme k označení libovolného objektu, konstanty k označení 

přesně daného objektu (připomeňme si z kapitoly 1, že konstantou rozumíme jazykový 

výraz, který má pevně daný denotát). 

Predikáty označujeme pomocí znaků P, Q, R, S apod.; v případě potřeby většího 

počtu symbolů tyto výrazy rovněž indexujeme a používáme znaky P1, ..., Pn, ..., Q1, ..., Qn, 

..., R1, ..., Rn, ..., S1, ..., Sn, ... atd. U predikátů musíme uvažovat rovněž jejich aritu (arita 

predikátu udává počet individuí, kterých se predikát týká), která se obvykle značí horním 

indexem. Dostaneme tak znaky P
1
, Q

1
, R

1
, S

1
, ..., P 

n
, Q 

n
, R 

n
, S 

n
, ..., které lze dále rozlišit 

pomocí dolních indexů, čímž dostaneme znaky P
1

1, ..., P
1

m, ..., Q 
1

1, ..., Q 
1

m, ..., R
1
1, ..., 

R
1

m, ..., S 
1

1, ..., S 
1

m, ..., P 
n

1, ..., P 
n

m, ..., Q 
n
1,..., Q 

n
m, ..., R 

n
1, ..., R 

n
m, ..., S 

n
1, ..., S 

n
m, ... 

atd. V  našem textu značení arity opomíjíme, čtenář se s ním však setká, nahlédne-li do 

doporučené literatury. Týká-li se predikát pouze jednoho individua, hovoříme 

o  individuální vlastnosti (vlastnosti individua) a příslušnému predikátu říkáme „unární 

predikát“, resp. „monadický predikát“. Týká-li se predikát dvou, případně více individuí, 

hovoříme obecně o relacích. U predikátů týkajících se vztahu mezi dvěma individui 

hovoříme o binárních relacích, v případě vztahu mezi třemi individui o ternárních relacích 

apod., obecně v  případě vztahu mezi n individui o n-árních relacích. Jelikož predikáty jsou 

výrazy jazyka, jimiž vypovídáme o vlastnostech individuí, resp. o vztazích mezi individui, 

mělo by úplné značení predikátů obsahovat rovněž individuální proměnné, jejichž počet 

odpovídá aritě predikátu. Úplným způsobem proto budeme unární predikáty zapisovat jako 

P
1
(x), Q

1
(x), R

1
(x), ..., binární relace jako P

2
(x,y), Q

2
(x,y), R

2
(x,y), ... resp. P

2
(x1,x2), 

Q
2
(x1,x2), R

2
(x1,x2), ..., ternární relace jako P

3
(x,y,z), Q

3
(x,y,z), R

3
(x,y,z), ..., resp. 

P
3
(x1,x2,x3), Q

3
(x1,x2,x3), R

3
(x1,x2,x3), ...; obecně n-ární relace jako P 

n
(x1,...,xn), Q 

n
(x1,...,xn), 

R 
n
(x1,...,xn), ... atd. Individua, která figurují v predikátech, obvykle nazýváme argumenty 

predikátu. Proto hovoříme rovněž o jednoargumentových, dvouargumentových apod. 

predikátech (relacích). 

Funkce budeme označovat jako f, g, h, ... apod.; dle potřeby opět můžeme tyto 

symboly indexovat a dostaneme tak f1, ..., fn, ..., g1, ..., gn, ..., h1, ..., hn, ... apod. U funkcí 

můžeme podobně jako u predikátů udávat pomocí horních indexů jejich aritu. Tak 

dostaneme symboly f 
1
, ..., f 

n
, ..., g

1
, ..., g 

n
, ... apod. Úplným způsobem bychom však 

funkce měli – podobně jako predikáty – zapisovat spolu s příslušnými individuálními 

proměnnými, tj. unární (jednoargumentové) funkce jako f 
1
(x), g

1
(x), h

1
(x), ..., 

dvouargumentové funkce jako f 
2
(x,y), g

2
(x,y), h

2
(x,y), ..., resp. f 

2
(x1,x2), g

2
(x1,x2), h

2
(x1,x2), 

..., trojargumentové funkce jako f 
3
(x,y,z), g

3
(x,y,z), h

3
(x,y,z), ..., resp. f 

3
(x1,x2,x3), 

g
3
(x1,x2,x3), h

3
(x1,x2,x3), ...; obecně n-argumentové funkce jako f 

n
(x1,...,xn), g 

n
(x1,...,xn), 
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h 
n
(x1,...,xn), ... atd. V našem textu aritu funkcí neoznačujeme. Funkcí rozumíme zobrazení, 

které v případě unárních funkcí přiřazuje jednomu individuu nějaké jiné (příp. stejné) 

individuum, v případě dvouargumentových funkcí dvojici individuí nějaké další 

individuum, v případě trojargumentových funkcí trojici individuí nějaké další individuum 

atd. Funkce doplněné o  příslušný počet argumentů, tj. nějakých individuálních 

proměnných nebo konstant, označujeme spolu s individuálními proměnnými 

a   individuálními konstantami jako termíny. 

Konečně poslední kategorií výrazů jazyka predikátové logiky jsou logické konstanty 

výrokové logiky a kvantifikátory. Rozlišujeme obecný kvantifikátor „x“ a existenční 

kvantifikátor „x“. Následující tabulka udává příklady alternativní notace kvantifikátorů, 

s  níž se čtenář může setkat v jiné literatuře. 

 

Kvantifikátor: Běžná notace: Alternativní notace: 
 
 
 

 

Obecný 

 
 
 

 

xP(x) (x)P(x), (x)P(x), xP(x), xP(x) 
 
 

 
 

Existenční 

 
 

 
 

xP(x) (x)P(x), (Ex)P(x), xP(x), xP(x) 

 

Nyní lze zavést dva významné syntaktické pojmy: Pojem atomické formule 

predikátové logiky a správně utvořené formule (SUF) predikátové logiky. Atomickou 

formulí predikátové logiky rozumíme výraz skládající se pouze ze symbolu n-árního 

predikátu, za nímž následuje (v závorce) n termínů. Atomickými formulemi jsou např. 

výrazy P(x), P(a), R(x,y), R(a,y), R(a,b), S(f(x,y),z), P(x1,...,xn), 

R
5
(f(x1,...,xk),g(x1,...,xm),x3,x4,x5) apod. SUF predikátové logiky lze vymezit pomocí 

následující definice. 

 

Definice (SUF predikátové logiky): 

(1) Všechny atomické formule jsou SUF predikátové logiky. 

(2) Je-li  SUF predikátové logiky, pak rovněž  je SUF predikátové logiky. 

(3) Jsou-li 1, ..., n SUF predikátové logiky, pak rovněž 12...n je SUF 

predikátové logiky. 

(4) Jsou-li 1, ..., n SUF predikátové logiky, pak rovněž 12...n je SUF 

predikátové logiky. 

(5) Jsou-li  a  SUF predikátové logiky, pak rovněž  je SUF predikátové 

logiky. 

(6) Jsou-li  a  SUF predikátové logiky, pak rovněž  je SUF predikátové 

logiky. 

(7) Je-li  nějaká SUF predikátové logiky, která obsahuje individuální 

proměnnou x, pak x je rovněž SUF predikátové logiky. 

(8) Je-li  nějaká SUF predikátové logiky, která obsahuje individuální 

proměnnou x, pak x je rovněž SUF predikátové logiky. 

(9) Žádný výraz, který nesplňuje podmínky (1) až (8) není SUF predikátové 

logiky. 

 

Řekneme, že proměnná x je v SUF x a x vázaná. Obsahuje-li SUF  proměnnou x, 

která v této formuli není vázaná, pak řekneme, že tato proměnná je v SUF  volná. 
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Výrokem (větou, tvrzením apod.) predikátové logiky budeme konečně rozumět 

takovou SUF predikátové logiky, která neobsahuje žádné volné individuální proměnné. Ze 

SUF predikátové logiky dostaneme tedy výroky dosazováním za volné proměnné nebo 

vázáním volných proměnných pomocí kvantifikátorů. Při operaci dosazování nahrazujeme 

individuální proměnné termíny, které neobsahují volné proměnné. Ze SUF R(x,y) 

dostaneme výrok dosazením konstant a a b za proměnné, tj. např. výrok R(a,b). Tento 

výrok nám říká, že individua a a b jsou ve vztahu R. Za proměnné však lze dosazovat 

jakýkoli termín, z téže SUF tak dostaneme jiný výrok, dosadíme-li za x a y termíny f(a,b) 

a  g(c), jmenovitě výrok R(f(a,b),g(c)). Tento výrok nám říká, že individuum přiřazené 

funkcí f individuím a a b je ve vztahu R s individuem přiřazeným funkcí g individuu c. 

 

Jazyk predikátové logiky může být předem pevně dán nebo jej můžeme sami 

konstruovat, např. za účelem vlastní formalizace nějakých tvrzení či úvah (úsudků). 

V  příkladech diskutovaných v následujícím textu konstruujeme různé jazyky predikátové 

logiky (resp. fragmenty jazyka predikátové logiky). Základní pojmy konstruovaných jazyků 

vycházejí z daných potřeb a zvoleného způsobu formalizace. 

 

Při výkladu základních sémantických pojmů pracujeme s množinami individuí. 

Teorií množin se však na tomto místě nezabýváme a využíváme pouze několik intuitivně 

zřejmých pojmů. Tvrzení, že individuum a je prvkem množiny A zapisujeme jako aA 

(pro množiny, resp. třídy používáme tučné velké písmo). Význam (tj. sémantický význam) 

individuálních proměnných je dán množinou individuí, v níž proměnné nabývají své 

hodnoty. Tuto množinu obvykle označujeme jako D. Množinu D pojmenováváme jako 

„univerzum diskursu“, „obor úvahy“, „obor individuí“ apod. Konkrétně určená individua 

množiny D označujeme přímým způsobem pomocí konstant jako a, b, c apod. Individua 

z  množiny D však lze pojmenovat také nepřímo pomocí individuálních funkcí. 

Významem (interpretací) predikátů jsou podtřídy množiny D, případně podtřídy 

(podmnožiny) nějaké kartézské mocniny množiny D (podrobnější výklad viz následující 

kapitola). Uvažujeme-li vlastnost individuí P(x), pak tato vlastnost vyděluje z množiny 

D  podtřídu těch individuí, která splňují (tj. mají) vlastnost P(x). Tuto třídu (výklad rozdílu 

mezi termínem „množina“ a „třída“ viz kapitola 12) označujeme zápisem {xD | P(x)}. 

Významem (interpretací) n-argumentových predikátů jsou nikoli podtřídy množiny D, ale 

třídy uspořádaných n-tic individuí z množiny D. Např. v případě binární relace R(x,y) je 

interpretací této relace třída všech uspořádaných dvojic, mezi nimiž platí vztah R. Tuto 

třídu označujeme {x,y xD, yD | R(x,y)}. Jestliže je R relace „x má rád y“ a D množina 

{Petr,Pavel,Lenka,Helenka}, pak jednou z interpretací relace R na této množině je třída 

{Petr,Helenka,Pavel,Lenka}. Výrok R(Petr,Helenka) nám říká, že Petr má rád Helenku. 

Chceme-li pomocí tohoto fragmentu jazyka predikátové logiky zapsat tvrzení „Petr má rád 

svoji manželku“, musíme jazyk doplnit o unární funkci f(x), která každému individuu 

přiřazuje jeho manželku. Výrok pak zapíšeme R(Petr,f(Petr)); podobně je formule 

R(Pavel,f(Pavel)) formalizací výroku „Pavel má rád svoji manželku“. Platí-li identita 

Helenka=f(Petr), tj., je-li Helenka Petrovou manželkou, pak výrok R(Petr,Helenka) má 

tentýž význam jako výrok R(Petr,f(Petr)), a konečně platí-li f(Pavel)=Lenka, pak výrok 

R(Pavel,Lenka) má tentýž význam jako R(Pavel,f(Pavel)). 

 

Cvičení: Rozšiřme interpretaci výše uvedené relace R o uspořádané dvojice Helenka,Petr 

a Lenka,Pavel a jazyk o funkci g(x), která každému individuu přiřazuje jeho manžela. 
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Zapište tvrzení „Helenka má ráda svého manžela“ a „Lenka má ráda svého manžela“. 

Zapište tvrzení „Petr má rád sám sebe“ a tvrzení „Petr nemá rád sám sebe“. 

 

Exkurs (Russellova teorie určitých popisů): 

 

S individuálními funkcemi úzce souvisí pojem určitých popisů. Určitým popisem, resp. 

určitou deskripcí rozumíme výraz, který jednoznačně určuje nějaké individuum splňující 

danou vlastnost. Jazyk predikátové logiky, který umožňuje zavedení určitých popisů, 

obsahuje navíc Russellův „jota-operátor“, tzv. „deskriptor“, a formální pravidla tvoření 

určitých popisů. (Přesněji řečeno: Russell používal obrácený řecký symbol jota. V  našem 

textu však z typografických důvodů používáme obyčejný symbol jota, tj. „“.) Mějme 

predikát P(x). Pak zápis xP(x) označuje určitý popis „To (právě jedno) x, které je P“. Např. 

označuje-li P(x) predikát „x je Ivanův nejlepší přítel“, pak jota zápisem xP(x) označujeme 

to (právě jedno) individuum, které je Ivanovým nejlepším přítelem. Termín xP(x) je však 

definován pouze tehdy, existuje-li skutečně právě jedno individuum mající příslušnou 

vlastnost. Tj. má-li Ivan více nejlepších přátel, nebo naopak, nemá-li žádného nejlepšího 

přítele, pak k tomuto termínu neexistuje žádný denotát. Dle Russellovy teorie singulárních 

výroků (tj. výroků, v  nichž se vyskytují určité popisy) lze příslušný výrok obsahující určitý 

popis plně nahradit výrokem využívajícím pouze standardní prostředky predikátové logiky. 

Označuje-li H(x) predikát „x je holohlavý“, pak zápisem H(xP(x)) označujeme výrok „to 

(právě jedno) individuum, které je nejlepším Ivanovým přítelem, je holohlavé“. To je však 

dle Russella ekvivalentní konjunkci tří výroků (1) xP(x), (2) xy{[P(x)P(y)]y=x} a 

(3) x[P(x)H(x)]. První člen, tj. xP(x), nám říká, že existuje individuum, které má 

vlastnost P. Druhý člen, tj. formule xy{[P(x)P(y)]y=x}, k prvnímu tvrzení dodává, 

že existuje právě jedno takové individuum. Formule xy{[P(x)P(y)]y=x} nám totiž 

říká, že mají-li x a y vlastnost P, pak jde o jedno a totéž individuum, tj. x=y. Konečně třetí 

člen x[P(x)H(x)] tvrdí spolu s  členy (1) a (2), že toto individuum má rovněž vlastnost 

H. Výrok x[P(x)H(x)] nám totiž říká, že pokud nějaké individuum má vlastnost P, pak 

má rovněž vlastnost H. Dle Russella tedy platí následující ekvivalence: 

 

H(xP(x))    xP(x)xy{[P(x)P(y)]y=x}x[P(x)H(x)] 

 

Konjunkci výroků (1) a (2), tj. xP(x)xy{[P(x)P(y)]y=x}, můžeme zjednodušit 

pomocí speciálního kvantifikátoru „!x“, který nám říká, že „existuje právě jedno x takové, 

že...“ Výše uvedená ekvivalence se tedy zjednoduší na: 

 

H(xP(x))    !xP(x)x[P(x)H(x)] 

 

Čtenář by si měl tyto zápisy řádně promyslet a  ověřit si, že výrazy jsou skutečně 

ekvivalentní. K Russellově teorii určitých popisů se vrátíme v  kapitole 11, kde ji 

využijeme k zápisu sylogismů obsahujících singulární výroky. 

 

Poznámka: Čtenář si možná klade otázku, zda funkce nejsou v predikátové logice 

zbytečnou komplikací, tj. zda nelze vystačit s jazykem, který obsahuje pouze predikáty. 

Odpověď na tuto otázku je kladná. Skutečně totiž platí, že jazyk obsahující individuální 

funkce lze redukovat na jazyk, který obsahuje pouze relace. Uvedeme příklad redukce pro 

matematický pojem grupoidu. Aditivní grupoid je matematický systém skládající se z dané 
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množiny D a na ní definované binární operace (funkce), která všem prvkům xD, yD 

přiřazuje nějaký prvek zD. Grupoid tak lze definovat pomocí jazyka obsahujícího výraz 

pro funkci f(x,y) jako systém, kde pro všechna xD a yD existuje zD tak, že platí 

f(x,y)=z. Funkci f(x,y)=z obvykle zapisujeme jednodušeji pomocí symbolu „“ jako x y; 

příslušná podmínka tedy zní, že se jedná o systém, kde pro všechna xD a yD existuje 

zD tak, že x y=z. (Jedná se o analogii k operaci sčítání definované na množině všech 

přirozených čísel, kde požadujeme, aby výsledek součtu dvou přirozených čísel x a y byl 

opět nějaké přirozené číslo z, tj. x+y=z. Oproti sčítání čísel však v případě grupoidu 

můžeme uvažovat libovolnou množinu D a na ní definovat příslušnou operaci.) Místo 

jazyka, který obsahuje funkční symbol „“ však můžeme k definici grupoidu ekvivalentně 

použít jazyk, který obsahuje symbol pro ternární relaci M(x,y,z). Tentokrát grupoid 

definujeme jako systém, kde ke každým dvěma prvkům xD a yD existuje prvek zD 

tak, že uspořádaná trojice x,y,z splňuje ternární relaci M(x,y,z). Tato definice představuje 

alternativní definici grupoidu pomocí jazyka obsahujícího výraz pro ternární predikát 

M(x,y,z). Redukce jazyka s funkčními symboly na jazyk bez funkčních symbolů je tedy 

v  principu možná. Ne vždy je však tato redukce vhodná, protože pomocí jazyka 

s  funkčními symboly lze řadu výroků formalizovat stručněji a jednodušeji než pomocí 

jazyka, který obsahuje pouze predikáty. 

 

Nyní se můžeme vrátit k formálnímu zápisu úsudků 1 a 2 ze začátku této kapitoly. 

Zavedeme-li jazyk s predikáty P(x) = „x je přísný profesor“ a R(x) = „x uzavře první 

ročník“, pak úsudek 1 dostane formální tvar: 

 

xP(x)xR(x), xP(x)  xR(x) 

 

Množina D, na níž interpretujeme predikáty P(x) a R(x), je zřejmě množina osob 

zaměstnaných na Univerzitě Palackého a osob studujících na Univerzitě Palackého. Úsudek 

2  má naproti tomu tvar: 

 

xy[P(x)R(y)], xP(x)  xR(x) 

 

Zatímco v  případě formule xP(x)xR(x) lze s antecedentem xP(x) a konsekventem 

xR(x) dané implikace pracovat jako se samostatnými výroky (tj. s výroky, které jsou 

z  hlediska výrokové logiky atomické), v případě formule xy[P(x)R(y)] to možné 

není. Logickou platnost úsudku 2 lze nicméně ověřit prostředky predikátové logiky. Těmto 

metodám se věnujeme v následujících kapitolách. 

 

 

8.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Obecně nekomutativní (aditivní) grupu definujeme v jazyce obsahujícím funkční symbol 

x y jako systém skládající se z dané množiny D a na ní definované operace (funkce) x y, 

která splňuje následující podmínky: 
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(1) Pro všechna xD a yD existuje takový prvek zD, že x  y=z. 

(2) Existuje neutrální prvek (označujeme jej pomocí symbolu „0“) tak že pro 

všechna xD platí 0  x=x  0=x. 

(3) Pro všechna xD, yD a zD platí x  (y  z)=(x  y)  z. 

(4) Ke každým dvěma prvkům aD a bD existují prvky xD a yD takové, že 

a  x=b, y  a=b. 

 

Definujte grupu pomocí jazyka obsahujícího místo symbolu pro funkci x y symbol 

ternární relace M(x,y,z). 

 

Poznámka: Upozorňujeme čtenáře na zvláštnost matematické notace, podle níž zápisem 

a b rozumíme, že nejprve vezmeme prvek b, resp. provedeme operaci b, a teprve poté 

k  němu „přidáme“ prvek a, resp. provedeme operaci a. Tato notace má původ ve skládání 

funkcí, kde složení funkcí f(y) a g(x) zapíšeme jako f(g(x)), tj. jako f  g (pro skládání 

funkcí se nicméně používá spíše znak násobení, tj. např. f  g,  f   g,  f   g apod.). 

Složením funkcí f a g, tj. funkcí f(g(x)), přitom rozumíme, že nejprve pomocí funkce g 

přiřadíme argumentu x nějakou funkční hodnotu y a této hodnotě y přiřadíme pomocí 

funkce f nějakou další funkční hodnotu, např. z. Je-li kupříkladu f(y)=y
2

 a g(x)=x+1, pak 

složená funkce f(g(x))=(x+1)
2
. Opačným skládáním bychom dostali něco jiného. V 

příkladech týkajících se matematické algebry si tedy čtenář musí být vědom toho, že při 

skládání a b postupujeme zprava doleva. 

 

Řešení: 

 

Uvedeme formální zápis podmínky (3). Dle podmínky (1) platí, že existuje w1 tak, že 

x  y=w1 a w2 tak, že y  z=w2. Zápis x  (y  z) tedy vyjadřuje součet x w2 a podobně 

zápis (x  y)  z součet w1  z. Tvrzení x  y=w1 a y  z=w2 lze v jazyce obsahujícím 

ternární predikát M zapsat jako M(x,y,w1) a M(y,z,w2). Podmínka x  (y  z)=(x  y)  z 

tedy vyjadřuje tvrzení, že existuje číslo w3 tak, že x  (y  z)=w3 a (x  y)  z=w3, tj. 

x  w2=w3 a  w1  z=w3, neboli v jazyce s ternárním predikátem tvrzení M(x,w2,w3) a 

M(w1,z,w3). Formálně tedy podmínku (3) definice grupy zapíšeme: 

 

xyzw1w2{[M(x,y,w1)M(y,z,w2)]w3[M(x,w2,w3)M(w1,z,w3)]} 

 

kde x, y, z, w1, w2, w3D. Zápis ostatních podmínek je velmi jednoduchý a čtenář si s ním 

snadno poradí sám. 

 

Příklad 2: 

 

Zapište pomocí formálních prostředků predikátové logiky následující výroky přirozeného 

jazyka: 

(a) Žádný dobrý učitel nikoho zbytečně netrestá. 

(b) Každý má někoho rád. 

(c) Někdo má rád každého. 

(d) Někdo má rád všechny ostatní. 

(e) Každý člověk má rád svoji matku. 
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Poznámka: Ve formalizaci následujících výroků používáme jazyk predikátové logiky, 

který doplňujeme o potřebné výrazy. Uvádíme rovněž interpretaci těchto výrazů. 

 

Řešení: 

 

(a) „Žádný dobrý učitel nikoho zbytečně netrestá.“ D = množina všech lidí, Du(x)={xDx 

je dobrý učitel}, Zb(x,y)={x,y xD, yDx zbytečně trestá y}. Daný výrok tak lze zapsat 

jako x[Du(x)yZb(x,y)], což lze ekvivalentními úpravami převést na tvar 

x[Du(x)yZb(x,y)] a konečně na tvar x[Du(x)yZb(x,y)], který je ekvivalentní 

xy[Du(x)Zb(x,y)]. 

(b) „Každý má někoho rád.“ D = množina všech lidí, R(x,y)={x,y xD, yD x má 

rád  y}. Výše uvedený výrok je dvouznačný a lze jej přečíst dvěma způsoby jako: 

(1)  Každý má rád nějakého člověka (různí lidé mají rádi různé lidi), tj. xyR(x,y); nebo 

jako: (2) Existuje člověk (případně více takových lidí), kterého mají všichni rádi, tj. 

yxR(x,y). 

(c) „Někdo má rád každého“ – xyR(x,y). 

(d) „Někdo má rád všechny ostatní“ (tj. zřejmě kromě sebe) – xy[R(x,y)xy]. 

(e) „Každý člověk má rád svoji matku.“ Ukážeme dva možné druhy zápisu, které se liší 

tím, zda výraz „svoji matku“ považujeme za predikát nebo za deskriptivní funkci. První 

možnost: D = množina všech lidí, R(x,y)={x,y xD, yD  x má rád y}, M(x,y)={x,y 

xD, yD  x je matkou y}. Analyzovaná věta – xy[M(x,y)R(y,x)]. Druhá možnost: 

D i R(x,y) jsou stejné, místo M(x,y) zavedeme funkci m(x) = matka osoby x. Pak se zápis 

věty zjednoduší na xR(x,m(x)). 

 

Příklad 3: 

 

Nechť P(a,e,t) je formálním zápisem výroku „Aleš půjčuje Evě tužku“. Zapište následující 

výroky. 

(a) Aleš půjčuje Zdeňkovi Evu. 

(b) Aleš každému něco půjčuje. 

(c) Každý něco někomu půjčuje. 

(d) Někdo každému všechno půjčuje. 

(e) Někdo nikomu nic nepůjčuje. 

 

Řešení: 

 

(a) D = množina všech lidí a všech věcí, P(x,y,z)={x,y,z xD, yD, zD | osoba x půjčuje 

osobě y věc z}. Uvažujme například tuto podmnožinu D: D´={a,e,t,z}, kde a = Aleš, 

e  =  Eva, t = tužka, z = Zdeněk. Potom P(a,z,e) je formálním zápisem výroku „Aleš půjčuje 

Zdeňkovi Evu“. 

(b) „Aleš každému něco půjčuje.“ Tento výrok je opět dvouznačný a lze jej přečíst jako: (1) 

„Aleš každému půjčuje nějakou věc (různým lidem různé věci)“: xyP(a,x,y); nebo jako: 

(2) „Aleš něco půjčuje každému (existuje jedna či více věcí, které Aleš každému půjčuje)“: 

yxP(a,x,y). 

(c) „Každý něco někomu půjčuje.“ Tento výrok taktéž lze číst více způsoby jako: (1) 

„Každý někomu půjčuje nějakou věc (různí lidé půjčují různým lidem různé věci)“, 

tj.  xyzP(x,y,z); nebo jako: (2) „Někomu něco půjčuje každý (existuje člověk, kterému 
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každý něco půjčuje, přičemž mu různí lidé mohou půjčovat různé věci)“, 

tj.  yxzP(x,y,z); nebo konečně jako: (3) „Někomu něco půjčuje každý (existuje člověk, 

kterému každý něco půjčuje, přičemž mu všichni půjčují stejnou věc či stejné věci)“, neboli 

yzxP(x,y,z). 

(d) „Někdo každému všechno půjčuje“ – xyzP(x,y,z). 

(e) „Někdo nikomu nic nepůjčuje.“ Tento příklad potřebuje hlubší rozbor. Co říká příslušný 

výrok? Předpokládejme, že skutečně existuje někdo, kdo se chová takto nesobecky a dejme 

tomu, že to je můj spolužák Aleš. Co se stane, přijdu-li si k Alešovi půjčit nějakou knihu? 

Je-li pravda, co se o Alešovi říká, pak mi tu knihu nepůjčí. To se však nevztahuje jenom na 

mne, ale na každého, kdo za Alešem přijde, a nevztahuje se to pouze na tu či onu knihu, ale 

na každou věc. Po tomto rozboru je zřejmé, že výrok zapíšeme jako: xyzP(x,y,z). 

Přesvědčíme se ještě, zda je adekvátní formální přepis xyzP(x,y,z). Nicméně, 

jednoduchou ekvivalentní úpravou lze tuto formuli převést na tvar xyzP(x,y,z). Dostali 

jsme tedy něco, co zcela jistě našemu původnímu výroku neodpovídá. Kde jsme udělali 

chybu? Pokusme se přečíst výrok xyzP(x,y,z). Dejme tomu, že individuum jménem 

Cyril splňuje tento výrok a označme c = Cyril. Pak platí yzP(c,y,z). Co se stane, 

přijdeme-li si za Cyrilem něco vypůjčit? Tvrzení yzP(c,y,z) nám říká, že neexistuje 

osoba y   taková, že by věta zP(c,y,z) byla pro ni nepravdivá, tj. pro všechny osoby y je 

tvrzení zP(c,y,z) pravdivé, neboli yzP(c,y,z). Jinými slovy: Každému, kdo za Cyrilem 

přijde, Cyril něco půjčí. Po tomto rozboru je zřejmé, že zápis xyzP(x,y,z) 

nevyhovuje jako formální přepis daného výroku. Na našem příkladě je názorně vidět, proč 

na negativní výroky přirozeného jazyka (zejména používáme-li některý ze slovanských 

jazyků, jež nijak nešetří počtem záporů v jedné větě) musíme dávat značný pozor. 

 

Cvičení: U příkladu (e) dokažte, že adekvátní není ani přepis xyzP(x,y,z). 

 

Poznámka: Použité ekvivalentní úpravy jsou založeny na definiční ekvivalenci obecného 

a  existenčního kvantifikátoru, podle níž platí xP(x)xP(x) a podobně 

xP(x)xP(x). Opakovaným použitím tohoto ekvivalenčního teorému a zákona 

eliminace dvojí negace lze provést potřebné záměny negovaných kvantifikátorů za 

kvantifikátory bez negace. 

 

 

8.3 Cvičení 
 

(1) 

Převeďte následující výroky do formálního zápisu predikátové logiky. 

(a) Jestliže každý má někoho rád, pak nikdo není takový, že by jej neměl rád nikdo. 

(b) Někteří podřízení nemají rádi (všechny) své nadřízené. 

(c) Jestliže někteří nadřízení týrají (všechny) své podřízené, pak ne všechny pracovní 

kolektivy jsou ideální. 

(d) Jestliže některé romány jsou nudné, pak ne každá investice do literatury je rozumná. 

(e) Na každém šprochu je pravdy trochu. 

(f) Žádný učený z nebe nespadl. 

(g) Všechno špatné je k něčemu dobré. 

(h) Každý štěstí svého strůjcem jest. 
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(i) Kdyby byl Bavorov, co jsou Vodňany, dal bych ti, má milá, hubičku na obě strany. 

Ale že je [Bavorov] za vodou, nedám ti, má milá [hubičku] ani jedinou. 

(j) Jestliže někteří muži bijí své ženy, pak [všechny] rozvodové soudy mají spoustu práce. 

(k) Jestliže se na projektu „Mars“ sjednotí vlády celého světa, pak se někteří z nás dožijí 

cesty na Mars. 

(l) Žádnej neví, co jsou Domažlice, žádnej neví, co je to Taus. 

(m) Každé ráno na piáno hraje Jack a nikomu nevadí, že to piáno neladí. 

(n) Já se vždycky vohlídám k domažlickým zahradám, jestli je tam ještě [to] modrooký 

děvče, já si na ně zavolám. 

(o) Whisky, to je moje gusto, bez whisky mám v srdci pusto. 

(p) Když dva se rádi mají, i v lednu je jak v máji, i v lednu je jak v máji, s tebou. 

(q) Chodili spolu z velké lásky a sedmnáct jim bylo let. 

 

 (2) 

Pokuste se zapsat a formálně dokázat následující úsudek. 

Každý člověk má rád svoji matku. Markéta Nováková je matkou Tomáše Nováka. Tudíž: 

Tomáš Novák má rád Markétu Novákovou. 

 

(3) 

Nechť V(x,y,t) je formálním zápisem výroku „Osoba x vidí věc (osobu) y v okamžiku t“ 

a D je množina všech osob, věcí a všech časových okamžiků. Zapište následující výroky. 

(a) Vždy něco vidím. 

(b) Někdo vždy něco vidí. 

(c) Vidím každou věc v některém časovém okamžiku. 

(d) Někdy nevidím nic. 

(e) Někdo nikdy nic nevidí. 

(f) Každý někdy něco vidí. 

(g) Žádný nevidí pokaždé všechno. 

(h) Nikdy nevidím všechno. 

(i) Všichni pokaždé něco vidí. 

(j) Někdo nikdy nic nevidí. 

(k) Každý někdy viděl paní rektorku. 
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Řešení: 

 

(1) 

(a) R(x,y) = „x má rád y“; xyR(x,y)yxR(x,y) 

(b) P(x) = „x je podřízený“, N(x) = „x je nadřízený“, R(x,y) = „x má rád y“; 

xy{[(P(x)N(y)] R(x,y)]} 

(c) P(x) = „x je podřízený“, N(x) = „x je nadřízený“, T(x,y) = „x týrá y“, I(x) = „x je ideální 

kolektiv“; xy[N(x)P(y)T(x,y)]zI(z) 

(d) N(x) = „x je nudný román“, l(x) = „investice x (peněz) do literatury“, 

R(x) = „x je rozumné“; xN(x)yR[l(y)] 

(e) Š(x) - „x je šproch“, P(x,y) = „x je pravda o y“; xy[Š(x)P(y,x)] 

(f) U(x) = „x je učený“, N(x) = „x spadl z nebe“; x[U(x)N(x)] 

(g) Š(x) = „x je špatné“, D(x,y) = „x je dobré k y“; x[Š(x)yD(x,y)] 

(h) S(x,y) = „x je strůjce y“, š(x) = „štěstí (osoby) x“; xS(x,š(x)) 

(i) V(x) = „x je za vodou“, b = Bavorov, v = Vodňany, D(x,y,z) = „osoba x dává y osobě z;“; 

H(x) = „x je hubička“, O(y) = „y (hubička) je na obě strany“, j = já, m = má milá; 

{(b=v)y[D(j,y,m)H(y)O(y)]}{V(b)y[D(j,y,m)H(y)]} 

(j) m(x) = „manželka osoby x“, B(x,y) = „x bije y“, S(x) = „x má spoustu práce“, R(x) = „x je 

rozvodový soud“; x[B(x,m(x))]y[R(y)S(y)] 

(k) J(x,y) = „x se sjednotí na y“, m = „projekt Mars“, D(x,y) = „x se dožije (události) y“, 

M(x) = „x je náš člověk (současník)“, c = cesta na Mars; xJ(x,m)y[M(y)D(y,c)] 

(l) Z(x,y) = „osoba x zná (ví, co je...) y“, d = Domažlice, t = Taus; xZ(x,d)xZ(x,t) 

(m) H(x,t,y) = „x hraje v čase t na y“, R(t) = „v čase t je ráno“, j = Jack, p = (Jackovo) 

piáno, V(x,y) = „(osobě) x vadí y“, L(x) = „(věc) x ladí“; 

t[H(j,t,p)R(t)]x[V(x,z)(z=L(p))] 

Poznámka: V tomto příkladě (podobně jako v příkladě (e)) připouštíme, aby jako jeden 

z  argumentů relace V(x,y) byl dosazen nějaký výrok, v tomto případě výrok L(p). Tím 

nicméně opouštíme půdu logiky prvního řádu (v logice prvního řádu mohou být argumenty 

predikátů pouze individua, nikoli další predikáty) a vstupujeme na půdu logiky druhého 

řádu. V dalším textu se budeme podobným krokům vyhýbat. 

(n) V(x,t,z) = „x se v čase t vohlídá k z“, J(x,t,y) = „x je v čase t v y“, d = domažlické 

zahrady, m  = modrooké děvče, j = já, Z(x,t,y) = „x zavolá v čase t na y“; 

[tV(j,t,d)t[J(m,t,d)Z(j,t,m)] 

(o) G(x) = „x je moje gusto“, P(x) = „v x je pusto“, w = whisky, s = moje srdce; G(w) 

{[x(x=w)]P(s)}, resp. G(w){[x(xw)]P(s)} 

(p) R(x,y) = „x má rád y“, M(x) = „v x je jako v máji“, S(x,y) = „x je s y“, l = leden, j = já, 

t = ty; {xy[R(x,y)R(y,x)]M(l)}[S(j,t)M(l)] 

(q) Ch(x,y) = „x chodí s y z velké lásky“, v(x) = „věk (osoby) x“; 

xy{[Ch(x,y)Ch(y,x)][v(x)=v(y)=17]} 

(2) 

Uvedeme dvě alternativy. 

 

Alternativa I: a = Markéta Nováková, b = Tomáš Novák, M(x,y) = „x je matkou y“, 

R(x,y) = „x má rád y“ 
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Důkaz: 

1. xy[M(x,y)R(y,x)] 

2. M(a,b)  - premisy 

3. M(a,b)R(b,a) - dosazení do 1 

4. R(b,a)  - MP 2,3 

 
 

Alternativa II: Zvolíme-li funkci m(x) = „matka osoby x“, úsudek se ještě zjednoduší.  

 

Důkaz: 

1. xR(x,m(x)) 

2. a=m(b)  - premisy 

3. R(b,m(b))  - dosazení do 1 

4. R(b,a)  - dosazení 2 do 3 

 
 

Druhý způsob zápisu je zřejmě přirozenější a jednodušší. 

 

(3) 

(a) Výrok je dvouznačný a lze jej přečíst jako I. „Vždy něco vidím (pokaždé něco jiného)“, 

tj. txV(j,x,t); nebo jako II. „Vždy vidím nějakou věc (jednu a tutéž)“, tj. jako 

xtV(j,x,t), kde konstanta j = já. 

(b) Výrok má opět dvojí interpretaci. (1) „Existuje okamžik, kdy daná osoba vidí všechno“, 

xtxV(x,y,t); nebo (2) „Ke každé věci existuje okamžik, kdy ji vidím, přičemž jednou 

vidím to, podruhé ono“, tj. xytV(x,y,t). 

(c) Tomuto výroku lze rozumět tak, že existuje alespoň jeden časový okamžik takový, že 

pro libovolnou věc (tj. pro všechny myslitelné věci) platí, že ji vidím, neboli txV(j,x,t). 

Výrok lze zřejmě interpretovat i jinak. 

(d) Tomuto výroku lze rozumět tak, že pokaždé (v každém časovém okamžiku) existují 

věci, které nevidím, přičemž to mohou být (1) jedny a tytéž věci; pak výrok zapíšeme jako 

xtV(j,x,t); nebo (2) v některých časových okamžicích nevidím jedny věci 

a  v  některých jiných okamžicích jiné věci, což odpovídá výroku txV(j,x,t). 

 

S formalizací zbývajících výroků (e)-(k) si čtenář poradí již sám. 
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9 SÉMANTIKA LOGIKY PRVNÍHO ŘÁDU 
 

 

9.1 Základní pojmy 
 

Sémantiku logiky prvního řádu lze studovat pomocí teorie modelů. Teorii modelů pro 

logiku prvního řádu založil polský logik Alfred Tarski ve své slavné práci z roku 1936 „Der 

Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen“, Studia Philosophica 1, s. 261-405. Tato 

německá verze je překladem původně polské monografie „Pojęcie prawdy v językach nauk 

dedukcyjnych“; největší vliv a dosah však měla až anglická verze pod názvem “Concept of 

Truth in Formalized Languages”, kterou lze najít v Tarski (1983). Stručný výklad teorie 

modelů postačující pro naše potřeby najde čtenář v každé standardní učebnici logiky; 

uvádíme např. Janák (1973), Kleene (1967), Mendelson (1997), Sochor (2001), Štěpán 

(2001). Zejména lze doporučit vynikající učebnici Barwise, Etchemendy (1999), která 

usnadňuje pochopení látky pomocí názorných příkladů, jejichž řešení lze ověřit pomocí 

počítačového softwaru. Pochopení sémantiky logiky prvního řádu je věnována srozumitelně 

psaná monografie Bridge (1977). 

 

V následujícím textu předpokládáme nějaký pevně daný neinterpretovaný jazyk 

predikátové logiky prvního řádu. Naším cílem je tento jazyk interpretovat, tj. přiřadit 

jednotlivým výrazům jazyka význam. Za tímto účelem studujeme základní pojmy teorie 

modelů. Konečně, model dané formule  jazyka predikátové logiky prvního řádu, případně 

obecněji množiny formulí  predikátové logiky prvního řádu, lze zavést pomocí pojmu 

interpretace. Interpretací I rozumíme uspořádanou trojici skládající se z komponent D, 

{Rk}, {fm}, tj. I = D,{Rk},{fm}. Význam příslušných složek nyní neformálně vysvětlíme. 

 

Množina D  představuje nám již známé univerzum diskursu (obor individuí). 

Předpokládáme, že množinu D lze zapsat výčtem D={a1,...,an}, kde a1, ..., an jsou konstanty 

označující všechna individua z množiny D. O individuu pojmenovaném konstantou 

a  řekneme, že je realizací konstanty a. Množina individuí může být i nekonečná, jako je 

tomu např. u D=N, kde N je množina všech přirozených čísel (přirozená čísla jsou kladná 

celá čísla a číslo 0). Zápisem {Rk} označujeme množinu realizací všech relací R1, R2, ..., Rk, 

které se vyskytují v interpretované formuli , resp. množině formulí . Realizací n-ární 

relace R přitom rozumíme množinu všech uspořádaných n-tic individuí, mezi nimiž platí 

příslušná relace R. Uvažujme např. relaci R = „x je dělitelné y“ na množině čísel 

(tj.  individuí) D={2,3,4,5,6,7,8,9}. Realizací této relace je na D množina všech 

uspořádaných dvojic, kde první číslo dvojice dělí druhé číslo (resp. je dělitelem druhého 

čísla), tj. R={2,4,2,6,2,8,3,6,3,9,4,8}. Jestliže uspořádaná n-tice individuí a1, ..., 

an, tj. a1,...,an, je prvkem realizace n-ární relace R, zapíšeme tuto skutečnost jako 

a1,...,anR. 

 

Poznámka: Z množinového hlediska představuje množina {Rk} podmnožinu množiny 

všech kartézských mocnin množiny D, tj. {Rk} D 
i
D 

j
D 

l 
..., kde i, j, l, ...  jsou arity 

jednotlivých relací ve formuli , resp. v množině formulí . Realizace n-ární relace R je 

totiž podmnožinou kartézské mocniny D
n
. Kartézskou n-tou mocninu D můžeme jednoduše 
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považovat za množinu všech uspořádaných n-tic prvků množiny D. Počet všech n-tic 

z  množiny D je m
n
, kde m je počet prvků množiny D. 

 

Podobně zápisem {fm} rozumíme množinu realizací všech funkcí f1, f2, ..., fm, které se 

vyskytují v interpretované formuli , resp. množině formulí . Realizací n-argumentové 

funkce f rozumíme množinu všech takových n+1-tic individuí z množiny D, že funkce 

f  každé n-tici individuí přiřazuje jako funkční hodnotu této n-tice n+1-ní individuum. 

Dvouargumentovou funkcí na množině N je např. funkce sčítání. (Místo zápisu +(x,y) 

používáme obvyklejší zápis x+y.) Platí tedy např. 2+5=7, 3+7=10, 55+45=100 atd., tj. 

2;5;7f, 3;7;10f, 55;45;100f atd., kde f(x,y)=x+y. 

  

Poznámka: Z množinového hlediska představuje množina realizací {fm} rovněž 

podmnožinu množiny všech kartézských mocnin množiny D, tj. {fm} D 
i+1
D 

j+1
 

D 
k+1
..., kde i, j, k, ...  jsou arity jednotlivých funkcí. Z množinového hlediska je 

n-argumentová funkce speciálním případem n+1-ární relace. V tom spočívá důvod, proč lze 

v logice prvního řádu v zásadě pracovat bez funkcí. Příklad redukce jazyka obsahujícího 

funkční symbol na jazyk obsahující pouze symbol relace jsme uvedli v minulé kapitole. 

 

Obsahuje-li uvažovaná formule , resp. množina formulí , nějaké volné proměnné, 

musíme spolu s I uvažovat ještě ohodnocení proměnných x1, x2, ..., xn, ... daného jazyka 

logiky prvního řádu. Ohodnocením proměnných rozumíme funkci , která každé proměnné 

přiřadí nějakou konstantu. Pro každou proměnnou x tedy existuje b tak, že (x)=b, kde b je 

konstanta přiřazená ohodnocením  proměnné x. K interpretaci formulí obsahujících 

kvantifikátory musíme uvažovat rovněž tzv. -x varianty k ohodnocení . -xi variantou 

přitom rozumíme takové ohodnocení proměnných ´, které se shoduje s ohodnocením 

  v  ohodnocení všech proměnných x1, x2, ..., xi, ..., xn, ... kromě hodnoty přiřazené 

proměnné xi. Interpretaci I spolu s ohodnocením  budeme označovat jako I. Pojem 

interpretace si lze názorně přiblížit pomocí následujícího obrázku. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek: Interpretace 

               predikátové logiky 

množina realizací 

  všech predikátů 
P(x) 

 

a 

konstanta – jméno 

      individua 

konkrétní trojúhelník ABC 

       univerzum –  

  množina rovinných  

geometrických útvarů 

 

                         

D 

    vlastnost – být 

     trojúhelníkem 

realizace predikátu P 

             PD      P = {,,,,,,,...} 

{Rk} 

{,,,,,, ,...} 
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Ve schématu jsme jednotlivé prvky, s nimiž při interpretaci pracujeme, umístili do rohů 

šestiúhelníku. Jednotlivé strany šestiúhelníku zachycují důležité sémantické vztahy. 

Kupříkladu šipka od konstanty a k trojúhelníku ABC vyjadřuje vztah denotace. (Podobně 

šipka od predikátu P(x) k jeho realizaci P také vyjadřuje vztah denotace.) Trojúhelník ABC 

je prvkem množiny D, tj. příslušná šipka vyjadřuje vztah náležení do množiny; podobně 

pro vztah mezi realizací predikátu P a množinou {Rk}. Pro jednoduchost ve  schématu 

opomíjíme realizaci funkčních konstant. Další důležité sémantické vztahy ve schématu 

pojmenuje a popíše čtenář jistě sám. (Např.: Jaký sémantický vztah označuje šipka od 

konstanty a k predikátu P(x), resp. od uvažovaného trojúhelníka ABC k realizaci 

predikátu  P?) 

 

Definice (model formule predikátové logiky): 

(1) Mějme interpretaci I a formuli  logiky prvního řádu, kde  je P(a1,...,an). 

Řekneme, že P(a1,...,an) je v I pravdivá, jestliže uspořádaná n-tice individuí, které realizují 

konstanty a1, ..., an, realizuje relaci P, tj. jestliže platí a1,...,anP. Tuto skutečnost 

alternativně (stejným způsobem jako v kapitole 4.1.2) značíme I  P(a1,...,an). Mějme dále 

interpretaci I a ohodnocení , tj. I, a formuli , kde  je P(x1,...,xn). Řekneme, že formule 

P(x1,...,xn) je v I pravdivá, jestliže uspořádaná n-tice individuí, které realizují konstanty 

přiřazené proměnným x1, ..., xn ohodnocením , skutečně realizuje relaci P, tj. 

(x1),...,(xn)P. V takovém případě píšeme I  P(x1,...,xn) a řekneme, že I je model 

formule P(x1,...,xn). 

(2) Nechť formule  má tvar , , ,  a  a  lze interpretovat dle 

bodu (1). Pak definice I  , resp. I   odpovídá definici výrokové logiky pro , 

, , . Např. I   právě tehdy, jestliže I   a rovněž I  . Ostatní 

definice jsou obdobné a čtenář je v případě potřeby nalezne v doporučené literatuře. Platí-li 

tedy I  , kde  je , ,  nebo , řekneme, že I je model formule . 

(3) Řekneme, že formule x je v I pravdivá, jestliže existuje alespoň jedna -x 

varianta ´ taková, že individuum přiřazené ohodnocením ´ proměnné x je prvkem 

realizace , tj. ´(x). (Touto formulací se rozumí jednoduše to, že pro danou interpretaci 

I obsahuje množina D alespoň jedno individuum, pro něž je formule  pravdivá.) 

V  takovém případě píšeme I  x a řekneme, že I je model formule x. 

(4) Řekneme, že x je v I pravdivá, jestliže pro všechny -x varianty ´ platí 

´(x). (Rozumíme tím to, že  je pravdivá pro všechna individua množiny D dané 

interpretace.) V takovém případě píšeme I  x a řekneme, že I je model formule 

x. 

 

Místo formulace „ je pravdivá v I“ budeme alternativně používat formulaci „I splňuje 

“. Tato druhá formulace je v logice velmi častá. Modelem formule , resp. množiny 

formulí , tedy rozumíme takovou interpretaci I spolu s ohodnocením proměnných , tj. 

I, která splňuje formuli , případně všechny formule množiny . Podobně jako u metody 

protipříkladu ve výrokové logice, jíž jsme se zabývali v kapitole 3, budeme uvažovat 

interpretace, které falzifikují formuli , resp. množinu formulí . V  takovém případě 

hovoříme o kontramodelech příslušné formule, resp. množiny formulí. 

 

Nyní uzrál čas, abychom uvedli definici tautologie logiky prvního řádu 

a  připomenuli Tarského definici logicky platného vyplývání. 
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Definice (tautologie predikátové logiky): 

Tautologií logiky prvního řádu rozumíme takovou formuli jazyka logiky prvního řádu, 

která je pravdivá při všech interpretacích I, tj. jejím modelem je libovolná interpretace I. 

Tautologií logiky prvního řádu je např. formule xP(x)xP(x). 

 

Poznámka: Tato formule je zobecněním tautologie pp výrokové logiky, kde za 

p  dosadíme výrok xP(x). Každá formule logiky prvního řádu, kterou odvodíme tímto 

způsobem, tj. substitucí do nějaké tautologie výrokové logiky, je nutně tautologií logiky 

prvního řádu. Existují ovšem takové tautologie logiky prvního řádu, které pouhým 

zobecněním tautologií výrokové logiky odvodit nelze. 

 

V kapitole 2 jsme řekli, že závěr B logicky vyplývá z premis A1, A2, ..., An, jestliže každý 

model, který splňuje zároveň všechny premisy A1, A2, ..., An, splňuje rovněž závěr B. 

Podobně jako existují tautologie logiky prvního řádu, které nelze odvodit zobecněním 

tautologií výrokové logiky, existují logicky platné úsudky logiky prvního řádu, které nelze 

vyvodit jako zobecnění logicky platných úsudků výrokové logiky. Příklad takového úsudku 

jsme uvedli v úvodu k minulé kapitole (úsudek 2). Oproti pojmu tautologie a logického 

vyplývání ve výrokové logice mají právě uvedené definice pro logiku prvního řádu 

mnohem hlubší význam. Zatímco ve výrokové logice lze platnost logického vyplývání 

a  skutečnost, zda daná formule je tautologií či nikoliv, efektivně ověřit pomocí 

jednoduchých valuací, tj. např. pomocí pravdivostních tabulek, v logice prvního řádu to již 

možné není. Pro každou formuli logiky prvního řádu, resp. každý úsudek logiky prvního 

řádu, musíme totiž uvažovat nejprve třídu všech interpretací s jednoprvkovou množinou D, 

pak třídu všech interpretací s dvouprvkovou množinou D, poté třídu všech interpretací 

s  tříprvkovou množinou D atd. I když skutečně zjistíme, že všechny uvažované 

interpretace jsou modely dané formule, resp. daného úsudku, nemůžeme si po žádném 

počtu kroků být u většiny formulí jisti, že se jedná o tautologii logiky prvního řádu, příp. že 

závěr skutečně logicky vyplývá z dané množiny předpokladů. Jinými slovy, teorie modelů 

logiky prvního řádu nám neposkytuje žádnou efektivní metodu k ověření logické platnosti 

formulí, resp. platnosti logického vyplývání. 

Některé formule logiky prvního řádu, resp. úsudky, nemusí být dokonce splnitelné 

v  žádné interpretaci s konečnou množinou D a jsou splnitelné až v interpretacích 

s  nekonečnou množinou D; případně naopak mohou být splnitelné na třídě všech 

interpretací s konečnou množinou D, avšak nikoli na třídě všech interpretací s nekonečnou 

množinou D. Příkladem formule, která není splnitelná v žádné interpretaci s konečnou 

množinou D, je konjunkce skládající se z formulí xyR(x,y), xR(x,x), 

a  xyz{[R(x,y)R(y,z)]R(x,z)}. Interpretujeme-li R jako relaci „x je menší než y“, pak 

konjunkce uvedených tří formulí není pravdivá pro žádnou interpretaci s konečnou 

množinou D. První člen konjunkce, tj. xyR(x,y), nám totiž říká, že ke každému x existuje 

y tak, že x je menší než y. Je-li množina D konečná, musíme po konečném počtu kroků 

dospět k největšímu prvku, k němuž neexistuje žádný větší prvek. Konjunkce formulí tedy 

může být pravdivá pouze při interpretaci založené na nekonečné množině D, jakou je např. 

množina všech přirozených čísel N. 

 

Poznámka: Relace R představuje v tomto případě relaci ostrého uspořádání na množině N. 

Více k pojmu uspořádání viz níže, řešený příklad 3. 
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Příklad druhého druhu dostaneme, ponecháme-li v našem příkladě beze změny interpretaci 

relace R a v uvažované konjunkci formulí zaměníme v prvním členu pořadí kvantifikátorů, 

tj. místo formule xyR(x,y) uvažujeme yxR(x,y). Konjunkce formulí yxR(x,y), 

xR(x,x) a  xyz{[R(x,y)R(y,z)]R(x,z)} vyjadřuje podmínku, že existuje číslo, 

které je větší než všechna ostatní čísla, tj. že existuje největší číslo, což je možné pouze 

u  konečných podmnožin množiny N, nikoli pro celou množinu N. Podle tzv. Archimédovy 

věty totiž neexistuje největší přirozené číslo, tj. číslo, které je větší než všechna ostatní 

přirozená čísla. 

 

Uvažujme nyní jednoduchou formuli R(x,y)R(y,x) a interpretujme ji na množině 

D  dvou individuí, které označíme jako a a b, tj. D={a,b}. Pro tuto množinu existují celkem 

čtyři ohodnocení proměnných; označíme je jako 1-4, kde 1(x)=a, 1(y)=a, 2(x)=a, 

2(y)=b, 3(x)=b, 3(y)=a, 4(x)=b, 4(y)=b. Dále existují celkem čtyři uspořádané dvojice, 

které mohou figurovat jako jednotlivé členy relace R. Tyto čtyři uspořádané dvojice jsou 

prvky druhé kartézské mocniny množiny D, tj. D
2
={a,a,a,b,b,a,b,b}. Množinu všech 

možných realizací relace R však tvoří všechny možné podmnožiny D
2
. Množině všech 

podmnožin množiny A říkáme potence (resp. potenční množina) množiny A a značíme ji 

jako (A). Obsahuje-li množina A celkem n prvků, pak potence A obsahuje celkem 2
n
 

různých množin, z nichž jednu tvoří prázdná množina (prázdná množina je podmnožinou 

každé množiny) a jednu celá množina A. Potence množiny D
2
 tedy obsahuje celkem 2

4
=16 

množin uspořádaných dvojic a každá z těchto množin uspořádaných dvojic je jednou 

z  možných realizací relace R při dané množině D. V našem případě se tedy jedná 

o  realizace – označíme je jako I1-I16 – kde I1=, I2={a,a}, I3={a,b}, I4={b,a}, 

I5={b,b}, I6={a,a,a,b}, I7={a,a,b,a}, I8={a,a,b,b}, I9={a,b,b,a}, 

I10={a,b,b,b}, I11={b,a,b,b}, I12={a,a,a,b,b,a}, I13={a,a,a,b,b,b}, I14= 

{a,a,b,a,b,b}, I15={a,b,b,a,b,b}, I16={a,a,a,b,b,a, b,b}. Každá z   těchto 

realizací tvoří spolu s jedním z ohodnocení 1-4 jednu interpretaci dané formule. 

Interpretaci, která se skládá z realizace Im spolu s ohodnocením n, označme jako Im,n. Při 

dané množině D tedy existuje celkem 164=64 možných interpretací formule 

R(x,y)R(y,x), přičemž některé interpretace tuto formuli splňují, např. všechny interpretace 

I1,1-I1,4 splňují formuli triviálně (ověřte toto tvrzení!), některé nikoliv. Formuli splňují 

například interpretace I9,2 a I9,3, tj. I9={a,b,b,a} spolu s 2(x)=a, 2(y)=b a I9 spolu s 

3(x)=b, 3(y)=a. Naopak formuli falzifikují např. interpretace I3,2, I3,3, I4,2, I4,3 apod. 

Kupříkladu pro I3,2 založenou na I3={a,b} spolu s 2(x)=a, 2(y)=b platí I3,2  R(x,y), 

protože a,bI3, ale nikoliv I3,2  R(y,x), jelikož b,aI3. Tím jsme dokázali, že daná 

formule není tautologií logiky prvního řádu – existuje totiž alespoň jeden její kontramodel 

M, tj. např. I3,2. 

 Nyní uvažujme formuli xyR(x,y)yxR(x,y) a tutéž množinu možných 

interpretací jako výše pro formuli R(x,y)R(y,x). Jelikož tato formule neobsahuje žádné 

volné proměnné, můžeme ohodnocení proměnných 1-4 ignorovat. Každou interpretaci 

I  relace R lze tedy ztotožnit s jednou z realizací I1-I16. 

 

Cvičení: Podrobně zdůvodněte, proč je možno jednotlivá ohodnocení  ignorovat. 

 

Formule xyR(x,y)yxR(x,y) je tautologií právě tehdy, jestliže každý model, který 

splňuje formuli xyR(x,y), splňuje rovněž formuli yxR(x,y). Antecedent xyR(x,y) 
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splňují interpretace I6={a,a,a,b}, I11={b,a,b,b}, I12={a,a,a,b,b,a}, I13={a,a, 

a,b,b,b}, I14={a,a,b,a,b,b}, I15={a,b,b,a,b,b}, a I16={a,a,a,b,b,a,b,b}. 

Každá z těchto interpretací obsahuje alespoň jeden prvek takový, že všechny prvky 

z  množiny D jsou s ním v relaci R. Pro I6 je takovým prvkem a, neboť pro všechny prvky 

k množiny D platí a,kR. D obsahuje pouze dva prvky, musí tedy platit k=a nebo k=b. 

A  skutečně, I6 obsahuje obě tyto dvojice, tj. platí a,aR a a,bR. Tedy skutečně 

existuje takový prvek, že všechny prvky jsou s ním v relaci R. Interpretace I6 tedy splňuje 

formuli xyR(x,y), tj. I6  xyR(x,y). Nyní zbývá ověřit, že všechny interpretace, které 

splňují antecedent, splňují rovněž konsekvent yxR(x,y). To ukážeme opět pro interpretaci 

I6. Formule yxR(x,y) nám říká, že ke každému prvku k množiny D existuje alespoň 

jeden prvek x, který je s ním v relaci R, tj. x,kR. Pro k=a platí v I6 a,aR, pro k=b 

platí a,bR. Tedy skutečně I6  yxR(x,y). Ověření ostatních interpretací 

přenecháváme jako cvičení čtenáři. Platí tedy, že při D={a,b} všechny interpretace I1-I16 

splňují formuli xyR(x,y)yxR(x,y). Uvedené interpretace totiž splňují podmínky dané 

antecedentem a konsekventem formule a všechny ostatní interpretace splňují formuli 

triviálně na základě vlastností výrokové logiky (tj. je nepravdivý jejich antecedent nebo 

pravdivý jejich konsekvent). Tím však naše práce zdaleka není u konce a nyní bychom měli 

uvažovat všechny interpretace založené na množině obsahující tři individua, tj. D={a,b,c}, 

dále interpretace založené na množině obsahující čtyři individua, tj.  D={a,b,c,d}, dále na 

množině obsahující pět individuí, tj. D={a,b,c,d,e} atd. Poznamenejme pouze, že pro 

D={a,b,c} je D
2
={a,a,a,b,a,c,b,a,b,b,b,c,c,a,c,b,c,c}. Množina D

2
 tedy 

obsahuje celkem 3
2
=9 prvků a potence (D

2
) 2

9
=512 prvků; existuje tedy 512 různých 

interpretací relace R(x,y). Pro D={a,b,c,d} je D
2
={a,a,a,b,a,c,a,d,b,a,b,b,b,c, 

b,d,c,a,c,b,c,c,c,d,d,a,d,b,d,c,d,d}. Množina D
2
 obsahuje celkem 4

2
=16 prvků 

a potence (D
2
) 2

16
=65 536 prvků, tj. existuje celkem 65 536 různých interpretací. Dále 

pro D={a,b,c,d,e} obsahuje D
2
 uspořádané dvojice a,a, a,b, a,c, a,d, a,e, b,a, 

b,b, b,c, b,d, b,e, c,a, c,b, c,c, c,d, c,e, d,a, d,b, d,c, d,d, d,e, e,a, 

e,b, e,c, e,d, e,e. Množina D
2
 obsahuje celkem 5

2
=25 prvků a  potence (D

2
) 

2
25

=33 444 432 (slovy: třicet tři milionů čtyři sta čtyřicet čtyři tisíc čtyři sta třicet dva!) 

prvků, existuje tedy 33 444 432 různých interpretací založených na množině D={a,b,c,d,e}! 

Pro šestiprvkovou množinu D tak musíme uvažovat 68 719 476 736 různých interpretací, 

pro sedmiprvkovou množinu D obsahuje příslušný počet interpretací již čtrnáct cifer a např. 

pro desetiprvkovou množinu D dokonce třicet cifer! Ověření formule pro množinu 

D  obsahující deset individuí a více přenecháváme jako cvičení snaživým studentům. 

 

 Na tomto příkladě názorně vidíme, že logickou platnost formulí logiky prvního řádu 

nelze ověřovat metodou analogickou k tabulkové metodě výrokové logiky. Jestliže tedy 

student mohl v případě výrokové logiky protestovat proti nutnosti učit se deduktivním 

metodám, jelikož vše, co lze dokázat deduktivně, lze dokázat rovněž pomocí tabulky, 

v  případě logiky prvního řádu již podobné protesty nejsou na místě. Skutečnost, zda daná 

formule je tautologií logiky prvního řádu a zda uvažovaný úsudek je logicky platný, 

obvykle lze dokázat pouze deduktivně, nikoli pomocí žádné konečné tabulky. 

Deduktivními metodami se zabýváme v následujících kapitolách. 
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9.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Určete, jaké uspořádané trojice lze sestrojit na základě množiny D={a,b,c,d}. Kolik 

jednotlivých podmnožin množiny všech trojic existuje? 

 

Zadaná množina D obsahuje čtyři prvky, počet uspořádaných trojic tedy odpovídá variacím 

třetí třídy s opakováním ze čtyř prvků. Počet variací k-té třídy s opakováním z n prvků 

určíme pomocí vzorce V*k/n=n
k
. V našem případě tedy existuje celkem 4

3
=64 uspořádaných 

trojic. Jedná se o následující trojice: a,a,a, a,a,b, a,a,c, a,a,d, a,b,a, a,b,b, a,b,c, 

a,b,d, a,c,a, a,c,b, a,c,c, a,c,d, a,d,a, a,d,b, a,d,c, a,d,d, b,a,a, b,a,b, 

b,a,c, b,a,d, b,b,a, b,b,b, b,b,c, b,b,d, b,c,a, b,c,b, b,c,c, b,c,d, b,d,a, 

b,d,b, b,d,c, b,d,d,, c,a,a, c,a,b, c,a,c, c,a,d, c,b,a, c,b,b, c,b,c, c,b,d, 

c,c,a, c,c,b, c,c,c, c,c,d, c,d,a, c,d,b, c,d,c, c,d,d, d,a,a, d,a,b, d,a,c, d,a,d, 

b,b,a, d,b,b, d,b,c, d,b,d, d,c,a, d,c,b, d,c,c, d,c,d, d,d,a, d,d,b, d,d,c, 

d,d,d. Množina všech těchto trojic odpovídá třetí kartézské mocnině množiny D, tj. jedná 

se o množinu D
3
. Množina všech podmnožin množiny D

3
 je potence množiny D

3
, tj. 

množina (D
3
). Počet všech podmnožin množiny o n prvcích určíme pomocí vzorce 2

n
. 

V  případě (D
3
) tedy existuje celkem 2

64
=18 446 744 073 709 551 616 (tj. více než 

osmnáct triliónů!) daných podmnožin. Množiny z (D
3
) tvoří všechny možné realizace 

nějaké ternární relace R(x,y,z) interpretované na D={a,b,c,d}. 

 

Příklad 2: 

 

Určete všechny uspořádané trojice na množině D={a,b,c}. Sestrojte model formule 

xyzR(x,y,z). 

 

Uspořádaných trojic na množině D={a,b,c} existuje celkem 3
3
=27. Jedná se o následující 

trojice: a,a,a, a,a,b, a,a,c, a,b,a, a,b,b, a,b,c, a,c,a, a,c,b, a,c,c, b,a,a, 

b,a,b, b,a,c, b,b,a, b,b,b, b,b,c, b,c,a, b,c,b, b,c,c, c,a,a, c,a,b, c,a,c, 

c,b,a, c,b,b, c,b,c, c,c,a, c,c,b, c,c,c. Všech možných interpretací ternární relace 

R  tedy existuje 2
27

=134 217 728 (sto třicet čtyři miliard!). Jako model formule 

xyzR(x,y,z) však mohou sloužit pouze ty interpretace, kdy ke všem prvkům x množiny 

D existuje takový prvek y, že pro všechny prvky z platí R(x,y,z). Modelem formule je např. 

interpretace I1 s realizací R={a,a,a,a,a,b,a,a,c,b,a,a,b,a,b,b,a,c,c,a,a,c,a,b, 

c,a,c}. V tomto případě dokonce existuje jeden takový prvek y, tj. prvek a pro všechny 

prvky x a z. Tato interpretace tedy představuje nejen model formule xyzR(x,y,z), ale 

rovněž formule yxzR(x,y,z). Další model formule xyzR(x,y,z) představuje např. 

interpretace I2 s realizací R={a,a,a,a,a,b,a,a,c,b,c,a,b,c,b,b,c,c,c,b,a,c,b,b, 

c,b,c}. V tomto případě ke každému prvku x existuje jiný prvek y takový, že pro všechna 

z  platí R(x,y,z). Jestliže x=a, pak příslušným prvkem y je a, pro x=b platí y=c a pro x=c 

platí y=b. 

 

Cvičení: Dokažte, že se skutečně jedná o modely této formule. Nalezněte další interpretace 

formule. 
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Příklad 3: 

 

U binárních relací R(x,y) lze definovat následující důležité typy relací: 

 

Relace R(x,y) je reflexivní, jestliže platí xR(x,x). 

Relace R(x,y) je ireflexivní, jestliže xR(x,x). 

Relace R(x,y) je symetrická, jestliže platí xy[R(x,y)R(y,x)]. 

Relace R(x,y) je asymetrická, jestliže xy[R(x,y)R(x,y)]. 

Relace R(x,y) je antisymetrická, jestliže xy{[R(x,y)R(y,x)]x=y}. 

Relace R(x,y) je trichotomická, jestliže xy[R(x,y)R(y,x)x=y]. 

Relace R(x,y) je tranzitivní, jestliže xyz{[R(x,y)R(y,z)]R(x,z)}. 

 

Důležité jsou dále např. relace neostrého uspořádání, ostrého uspořádání a ekvivalence. 

Relace neostrého uspořádání je taková binární relace R(x,y), která je reflexivní, 

antisymetrická a tranzitivní. Relace ostrého uspořádání je taková binární relace R(x,y), 

která je ireflexivní, asymetrická a tranzitivní. Relace úplného uspořádání (ostrého či 

neostrého) je relace, která je uspořádáním (ostrým či neostrým) a je trichotomická. Relace 

ekvivalence je taková binární relace R(x,y), která je reflexivní, symetrická a tranzitivní. 

Sestrojte modely všech těchto relací na množině D={a,b,c,d}. 

 

Množina všech uspořádaných dvojic na D={a,b,c,d} obsahuje následující prvky: a,a, 

a,b, a,c, a,d, b,a, b,b, b,c, b,d, c,a, c,b, c,c, c,d, d,a, d,b, d,c, d,d. 

Modelem reflexivní relace je např. interpretace I1, kde R={a,a,a,b,b,b,c,c,d,c, 

d,d}. Při této interpretaci pro všechny prvky kD platí k,kR. Model ireflexivní relace 

dostaneme např. v interpretaci I2, kde R={a,b,b,c,c,d,d,c}, protože pro žádný prvek 

kD neplatí k,kR. Modelem symetrické relace je interpretace I3, kde R={a,b,b,a, 

b,c,c,b,c,d,d,d}. Model asymetrické relace dostaneme, realizujeme-li R např. jako 

R={a,b,b,c,c,d}. Modelem antisymetrické relace je interpretace I4, kde R={a,b,b,b, 

b,c,c,c,c,d}. Modelem tranzitivní relace je interpretace I5 s realizací R={a,c,a,d, 

b,c,b,d,c,d}. Modelem neúplného ostrého uspořádání je I6, kde R={a,b,c,d}. Při 

této interpretaci jsou prvky a, c a b, d navzájem neporovnatelné. Model úplného ostrého 

uspořádání dostaneme, rozšíříme-li realizaci relace R na R={a,b,a,c,a,d,b,c,b,d, 

c,d}. Modely neostrých uspořádání dostaneme, rozšíříme-li realizaci R o uspořádané 

dvojice a,a, b,b, c,c a d,d. Úplná uspořádání jsou zároveň trichotomickými relacemi. 

Konečně, model relace ekvivalence představuje např. interpretace I7 s realizací R={a,a, 

a,b,b,a,b,b,c,c,c,d,d,c,d,d}. V případě relace ekvivalence lze poznamenat, že 

tato relace rozděluje obor individuí D na navzájem disjunktní třídy (tj. takové třídy, které 

nemají žádné společné prvky). Každá z těchto tříd vyděluje z množiny D třídu všech prvků 

ekvivalentních nějakému konkrétně zvolenému prvku. V případě naší relace R platí Da={b}, 

Db={c,d}, kde Da označuje třídu všech prvků množiny D ekvivalentních prvku a a Db třídu 

všech prvků množiny D ekvivalentních prvku b. 

 

Cvičení: Sestrojte další modely uvedených relací na různých množinách D. Poukažte 

rovněž na různé konkrétní příklady těchto relací. Např. relace R(x,y) „x je potomkem y“ 

zřejmě je (neúplným) ostrým uspořádáním na množině všech lidí. 
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Poznámka: Na uvedené vlastnosti relace ekvivalence (tj. na její schopnosti tvořit 

disjunktní rozklady na ekvivalenční podtřídy) je založena tzv. definice abstrakcí. Existuje-li 

na dané třídě individuí relace ekvivalence, pak můžeme za využití této relace definovat 

nový pojem. Např. máme-li množinu všech vektorů v rovině, pak lze na této třídě zavést 

relaci ekvivalence pomocí relace R „x je rovnoběžný s y“. Ke každému konkrétnímu 

vektoru a tato relace přiřazuje třídu všech vektorů, které jsou s vektorem a rovnoběžné. 

Pomocí relace R nyní můžeme definovat nový pojem „mít směr vektoru a“. Definice: 

 

x má směr vektoru a =df  x je rovnoběžný s vektorem a 

 

Dále můžeme obecně definovat pojem „směr vektoru x“. Definice: 

 

směr vektoru a =df  existuje b tak, že vektor a je rovnoběžný s b a všechny 

vektory, které mají směr vektoru a, jsou rovnoběžné s b 

 

O definici směru vektoru v tomto případě řekneme, že se jedná o implicitní, resp. 

kontextuální definici. Důležitým příkladem implicitní definice je Fregeho definice pojmu 

kardinálního čísla. Viz např. Frege (1989). 

 

Cvičení: Uveďte další konkrétní příklady definice abstrakcí. 

 

Příklad 4: 

 

V řešeném příkladě 1 v kapitole 8.2 je podána definice grupy. Nalezněte konkrétní realizace 

grupy. 

 

Řešení: 

 

Nejprve zopakujme podmínky (1) až (4) definice grupy. Po přepisu do formálního jazyka 

predikátové logiky dostaneme na základě těchto podmínek formule: 

 

(1) xyz(x  y=z) 

(2) xy(x y=y  x=y) 

(3) xyz[x  (y  z)=(x  y)  z] 

(4) xyzw[(x  z=y)(w  x=y)] 

 

Jednoduchým příkladem grupy je systém skládající se z množiny všech přirozených čísel 

N  (včetně nuly) a na ní definované operace sčítání. Čtenář si tuto skutečnost ověří tak, že 

zkontroluje, že systém skutečně splňuje podmínky (1)-(4) definice grupy. Dalším příkladem 

jsou grupy zákrytových pohybů rovinných geometrických útvarů, tj. takových pohybů 

daného geometrického útvaru, po jejichž provedení dostaneme nový útvar, který se 

s  původním útvarem dokonale kryje. Např. rovnostranný trojúhelník ABC má celkem 

6  zákrytových pohybů, kde za jeden z pohybů považujeme rovněž identický pohyb. 
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Zákrytové pohyby rovnostranného trojúhelníka ABC: 

a překlopení okolo osy p 

b překlopení okolo osy q 

c překlopení okolo osy r 

d otočení o 120° 

e otočení o 240° 

j identický pohyb 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek: Zákrytové 

                pohyby trojúhelníka ABC 

 

Systém skládající se z množiny zákrytových pohybů D={a,b,c,d,e,j} a na ní definované 

operace x  y skládání pohybů představuje grupu. Složením libovolných dvou pohybů a až 

j totiž nedostaneme nějaký nový pohyb, ale pohyb, který je již prvkem množiny D. Např. 

provedeme-li nejprve pohyb a a po něm pohyb b, je výsledný pohyb identický s pohybem 

d. Zákonitosti skládání zákrytových pohybů trojúhelníka ABC lze shrnout do následující 

tabulky. 

 

Tabulka skládání zákrytových pohybů trojúhelníka ABC: 

 Poté provedeme pohyb: 

 a b c d e j 

  
  
 N

ej
p
rv

e 

  
 p

ro
v
ed

em
e 

 

  
  
  
p
o
h
y
b
: 

 a  j d e b c a 

 b  e j d c a b 

 c  d e j a b c 

 d  c a b e j d 

 e  b c a j d e 

 j  a b c d e j 

 

Systém tedy splňuje bod (1) definice grupy. Dále existuje neutrální pohyb, po jehož 

„provedení“ zůstane útvar nezměněn. V našem případě se jedná o identický pohyb j. Tím je 

splněna podmínka (2) definice. Dále pro každé tři pohyby x, y a z platí, že složíme-li dva 

pohyby y a z a s výsledným pohybem složíme pohyb x, bude výsledek týž, jako když 

nejprve provedeme pohyb z, který složíme s výsledkem složení pohybů x a y, tj. 

x (y z)=(x y) z. Tuto skutečnost lze ověřit např. podle tabulky nebo prostou úvahou 

  p 

q 

r 

A B 

C 

a 
b 

c 

d 

e 
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nad skládáním pohybů. Systém tedy splňuje rovněž podmínku (3) definice. Ke každým 

dvěma pohybům p a q konečně existují pohyby x a y takové, že p x=q a y q=q. 

Uvažujme např. pohyby b a d, úkolem je najít takové pohyby x  a  y, že b x=d a y b=d. 

Takové pohyby skutečně existují a pohyb d můžeme dostat tak, že nejprve vezmeme pohyb 

a (pohyb a zde plní roli x) a poté pohyb b nebo tak, že nejprve vezmeme pohyb b a poté 

pohyb c (pohyb c zde plní roli y). Totéž lze ověřit i pro ostatní prvky množiny zákrytových 

pohybů, uvedený systém tudíž splňuje i podmínku (4). Tím je dokázáno, že systém je 

skutečně realizací  grupy. Systém zákrytových pohybů trojúhelníka ABC tedy představuje 

model výše uvedených formulí (1) až (4). (Poznámka: Příklad je převzat z Rieger (1952). 

Zde čtenář nalezne velmi stručný úvod do teorie grup a teorie svazů.) 

 

Cvičení: Zkonstruujte grupu zákrytových pohybů pro čtverec, obdélník, pravidelný 

pětiúhelník atd. Nalezněte rovněž jiné příklady grup, tj. systémů, které realizují podmínky 

definice grupy. 

 

Příklad 5: 

 

Nalezněte kontramodel úsudku: 

 

xy[R(x,y)R(y,x)], xyz{[R(x,y)R(y,z)]R(x,z)}  xR(x,x) 

 

na množině D={a,b,c}. 

 

Jednoduchý kontramodel představuje interpretace I, kde R={a,a,a,c,c,a,c,c}. Tato 

interpretace splňuje premisy úsudku, tj. formule: 

 

xy[R(x,y)R(y,x)], xyz{[R(x,y)R(y,z)]R(x,z)} 

 

avšak nikoli závěr úsudku, tj. formuli xR(x,x), jelikož pro prvek bD neplatí R(b,b). 

Formule xy[R(x,y)R(y,x)] a xyz{[R(x,y)R(y,z)]R(x,z)}, v nichž b dosadíme na 

místo x, y nebo z, platí triviálně, protože antecedenty i konsekventy obou formulí jsou 

nepravdivé, a příslušná implikace je tudíž pravdivá. 

 

Příklad 6: 

 

Nalezněte kontramodely formulí: 

(a) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(b) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(c) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(d) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(e) x[P(x)xP(x)] 

 

Řešení: 

 

(a) Kontramodel: I={D={a,b,c,d},P(x)={a,b},Q(x)={c,d}}. Potom skutečně pro všechna 

xD platí, že mají vlastnost P(x) nebo vlastnost Q(x), avšak neplatí že mají všechna 

vlastnost P(x) ani že mají všechna vlastnost Q(x). 
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Cvičení: Ověřte, zda je kontramodelem rovněž interpretace, kde D=N a P(x) je „x je sudé 

číslo“ a Q(x) „x je liché číslo“. Ověřte, zda je kontramodelem libovolná interpretace, kde 

P(x) a Q(x) jsou dvě navzájem se vylučující vlastnosti. 

(b) Kontramodel: I={D=N, P(x) = „x je sudé číslo“, Q(x) = „x je liché číslo“}. Platí, že 

existují sudá čísla a že existují lichá čísla, avšak zřejmě neexistuje žádné číslo, které by 

bylo sudé i liché zároveň. 

 

Cvičení: Ověřte, zda je kontramodelem interpretace I, kde D = třída všech rovinných 

geometrických obrazců, P(x) „x je trojúhelník“ a Q(x) „x je čtverec“. Nalezněte další 

kontramodely formule. 

 

(c) Kontramodel formule nejsnadněji sestrojíme tak, že nalezneme její negaci. Podmínky, 

za nichž je pravdivá negace formule jsou potom podmínkami, za nichž je nepravdivá 

původní formule. Zadaná formule je ekvivalentní {[xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]} 

(kterou tautologii výrokové logiky jsme použili?). Negací původní formule tedy je 

[xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]. To lze na základě pravidla o vzájemné 

definovatelnosti kvantifikátorů (viz předchozí kapitola) převést na [xP(x)xQ(x)] 

x[P(x)Q(x)], a po aplikaci tautologií výrokové logiky konečně na [xP(x)xQ(x)] 

x[P(x)Q(x)]. Tato formule je negací výchozí formule. Najděme interpretaci, která 

splňuje formuli [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]. Uvažujme nejprve druhý člen 

konjunkce, tj. x[P(x)Q(x)]. Má-li tato formule být pravdivá, pak musíme najít takovou 

realizaci predikátů P(x) a Q(x), že v oboru individuí existuje alespoň jedna věc mající 

vlastnost P(x) a postrádající vlastnost Q(x). Tato podmínka nám zatím říká pouze tolik, že 

alespoň některá individua nesmí mít vlastnost Q(x) (a dokonce žádná individua nemusí mít 

vlastnost Q(x)). Uvažujme nyní první člen konjunkce, tj. formuli xP(x)xQ(x). Aby 

formule byla pravdivá, musí být pravdivá implikace xP(x)xQ(x), přičemž konsekvent 

této implikace, tj. xQ(x), je určitě nepravdivý (jak jsme dokázali úvahou o druhém členu 

konjunkce). To znamená, že musí být nepravdivý rovněž antecedent implikace, tj. formule 

xP(x). Víme však, že alespoň některá individua vlastnost P(x) mít musí. Tím jsme dospěli 

k závěru, že formuli splňuje jakákoli interpretace, v níž některá individua mají vlastnost 

P(x) a některá nikoli a vlastnost Q(x) nemají žádná individua, resp. alespoň nějaká 

individua (a v tom případě by příslušné individuum mělo mít vlastnost P(x)). Interpretace 

I, která se vyznačuje těmito vlastnostmi, splňuje [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

a  falzifikuje [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]. Uveďme tři protipříklady: (1) I={D=N, 

P(x) „x je sudé číslo“, Q(x) „x je liché číslo“};  v tomto případě platí P(x)) a Q(x). 

(2)  I={D = třída všech rovinných geometrických obrazců, P(x) = „x je trojúhelník“, Q(x) = 

„x  je čtverec“}; rovněž P(x), Q(x). (3) I={D = třída všech rovinných geometrických 

obrazců, P(x) = „x je trojúhelník“, Q(x) = „x je kulatý čtverec“}; tentokrát P(x) 

a  Q(x)=. 

 

Cvičení: Vysvětlete, proč uvedené interpretace jsou kontramodely formule. Sestrojte 

kontramodel na množině D={a,b,c,d}. Nalezněte další přirozené kontramodely. 

 

(d) Formule x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] je ekvivalentní {x[P(x)Q(x)] 

[xP(x)xQ(x)]}. Negací formule tedy je x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]. To je 
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ekvivalentní s x[P(x)Q(x)]xP(x)xQ(x). Tuto formuli konečně převedeme na tvar 

x[P(x)Q(x)]xP(x)xQ(x). Podobnou úvahou jako u předchozího příkladu lze 

snadno ověřit, že následující interpretace I falzifikuje formuli x[P(x)Q(x)] 

[xP(x)xQ(x)]: I={D = třída všech rovinných geometrických obrazců, P(x) = „x je 

trojúhelník“, Q(x) = „x je kulatý čtverec“}. 

 

Cvičení: Dokažte, že uvedená interpretace je skutečně kontramodelem výchozí formule. 

Sestrojte kontramodel na množině D={a,b,c,d}. 

 

(e) Formule x[P(x)xP(x)] je ekvivalentní x[P(x)xP(x)]. Negací formule je 

x[P(x)xP(x)], což převedeme na tvar x[P(x)xP(x)]. Interpretace I={D = třída 

všech rovinných geometrických obrazců, P(x) = „x je trojúhelník“}. Tato interpretace je 

modelem formule x[P(x)xP(x)] a kontramodelem formule x[P(x)xP(x)]. 

 

Cvičení: Dokažte, že uvedená interpretace je skutečně kontramodelem výchozí formule. 

Sestrojte kontramodel na množině D={a,b,c,d}. 

 

 

 

 

9.3 Cvičení 
 

(1) 
Sestrojte na množině D = {Martin,Pavel,Petr,Tomáš,Zdeněk,Dalila,Lenka,Markéta} 

realizaci relací R(x,y) „x má rád y“, N(x,y) „x nesnáší y“, Z(x,y) „x zná y“, a modely 

následujících formulí. 

(a) xyR(x,y) 

(b) yxR(x,y) 

(c) xy[R(x,y)N(y,x)] 

(d) x[Z(x,Zdeněk)N(x,Zdeněk)] 

(e) xy{R(x,y)[Z(x,y)Z(y,x)]} 

(f) xy[Z(x,y)N(y,x)] 

(g) xR(x,x) 

(h) xZ(x,x) 

(i) xy[R(x,y)N(x,y)] 

(j) x{R(Pavel,x)y[yxN(y,x)]} 

(k) x[R(Dalila,x)R(x,Dalila)] 

 

(2) 

Zjistěte, zda interpretace I={D=N–{0}, D(x,y) = „(číslo) x je dělitelné (číslem) y“}, kde 

N–{0} je množina N bez čísla 0, tvoří model následujících formulí. 

(a) x{D(x,10)[D(x,5)D(x,2)]} 

(b) x{D(x,10)[D(x,5)D(x,2)]} 

(c) x{D(x,10)[D(x,5)D(x,2)]} 

(d) x{[D(x,5)D(x,2)]D(x,4)} 

(e) x{[D(x,4)D(x,5)]x<20} 
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(f) x{[D(x,4)D(x,5)]x20} 

(g) x{[D(x,5)D(x,3)][(D(x,6)x<45)x=45]} 

 

(3) 

Sestrojte na množině D={a,b,c,d} modely následujících tautologií logiky prvního řádu. 

(a) x[P(x)Q(x)]x[P(x)Q(x)] 

(b) {x[P(x)Q(x)]xQ(x)}xP(x) 

(c) yxR(x,y)xyR(x,y) 

(d) xR(x,x,x)xyzR(x,y,z) 

(e) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(f) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

 

(4) 

Nalezněte na množině D={a,b,c,d} kontramodely následujících formulí logiky prvního 

řádu. 

(a) xyR(x,y)yxR(x,y) 

(b) xy[R(x,y)R(y,x)]zR(z,z) 

(c) xyR(x,y)xyR(y,x) 

(d) xy[R(x,y)R(y,y)] 

(e) xy{[R(x,y)R(y,x)]x=y}zR(z,z) 

(f) [xP(x)xQ(x)][xQ(x)xP(x)] 

(g) y[xP(x,y)xQ(x,y)]xy[P(x,y)Q(x,y)] 

 

(5) 

Nalezněte interpretace, které splňují následující formule logiky prvního řádu. 

(a) xy[P(x)x=y] 

(b) xP(x)yP(y)(xy)z[P(z)(z=xz=y)] 

(c) xP(x)yP(y)zP(z)(xyz)w[P(w)(w=xw=yw=z)] 

(d) xy(x=y) 

(e) xyz(z=xz=y) 

(f) xyz[(z=xz=y)xy] 

(g) xyzw(wxwywz) 

 

(6) 

Nalezněte na množině D={a,b,c,d} kontramodely k úsudkům (a)-(c). Nalezněte modely 

úsudků (d)-(f) a naznačte, proč jsou tyto úsudky zřejmě logicky platné. 

(a) x[P(x)Q(x)], x[P(x)R(x)]  x[Q(x)R(x)] 

(b) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(c) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(d) x[P(x)Q(x)], x[P(x)R(x)], xP(x)  x[Q(x)R(x)] 

(e) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)], xR(x)  x[P(x)R(x)] 

(f) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)], xP(x)  x[P(x)R(x)] 
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Řešení: 

 

(2) 

Daná interpretace je modelem formulí (a), (b), (f) a (g). Interpretace nesplňuje formule (c), 

(d), (e). Úkol: Dokažte, že formule (c), (d), (e) nejsou v dané interpretaci pravdivé. 

 

(4) 

Příklad (d) má úzkou návaznost na Russellův paradox. Uvažujme toto zadání: 

 

Holič v jisté vesnici má za úkol holit všechny muže ve vesnici, 

kteří neholí sami sebe. 

 

Dle zadání má tedy existovat takové x, že pro všechna y platí R(x,y) právě tehdy, jestliže 

R(y,y). Toto zadání však vede ke sporu. Můžeme totiž položit otázku, zda holič má či 

nemá holit sám sebe. Jestliže holí sám sebe, pak by se neměl holit, protože smí holit pouze 

ty obyvatele vesnice, kteří neholí sami sebe. Naopak, jestliže neholí sám sebe, pak je 

jedním z obyvatel vesnice, kteří neholí sami sebe, a tudíž musí holit sám sebe. To je spor, 

který vyřešíme tak, že poukážeme na nesplnitelnost zadání. Zadání je tedy sporné, tudíž 

nemůže existovat žádný holič (obyvatel vesnice), který by holil všechny obyvatele, kteří 

neholí sami sebe. Negace dané formule, tj. xy[R(x,y)R(y,y)] je skutečně tautologií 

logiky prvního řádu a jejím modelem je každá interpretace I. 

Poznamenejme ještě, že Russellův paradox hovoří o množině všech množin, které 

nejsou prvky sama sebe. Některé množiny totiž mohou být prvky sama sebe (například 

nějaká množina množin je jistě sama množinou), některé nemohou být prvky sama sebe 

(například množina všech plnících per není plnícím perem). Russell položil otázku: Je 

množina všech množin, které nejsou prvky sama sebe, prvkem sama sebe nebo nikoliv? 

Obě možnosti vedou ke sporu. Axiomatická teorie množin řeší problém tak, že nepřipouští 

obecný princip, kterým jsme vymezili tuto tzv. Russellovu množinu, tj. princip že libovolná 

vlastnost P definuje nějakou množinu prvků majících vlastnost P. Místo tohoto principu 

axiomatická teorie množin pracuje s omezeným principem (tzv. principem vydělení), podle 

nějž máme-li množinu A, pak daná vlastnost P definuje množinu všech prvků množiny 

A,  které mají vlastnost P. Mějme nějakou množinu množin A a uvažujme množinu všech 

prvků množiny A, které nejsou prvky sama sebe. Dostaneme, že taková množina sice může 

existovat, avšak nemůže být prvkem množiny A. 

 

(5) 

(a) vlastnost P(x) je realizována právě jedním individuem 

(b) vlastnost P(x) je realizována právě dvěma individui 

(c) vlastnost P(x) je realizována právě třemi individui 

(d) obor individuí D obsahuje nejméně dva prvky 

(e) obor individuí D obsahuje nejvýše dva prvky 

(f) obor individuí D obsahuje právě dva prvky 

(g) obor individuí D obsahuje nejméně čtyři prvky 

 

(6) 

(a) I={D,P(x)=,Q(x)={a,b},R(x)={c,d}}. Při této interpretaci jsou implikace v premisách 

úsudku splněny triviálně (neplatí antecedent implikace, tudíž je implikace pravdivá), avšak 

závěr úsudku splněn není, jelikož neexistují individua, která by splňovala konjunkci 
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vlastností Q(x) a R(x). Úsudek (d) je oproti (a) doplněn o premisu xP(x). Tato premisa 

zaručuje, že jsou-li splněny podmínky x[P(x)Q(x)] a x[P(x)R(x)], pak musí 

existovat alespoň jedno individuum, které splňuje konjunkci vlastností Q(x) a R(x). Každý 

pokus nalézt kontramodel úsudku (d) tedy vede k nezdaru. Úsudek (a) představuje známý 

sylogismus Darapti (více o sylogismech viz kapitola 11), který zpopularizoval svými 

příklady Bertrand Russell. Kdyby tento úsudek byl platný, pak by podle Russella z premis 

„Všechny  skleněné hory jsou hory“ a „Všechny skleněné hory jsou ze skla“ musel plynout 

závěr „Některé hory jsou ze skla“. Další vtipný sylogismus k úsudku (a): Všichni zelení psi 

jsou psi, Všichni zelení psi jsou zelení. Tudíž: Někteří psi jsou zelení. 

(b) I={D,P(x)={a,b},Q(x)={a,b,c},R(x)=}. Při této interpretaci jsou splněny obě premisy 

úsudku, závěr přesto neplatí, protože neexistuje žádné individuum, které by splňovalo 

vlastnost R(x), tudíž jeden člen konjunkce je zaručeně nepravdivý. 

Pro vztah mezi úsudky (b) a (e) platí podobné poznámky jako pro vztah mezi úsudky 

(a)  a  (d). 

(c) Platí podobné poznámky jako pro (a) a (b). Vztah mezi (c) a (f) je podobný jako výše. 
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10 DEDUKCE V LOGICE PRVNÍHO ŘÁDU 
 

 

10.1 Základní pojmy 
 

 

10.1.1 Přirozená dedukce 
 

Velký úspěch pro metateorii logiky znamenal důkaz úplnosti význačných syntaktických 

systémů logiky prvního řádu, který v různých formách předložili Kurt Gödel, Thoralf 

Skolem, Willard Van Orman Quine, Leon Henkin, Jaako Hintikka a jiní. V našem textu 

budeme pracovat s příslušnými větami bez důkazu; důkazy lze najít v literatuře 

(k  odkazům viz úvod minulé kapitoly). 

 

Věta o korektnosti a sémantické úplnosti logiky prvního řádu: 

Řekneme, že deduktivní systém logiky prvního řádu je korektní, jestliže každá formule, 

k níž existuje deduktivní důkaz, je zároveň tautologií logiky prvního řádu. Řekneme, že 

deduktivní systém logiky prvního řádu je úplný, jestliže ke každé tautologii logiky prvního 

řádu existuje její deduktivní důkaz. Pak platí, že pro logiku prvního řádu existují korektní 

a  úplné deduktivní systémy. 

 

Tato věta má pro logiku nesmírný význam. Na jejím základě se totiž lze o tom, zda formule 

je tautologií či zda úsudek je logicky platný, přesvědčit snadnějším způsobem než 

prověřováním nekonečně mnoha modelů formule či úsudku. Jestliže je daná formule 

tautologií, pak k ní existuje deduktivní důkaz. A jestliže se nám podaří nějakou formuli 

(úsudek) dokázat v obecné formě, pak samozřejmě každé konkrétní dosazení do formule či 

úsudku musí být tautologií, resp. musí být logicky platným úsudkem. Větu o korektnosti 

a  sémantické úplnosti lze dokázat např. pro variantu přirozené dedukce pro logiku prvního 

řádu, pro metodu analytických tabulek apod. Na rozdíl od výrokové logiky však musíme 

upozornit na skutečnost, že deduktivní metoda (a rovněž ani teorie modelů) nám 

neposkytuje žádnou efektivní proceduru, jak pro každou formuli logiky prvního řádu 

rozhodnout, zda se jedná o tautologii či nikoliv. Toto tvrzení lze exaktně formulovat 

prostřednictvím následující věty. 

 

Věta o parciální rozhodnutelnosti logiky prvního řádu: 

Neexistuje žádná efektivní procedura, která by pro každou formuli logiky prvního řádu 

rozhodla, zda se jedná o tautologii nebo nikoliv. Problém logické pravdivosti je tedy 

v  logice prvního řádu nerozhodnutelný (z totálního hlediska), avšak je parciálně 

rozhodnutelný, tj. existuje procedura, která každou formuli po konečném počtu kroků 

vyhodnotí jako pravdivou v případě, že se jedná o tautologii logiky prvního řádu. 

 

Příslušná procedura (deduktivní systém) však nemusí po žádném počtu kroků dospět 

k závěru, že daná formule není tautologií. Např. metoda analytických tabulek může 

v  takovém případě vést k nekonečné tabulce, zejména k cyklicky se opakujícím sekvencím 

v tabulce. 
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Nyní již přejdeme k teorii dedukce pro logiku prvního řádu. Na úvod je třeba 

poznamenat, že při provádění konkrétních dedukčních kroků musíme často dbát na splnění 

tzv. podmínky substituovatelnosti. Řekneme, že termín t  je ve formuli A(x) 

substituovatelný za proměnnou x, jestliže formule A(x) neobsahuje žádnou podformuli ve 

tvaru tB(t) nebo tB(t). Příslušnou substituci zapíšeme A(x/t). Např. je-li A(x) 

=  [P(x)Q(x,y)]zR(z,y), pak termín t=z je substituovatelný za proměnnou x, ale nikoli 

za proměnnou y. V prvním případě A(x/z) = [P(z)Q(z,y)]zR(z,y). Avšak ve druhém 

případě A(y/z) = [P(x)Q(x,z)]zR(z,z). Proměnná y, která byla v původní formuli 

volná, je totiž po substituci za proměnnou z vázaná a formule zR(z,y) má jiné 

pravdivostní podmínky než formule zR(z,z). Podobně platí, že obsahuje-li substituovaný 

termín t volnou proměnnou y, požadujeme, aby formule A(x) neobsahovala žádnou 

podformuli ve tvaru yB(y) nebo yB(y). Např. je-li t=f(y,a), pak termín t není ve formuli 

yR(x,y) substituovatelný za proměnnou x. Příslušnou substitucí by se totiž volná 

proměnná y v termínu f(y,a) stala ve formuli yR(f(y,a),y) proměnnou vázanou 

a  pravdivostní podmínky formule yR(x,y) jsou jistě jiné než pravdivostní podmínky 

formule yR(f(y,a),y). 

 

Cvičení: Dokažte, že interpretace 

 

I = {D={a,b,c}; (x)=a; R={a,a,a,b,a,c}; realizace f(y,a) přiřazuje všem 

uspořádaným dvojicím y,a funkční hodnotu b} 

 

splňuje formuli yR(x,y), avšak nikoli formuli yR(f(y,a),y), kterou jsme z formule 

yR(x,y) dostali nepovolenou substitucí termínu f(y,a) za volnou proměnnou x. 

 

Nyní již k pravidlům, která řídí zacházení s kvantifikátory. Tato pravidla se obecně 

dělí na pravidla eliminace a pravidla zavedení příslušného kvantifikátoru. 

 

Eliminace obecného kvantifikátoru (EOK): 

xP(x) 

P(x) 

xP(x) 

P(y) 

xP(x) 

P(a) 

 

Eliminujeme-li obecný kvantifikátor ve formuli xP(x) druhým způsobem, 

tj.  vyvozujeme-li P(y), musí být proměnná y v P(x) substituovatelná za x. Třetímu způsobu 

eliminace obecného kvantifikátoru, kde do P(x) substituujeme konstantu a, se často říká 

pravidlo (zákon) partikularizace. Máme-li ve formuli P(x) volnou proměnnou, lze naopak 

zavést obecný kvantifikátor. Pravidlo zavedení obecného kvantifikátoru má dvě následující 

formy. 

 

Zavedení obecného kvantifikátoru (ZOK): 

    P(x)     

xP(x) 

      P(x)    

  xP(x) 

      P(x)    

  xP(x) 

 

V druhém a třetím případě nesmí formule  (resp. množina formulí ), která je 

předpokladem P(x), obsahovat volnou proměnnou x. Obsahuje-li  volnou proměnnou x, je 

obecný kvantifikátor zaveden nekorektním způsobem. Na toto omezení aplikovatelnosti 
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pravidla EOK je třeba dbát také v  důkazech s hypotézou. Nekorektní způsob zavedení 

obecného kvantifikátoru lze ilustrovat na následujícím chybném důkazu. Mějme formuli 

xR(x,y)yR(y,y). Lze sestrojit tento „důkaz“: 

 

1. xR(x,y)  - premisa 

2. R(y,y)  - EOK 1 

3. yR(y,y)  - ZOK 2 

 
 

Premisa xR(x,y) obsahuje volnou proměnnou y, proto je na třetím řádku obecný 

kvantifikátor zaveden nekorektně. Formuli xR(x,y)yR(y,y) lze snadno falzifikovat. 

Kontramodelem je například interpretace I={D={a,b,c}, R(x,y)={a,a, b,a,c,a}, 

(y)=a}. Při této interpretaci je skutečně pravdivý antecedent formule, tj. xR(x,y), jelikož 

všechny prvky D jsou v relaci R(x,y) s individuem, které je ohodnocením  přiděleno 

proměnné y. Avšak konsekvent yR(y,y) je nepravdivý, jelikož uspořádané dvojice b,b 

a  c,c nejsou prvky realizace relace R(x,y). 

 

 Podobným způsobem jako u obecného kvantifikátoru lze eliminovat i existenční 

kvantifikátor. 

 

Eliminace existenčního kvantifikátoru (EEK): 

xP(x) 

P(a) 

 

Výrazem „a“ označujeme libovolně zvolené individuum z realizace predikátu P(x), které 

však nemusíme být schopni přesně určit. Je tedy poněkud problematické, považujeme-li 

„a“ za konstantu. Někteří autoři proto místo o konstantách raději hovoří o parametrech. 

 

Na pravidlo eliminace existenčního kvantifikátoru klademe dvě dodatečné podmínky: 

 

(1) Eliminujeme-li několik různých existenčních kvantifikátorů, musíme 

pokaždé substituovat jinou konstantu (parametr). 

(2) Na SUF , kterou jsme odvodili za použití pravidla EEK z x, nesmíme 

aplikovat pravidlo ZOK. 

 

Následující tři příklady ukazují porušení jednoho požadavků (1) a (2). 

 

Uvažujme formuli [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] a její domnělý důkaz: 

 

1. xP(x)xQ(x) - premisa 

2. xP(x)  - EK 2 

3. xQ(x)  - EK 2 

4. P(a)   - EEK 2 

5. Q(a)   - EEK 3 

6. P(a)Q(a)  - ZK 4, 5 

7. x[P(x)Q(x)] - ZEK 6 

 
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K chybě došlo na řádku 5, kde jsme dosadili konstantu a, která však byla použita již výše 

na řádku 4. Porušili jsme podmínku (1). Správně jsme měli dosadit jinou konstantu 

(parametr), např. b. Táž chyba se vyskytuje i v následujícím nekorektnímu důkazu formule 

x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]: 

 

1. x[P(x)Q(x)] 

2. xP(x)  - premisy 

3. P(a)Q(a)  - EEK 1 

4. P(a)   - EEK 2 

5. Q(a)   - MP 4, 3 

6. xQ(x)  - ZEK 5 

 
 

Chyba spočívá na řádku 4, kde jsme opět dosadili již jednou použitou konstantu a. Správně 

jsme měli dosadit jinou konstantu. Příklad porušení podmínky (2) představuje „důkaz“ 

formule xyR(x,y)yxR(x,y): 

 

1. xyR(x,y)  - premisa 

2. yR(x,y)  - EOK 1 

3. R(x,a)  - EEK 2 

4. xR(x,a)  - ZOK 3 

5. yxR(x,y)  - ZEK 4 

 
 

Na řádku 4 jsme použili pravidlo ZOK na formuli R(x,a), kterou jsme odvodili eliminací 

existenčního kvantifikátoru v yR(x,y). „Dokázaná“ formule není zcela jistě tautologií 

logiky prvního řádu, o čemž se lze snadno přesvědčit na základě interpretace I={D=N, 

R(x,y) = „x je menší než y“}. Podle Archimédovy věty, o níž jsme hovořili v minulé 

kapitole, existuje ke každému přirozenému číslu x větší číslo (tj. platí xyR(x,y)), avšak 

zřejmě neexistuje žádné největší přirozené číslo (tj. neplatí yxR(x,y)). 

 

 Posledním pravidlem pro zacházení s kvantifikátory je pravidlo zavedení 

existenčního kvantifikátoru. 

 

Zavedení existenčního kvantifikátoru (ZEK): 

   P(a)    

xP(x) 

 

Používáme-li logiku prvního řádu s funkcemi, je užitečné formálně zavést také pravidlo 

eliminace identity. 

 

Eliminace identity (EID): 

P(a), a=t 

P(t) 

 

Toto pravidlo jsme v kapitole 8 neformálně použili k důkazu, že z výroků „Každý má rád 

svoji matku“ a „Markéta Nováková je matka Tomáše Nováka“ plyne „Tomáš Novák má 
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rád Markétu Novákovou“. Zvolili jsme přitom formalizaci a = Markéta Nováková, b = 

Tomáš Novák, R(x,y) = „x má rád y“ a m(x) = „matka osoby x“. Příslušná dedukce má 

jednoduchou formu: 

 

1. xR(x,m(x)) 

2. a=m(b)  - premisy 

3. R(b,m(b))  - EOK 1 

4. R(b,a)  - EID 2, 3 

 
 

 Mimo pravidla pro zacházení s kvantifikátory EOK, EEK, ZOK a ZEK a eliminace 

identity zůstávají samozřejmě v platnosti všechna ostatní pravidla přirozené dedukce, která 

jsme zavedli v kapitole 5. Stejně tak zůstávají v platnosti definice přímého důkazu, 

nepřímého důkazu a důkazu s hypotézou. Změna nicméně nastává ve formulaci věty 

o  dedukci. 

 

Věta o dedukci pro predikátovou logiku (syntaktická varianta) (VD): 

Nechť  je množina SUF logiky prvního řádu a  a  nechť jsou rovněž SUF logiky 

prvního řádu. Neobsahuje-li  žádné volné proměnné, pak    platí právě tehdy, 

jestliže platí ,   . Tj. slovně: Neobsahuje-li  žádné volné proměnné, pak z premis 

  deduktivně vyplývá závěr  právě tehdy, když z premis  a  deduktivně vyplývá 

závěr . 

 

Právě zavedená pravidla přirozené dedukce pro logiku prvního řádu jsou velmi 

snadná a čtenář s nimi jistě nebude mít žádné potíže. Další velmi snadnou variantu 

přirozené dedukce lze najít např. v přístupném článku Quine (1950). 

 

 

10.1.2 Metoda analytických tabulek 
 

Dedukce pomocí analytických tabulek v logice prvního řádu představuje rozšíření metody 

analytických tabulek pro výrokovou logiku. Mimo odvozovací pravidla pro konstrukci 

analytických tabulek složených výroků, tj. pravidla zavedená v kapitole 6, potřebujeme 

stejně jako v případě přirozené dedukce pravidla pro zacházení s obecným a  existenčním 

kvantifikátorem. V návaznosti na kapitolu 6 zavedeme variantu s  označenými formulemi. 

Každá označená formule obsahující existenční nebo obecný kvantifikátor má právě jednoho 

následníka. Např. označená formule TxP(x) má následníka TP(a), kde a je substituovaná 

konstanta. V následující tabulce uvádíme jednotlivá pravidla spolu s podmínkami jejich 

aplikovatelnosti. 

 

Pravidla pro označené formule obsahující kvantifikátory: 

 

 (1)  TxP(x)  

TP(a) 

 FxP(x)  

FP(a) 

Podmínky: žádné; a je libovolná konstanta (parametr) 

 (2) TxP(x) 

TP(a) 

FxP(x) 

FP(a) 

Podmínky: a je nová konstanta (parametr), resp. nová 

konstanta v rámci jedné samostatné větve tabulky 
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Konstanty, které zavádíme podle pravidla (1), lze dosazovat libovolně, na konstanty 

zavedené podle pravidla (2) však klademe dodatečné podmínky. V případě konstant 

dosazených podle pravidla (2) totiž požadujeme, že se nesmí vyskytovat mezi již 

zavedenými konstantami, tj. musí se jednat o nové konstanty. Připouštíme však možnost, že 

konstanta zavedená podle pravidla (2) může být nová pouze v rámci uvažované větve (tj. 

jedné z paralelních větví tabulky). Jedna a táž konstanta a se tak může vyskytovat ve více 

větvích. Pomocí této konvence lze „ušetřit“ nadbytečné používání odlišných konstant. 

V  důkazech obyčejně postupujeme tak, že se snažíme nejdříve dosadit konstanty podle 

pravidla (2) a teprve poté podle pravidla (1). Protože podle pravidla (1) můžeme dosazovat 

libovolné konstanty, je většinou výhodné, dosadíme-li z již zavedených konstant 

(parametrů). K ilustraci pravidel uvažujme důkaz formule {x[P(x)Q(x)] 

xP(x)}xQ(x), která představuje jednu z predikátových variant schématu modus ponens. 

Stejně jako u výrokových analytických tabulek předpokládáme jako výchozí bod 

F{x[P(x)Q(x)]xP(x)}xQ(x). Tato označená formule má přímé důsledky 

Tx[P(x)Q(x)]xP(x) a  FxQ(x). Formule Tx[P(x)Q(x)]xP(x) má dále přímé 

důsledky Tx[P(x)Q(x)] a  TxP(x). U formule TxP(x) použijeme pravidlo (2) 

a   dosadíme konstantu a, která se dosud v tabulce nevyskytuje (tabulka zatím neobsahuje 

žádné konstanty), čímž dostaneme TP(a). Nyní můžeme dosadit konstanty do formule 

Tx[P(x)Q(x)]. Jelikož podle pravidla (1) můžeme dosadit libovolnou konstantu, 

dosadíme již zavedenou konstantu a  a  dostaneme formuli TP(a)Q(a). Tato formule má 

alternativní důsledky FP(a) a  TQ(a). Důsledek FP(a) je ve sporu s formulí TP(a), kterou 

jsme odvodili výše; tato větev je tedy uzavřena sporem. Přejděme nyní ke druhé větvi 

s  důsledkem TQ(a). K této formuli lze připojit označenou formuli FQ(a), kterou 

dostaneme jako důsledek výše odvozené formule FxQ(x). Rovněž druhá větev je tedy 

uzavřena sporem. Tím je dokázáno, že formule je tautologií (predikátové logiky). Důkaz lze 

shrnout do následující tabulky. 

 

Analytická tabulka pro důkaz formule {x[P(x)Q(x)]xP(x)}xQ(x): 

 

 (1) F{x[P(x)Q(x)]xP(x)}xQ(x)  

 (2) Tx[P(x)Q(x)]xP(x) (1)  

 (3) FxQ(x) (1)  

 (4) Tx[P(x)Q(x)] (2)  

 (5) TxP(x) (2)  

 (6) TP(a) (5)  

 (7) TP(a)Q(a) (4)  

     

(8) FP(a) (7) (9) TQ(a) (7) 

 spor 8, 6 (10) FQ(a) (3) 

  spor 10, 3 

 

Cvičení: Sestrojte (analogický) důkaz formule {x[P(x)Q(x)]xQ(x)}xP(x), 

která představuje jednu z predikátových variant pravidla modus tollens. 
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10.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Dokažme formuli x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]. 

 

Přímý důkaz: 

1. x[P(x)Q(x)] 

2. xP(x) - premisy 

3. P(x)Q(x) - EOK 1 

4. P(x)  - EOK 2 

5. Q(x)  - MP 4, 3 

6. xQ(x) - ZOK 5 

 

Nepřímý důkaz: 

1. x[P(x)Q(x)] 

2. xP(x) - premisy 

3. xQ(x) - PND 

4. xQ(x) - ekvivalence kvantifikátorů, 3 

5. Q(a) - EEK 4 

6. P(a)Q(a) - EOK 1 

7. P(a) - MT 6, 5 

8. P(a)  - EOK 2 

spor 7, 8 

 

Nyní sestrojme důkaz formule x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] metodou analytických 

tabulek. Čtenář by si měl důkaz podrobně promyslet a zejména ukázat na způsob, jakým 

byla v tabulce použita pravidla (1) a (2). 

 

Důkaz formule x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] analytickou tabulkou: 

 

 (1) Fx[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]  

 (2) Tx[P(x)Q(x)] (1)  

 (3) FxP(x)xQ(x) (1)  

 (4) TxP(x) (3)  

 (5) FxQ(x) (3)  

 (6) FQ(a) (5)  

 (7) TP(a) (4)  

 (8) TP(a)Q(a) (2)  

     

(9) FP(a) (8) (10) TQ(a) (8) 

 spor 9, 7  spor 10, 6 

 

Cvičení: Označte každý řádek tabulky znakem „(1)“, jestliže byl odvozen pomocí pravidla 

(1), a znakem „(2)“, byl-li odvozen pomocí pravidla (2). 

 

Příklad 2: 

 

Dokažme formuli x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]. 
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Nepřímý důkaz: 

1. x[P(x)Q(x)] - premisa 

2. [xP(x)xQ(x)] - PND 

3. xP(x)xQ(x) - tautologie výrokové logiky, 2  

4. xP(x)  - EK 3 

5. xQ(x)  - EK 3 

6. xP(x)  - ekvivalence kvantifikátorů, 4 

7. xQ(x)  - ekvivalence kvantifikátorů, 5 

 

 

 

8. P(a)Q(a)  - EEK 1 

9. P(a)  - EOK 6 

10. Q(a)  - ED 8, 9 

11. Q(a)  - EOK 7 

spor 10, 11 

 

Cvičení: Sestrojte přímý důkaz formule. 

 

Důkaz formule x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] analytickou tabulkou: 

 

 (1) Fx[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]  

 (2) Tx[P(x)Q(x)] (1)  

 (3) FxP(x)xQ(x) (1)  

 (4) FxP(x) (3)  

 (5) FxQ(x) (3)  

 (6) TP(a)Q(a)  

       

(7) TP(a) (6) (8) TQ(a) (6) 

(9) FP(a) (4) (10) FQ(a) (5) 

 spor 7, 9  spor 8, 10 

 

Příklad 3: 

 

Důkaz formule yP(y)y[xP(x)Q(y)] analytickou tabulkou: 

 

(1) FyP(y)y[xP(x)Q(y)] 

(2) TyP(y) (1) 

(3) Fy[xP(x)Q(y)] (1) 

(4) FyP(y) (2) 

(5) FxP(x)Q(b) (3) 

(6) TxP(x) (5) 

(7) FQ(a) (5) 

(8) TP(b) (6) 

(9) FP(b) (4) 

 spor 8, 9 

 

Cvičení: Pokuste se sestrojit přímý a nepřímý důkaz formule. Nápověda: Důkaz je založen 

na zákonu Dunse Scota, tj. na tautologii p(pq). 

 

Příklad 4: 

 

Dokažme formuli xyP(x,y)yxP(x,y). 
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Přímý důkaz: 

1. xyP(x,y) - premisa 

2. yP(a,y) - EEK 1 

3. P(a,y) - EOK 2 

4. xP(x,y) - ZEK 3 

5. yxP(x,y) - ZOK 4 

 
 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz formule. 

  

Důkaz formule xyP(x,y)yxP(x,y) analytickou tabulkou: 

 

(1) FxyP(x,y)yxP(x,y) 

(2) TxyP(x,y) (1) 

(3) FyxP(x,y) (1) 

(4) TyP(a,y) (2) 

(5) FxP(x,b) (3) 

(6) TP(a,b) (4) 

(7) FP(a,b) (5) 

 spor 6, 7 

 

V případě, kdy uvažovaná formule není tautologií, lze analytickou tabulku výhodně použít 

k sestrojení kontramodelu formule. 

 

Příklad 5: 

 

Dokažme metodou analytických tabulek, že formule [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

není tautologií logiky prvního řádu. 

 

Analytická tabulka formule [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]: 

 

 (1) F[xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]  

 (2) TxP(x)xQ(x) (1)  

 (3) Fx[P(x)Q(x)] (1)  

     

(4) FxP(x) (2) (5) TxQ(x) (2) 

(6) FP(a) (4) (10) FP(a)Q(a) (3) 

(7) FP(b)Q(b) (3) (11) TP(a) (10) 

(8) TP(b) (7) (12) FQ(a) (10) 

(9) FQ(b) (7) (13) TQ(a) (5) 

O  spor 12, 13 

 

Levá větev tabulky je otevřená. Dále platí, že tato větev je nasycená, tj. dle definice 

z  kapitoly 6.1 větev obsahuje všechny přímé důsledky výše uvedených formulí s přímými 

důsledky a alespoň jeden alternativní důsledek výše uvedených formulí s alternativními 

důsledky. Proto lze na základě informací, jež nám podává tato tabulka, sestrojit 
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kontramodel formule [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]. K nalezení kontramodelu 

zvolme univerzum D={a,b}. Dle levé (tj. otevřené) větve tabulky platí aP(x) (řádek (6)), 

bP(x) (řádek (8)) a bQ(x) (řádek (9)). Tím máme pro D={a,b} podánu realizaci 

predikátu P(x), tj. P(x)={b}. Predikát Q(x) lze realizovat dvojím způsobem. Jako Q(x)= 

nebo jako Q(x)={a}. Uvažujme interpretaci I1, kde P(x)={b} a Q(x)=. Při I1 je triviálně 

pravdivý antecedent formule, tj. xP(x)xQ(x). Existuje totiž xD tak, že xP(x) a tudíž 

neplatí xP(x). Tuto vlastnost splňuje dle I1 prvek a. Implikace xP(x)xQ(x) je tudíž 

pravdivá nehledě na pravdivostní hodnotu xQ(x). Nyní uvažujme konsekvent dané 

formule x[P(x)Q(x)]. Podle I1 existuje xD tak, že xP(x) a xQ(x). Tuto vlastnost 

splňuje zřejmě prvek b. Při I1 je tedy formule x[P(x)Q(x)] nepravdivá. I1 je tedy 

kontramodelem formule [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]. 

 

Cvičení: Dokažte, že rovněž interpretace I2={D={a,b}, P(x)={b}, Q(x)={a}} představuje 

kontramodel formule [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)]. 

 

Příklad 6: 

 

Dokažme metodou analytických tabulek, že formule x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

není tautologií logiky prvního řádu. 

 

Analytická tabulka formule x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]: 

 

 (1) Fx[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]  

 (2) Tx[P(x)Q(x)] (1)  

 (3) FxP(x)xQ(x) (1)  

 (4) TxP(x) (3)  

 (5) FxQ(x) (3)  

 (6) TP(a)Q(a) (2)  

 (7) TP(b) (4)  

     

(8) FP(a) (6) (9) TQ(a) 

(10) FQ(a) (5) (11) FQ(a) 

O  spor 9, 11 

 

Cvičení: Sestrojte na základě tabulky a univerza D={a,b} kontramodel formule 

x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)]. 

 

Příklad 7: 

 

Dokažme metodou analytických tabulek, že formule yxP(x,y)xyP(x,y) není 

tautologií logiky prvního řádu. 
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Analytická tabulka formule yxP(x,y)xyP(x,y): 

 

(1) FyxP(x,y)xyP(x,y) 

(2) TyxP(x,y) (1) 

(3) FxyP(x,y) (1) 

(4) TxP(x,a) (2) 

(5) FyP(a,y) (3) 

(6) TP(b,a) (4) 

(7) FP(a,c) (5) 

O 

 

Cvičení: Sestrojte na základě tabulky a univerza D={a,b,c} kontramodel formule 

yxP(x,y)xyP(x,y). 

 

Příklad 8: 

 

Dokažme metodou analytických tabulek, že formule x[P(x)xP(x)] není tautologií 

logiky prvního řádu. 

 

Analytická tabulka formule x[P(x)xP(x)]: 

 

(1) Fx[P(x)xP(x)] 

(2) FP(a)xP(x) (1) 

(3) TP(a) (2) 

(4) FxP(x) (2) 

(5) FP(b) 

O 

 

Cvičení: Sestrojte na základě tabulky a univerza D={a,b} kontramodel formule 

x[P(x)xP(x)]. 

 

Příklad 9: 

 

Dokažme metodou analytických tabulek, že úsudek 

 

x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

 

není logicky platný. Důkaz uvádíme na následující straně. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 158 

Analytická tabulka pro úsudek x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)]: 

 

 (1) Tx[P(x)Q(x)]  

 (2) Tx[Q(x)R(x)]  

 (4) Fx[P(x)R(x)]  

 (5) Fx[Q(x)R(x)] (2)  

 (6) TP(a)Q(a) (1)  

 (7) FP(a)R(x) (4)  

 (8) FQ(a)R(a) (5)  

    

(9) FP(a) (6)  (10) TQ(a) (6) 

      

 (11) FP(a) (7)  (12) FR(a) (7)  (13) FP(a) (7) (14) FR(a) (7) 

(12) TP(a) (11)    (15) TP(a) (11)   

 spor 9, 12       

       

        

 (16) FQ(a) (8) (17) FR(a) (8)     

O O     

        

(18) FQ(a) (8) (19) FR(a)      

spor 10, 18 O  (20) FQ(a) (8) (21) FR(a) (8) 

   spor 10, 20 O 

 

Tabulka je otevřená ve větvích končících řádky (16), (17), (19) a (21). Na jejich základě lze 

sestrojit kontramodel úsudku. Např. na základě větve končící řádkem (21) sestrojíme při 

D={a,b} kontramodel I={D, P(x)={a}, Q(x)={a}, R(x)=}. 

 

Cvičení: Sestrojte další kontramodely úsudku. 

 

Příklad 10: 

 

Dokažme logicky platný úsudek x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[R(x)P(x)] 

 

Přímý důkaz: 

1. x[P(x)Q(x)] 

2. x[Q(x)R(x)] - premisy 

3. P(x)Q(x)  - EOK 1 

4. Q(x)R(x) - EOK 2 

5. P(x)R(x) - TI 3, 4 

6. R(x)P(x) - TR 5 

7. x[R(x)P(x)] - ZOK 6 

 
 

Cvičení: Sestrojte apagogický důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 
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Příklad 11: 

 

Dokažme logicky platný úsudek x[Q(x)P(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

 

Nepřímý důkaz: 

1. x[Q(x)P(x)] 

2. x[Q(x)R(x)] - premisy 

3. x[P(x)R(x)] - PND 

4. x[P(x)R(x)] - ekvivalence kvantifikátorů, 3 

5. x[P(x)R(x)] - zobrazovací tautologie výrokové logiky, 4 

6. Q(a)R(a)  - EEK 2 

7. Q(a)   - EK 6 

8. R(a)   - EK 6 

9. Q(a)P(a) - EOK 1 

10. P(a)  - MP 7, 9 

11. P(a)R(a) - EOK 5 

12. R(a)  - MP 10, 11 

spor 8, 12 

 

Cvičení: Sestrojte přímý důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 

 

Příklad 12: 

 

Dokažme logicky platný úsudek x[M(x)P(x)], x[S(x)M(x)]  x[P(x)S(x)] 

 

Důkaz úsudku analytickou tabulkou: 

 

 (1) Tx[M(x)P(x)]   

 (2) Tx[S(x)M(x)]   

 (3) Fx[P(x)S(x)]   

 (4) TS(a)M(a) (2)   

 (5) TS(a) (4)   

 (6) TM(a) (4)   

 (7) TM(a)P(a) (1)   

     

(8) FM(a) (7)  (9) TP(a) (7)  

 spor 6, 8  (10) FP(a)S(a) (3)  

      

  (11) FP(a) (10)  (12) FS(a) (10) 

   spor 9, 11   spor 5, 12 

 

Cvičení: Sestrojte přímý a nepřímý důkaz úsudku. 

 

Příklad 13: 

 

Dokažme logicky platný úsudek x[Q(x)P(x)], x[R(x)Q(x)]  x[P(x)R(x)] 
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Přímý důkaz: 

1. x[Q(x)P(x)] 

2. x[R(x)Q(x)] - premisy 

3. R(a)Q(a) - EEK 2 

4. R(a)  - EK 3 

5. Q(a)   - EK 3 

6. Q(a)P(a) - EOK 1 

7. P(a)  - MP 5, 6 

8. P(a)R(a) - ZK 7, 4 

9. x[P(x)R(x)] - EEK 8 

 
 

Cvičení: Sestrojte nepřímý důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 

 

Příklad 14: 

 

Dokažme logicky platný úsudek x[Q(x)P(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

 

Nepřímý důkaz: 

1. x[Q(x)P(x)] 

2. x[Q(x)R(x)] - premisy 

3. x[P(x)R(x)] - PND 

4. x[P(x)R(x)] - ekvivalence kvantifikátorů, 3 

5. x[P(x)R(x)] - zobrazovací tautologie výrokové logiky, 4 

6. Q(a)R(a)  - EEK 2 

7. Q(a)   - EK 6 

8. R(a)   - EK 6 

9. Q(a)P(a) - EOK 1 

10. P(a)  - MP 7, 9 

11. P(a)R(a) - EOK 5 

12. R(a)  - MP 10, 11 

spor 8, 12 

 

Cvičení: Sestrojte přímý důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 

 

Příklad 15: 

 

Dokažme logicky platný úsudek:  

x{[P(x)Q(x)][R(x)S(x)]}, x{[T(x)R(x)]Q(x)}, xT(x)  x[T(x)R(x) 

 

Důkaz uvádíme na následující straně. 
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Přímý důkaz: 

1. x{[P(x)Q(x)][R(x)S(x)]} 

2. x{[T(x)R(x)]Q(x)} 

3. xT(x)  - premisy 

4. T(a)   - EEK 3 

5. [T(a)R(a)]Q(a) - EOK 2 

6. T(a)R(a)  - ZD 4 

7. Q(a)   - MP 5, 6 

 

8. [P(a)Q(a)][R(a)S(a)] - EOK 1 

9. P(a)Q(a)  - ZD 7 

10. R(a)S(a)  - MP 9, 8 

11. R(a)  - EK 10 

12. T(a)R(a)  - ZK 4, 11 

13. x[T(x)R(x) - ZEK 12 

 

 

Cvičení: Sestrojte nepřímý důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 

 

Příklad 16: 

 

Dokažme logicky platný úsudek x[P(x)Q(x)], xy[Q(x)R(x,y)]  xyR(x,y) 

 

Přímý důkaz: 

1. x[P(x)Q(x)] 

2. xy[Q(x)R(x,y)] - premisy 

3. P(a)Q(a)  - EEK 1 

4. P(a)   - EK 3 

5. Q(a)   - EK 3 

6. y[Q(a)R(a,y)] - EOK 2 

 

 

7. Q(a)R(a,b) - EEK 6 

8. R(a,b)  - MP 5, 7 

9. xR(x,b)  - ZEK 8 

10. xyR(x,y)  - ZEK 9 

 

 

Cvičení: Sestrojte nepřímý důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 

 

Příklad 17: 

 

Dokažme logicky platný úsudek  

x{P(x)[Q(x)R(x)]}, xy[R(x)S(x,y)]  xy[P(x)S(x,y)] 

 

Přímý důkaz: 

1. x{P(x)[Q(x)R(x)]} 

2. xy[R(x)S(x,y)] - premisy 

3. y[R(a)S(a,y)] - EEK 2 

4. R(a)S(a,b) - EEK 3 

5. R(a)  - EK 4 

6. S(a,b)  - EK 4 

7. P(a)[Q(a)R(a)] - EOK 1 

 

 

8. R(a)Q(a) - ZD 5 

9. [Q(a)R(a)] - de Morg. zák., 8 

10. P(a)  - ED 7 

11. P(a)S(a,b) - ZK 10, 6 

12. x[P(x)S(x,b)] - ZEK 11 

13. xy[P(x)S(x,y)] - ZEK 12 

 

 

Příklad 18: 

 

Dokažme tautologii logiky prvního řádu 

x{Q(x)y[P(y)R(x,y)]}y{P(y)x[Q(x)R(x,y)]} 
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Přímý důkaz: 

1. x{Q(x)y[P(y)R(x,y)]} - premisa 

2. Q(a)y[P(y)R(a,y)]  - EEK 1  

3. Q(a)   - EK 2 

4. y[P(y)R(a,y)] - EK 2 

5. P(y)R(a,y) - EOK 4 

6. P(y)   - hypotéza 

7. R(a,y)  - MP 5, 6 

8. Q(a) R(a,y) - ZK 3, 7 

9. x[Q(x)R(x,y)] - ZEK 8 

10. P(y)x[Q(x)R(x,y)] - ZH 6, 9 

11. y{P(y)x[Q(x)R(x,y)]} - ZOK 10 

 
 

Cvičení: Sestrojte nepřímý důkaz a důkaz analytickou tabulkou. 

 

 

10.3 Cvičení 
 

(1) 

Dokažte následující tautologie logiky prvního řádu. 

(a) y[xP(x)P(y)] 

(b) y[P(y)xP(x)] 

(c) xP(x)xP(x) 

(d) y[xP(x)P(y)] 

(e) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(f) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(g) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(h) x[P(x)Q(x)]{x[P(x)Q(x)]} 

(i) x[P(x)Q(x)]x[P(x)Q(x)] 

(j) xyzR(x,y,z)xyR(x,y,y) 

(k) xR(x,x,x)xyzR(x,y,z) 

(l) [xP(x)xQ(x)]y[xP(x)Q(y)] 

(m) x[P(x)yQ(y)][xP(x)yQ(y)] 

(n) xy[R(x,y)R(y,y)] 

(o) {xy[P(x)Q(y)]xP(x)}xQ(x) 

 

 (2) 

Nalezněte metodou analytických tabulek kontramodely k následujícím formulím logiky 

prvního řádu. 

(a) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(b) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(c) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(d) xyz{R(x,y)[R(x,z)R(z,y)]} 

(e) x[R(a,x)R(x,a)x=a] 
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(f) xy[R(x,y)R(y,y)] 

(g) y[xP(x,y)xQ(x,y)]xy[P(x,y)Q(x,y)] 

 

 (3) 

Nalezněte chybu v následujících domnělých důkazech formulí (a)-(c). Sestrojte 

kontramodely těchto formulí. 

(a) xyR(x,y)xR(x,x) 

Důkaz: 

1. xyR(x,y) - premisa 

2. yR(a,y) - EOK 1 

3. R(a,a) - EEK 2 

4. xR(x,x) - ZEK 3 

 

(b) P(x)x[P(x)xP(x)] 

Důkaz: 

1. P(x)  - premisa 

2. xP(x) - ZOK 1 

3. P(x)xP(x) - ZI 1, 2 

4. x[P(x)xP(x)] - ZOK 3 

 

(c) xy{R(x,y)[P(y)P(x)]}xy{R(x,y)[P(y)xP(x)]} 

Důkaz: 

1. xy{R(x,y)[P(y)P(x)]} - premisa 

2. y{R(x,y)[P(y)P(x)]} - EOK 1 

3. R(x,a)[P(a)P(x)] - EEK 2 

4. R(x,a) - EK 3 

5. P(a)P(x) - EK 3 

6. P(a)  - hypotéza 

7. P(x)  - MP 5, 6 

8. xP(x) - ZOK 7 

9. P(a)xP(x) - ZH 6, 8 

10. R(x,a)[P(a)xP(x)] - ZK 4, 9 

11. y{R(x,y)[P(y)xP(x)]} - ZEK 10 

12. xy{R(x,y)[P(y)xP(x)]} - ZOK 11 

 

(d) [xP(x)Q(x)]x[P(x)Q(x)] 

Důkaz: 

1. xP(x)Q(x) - premisa 

2. xP(x) - EK 1 

3. Q(x)  - EK 1 

4. P(x)  - EOK 2 

5. P(x)Q(x) - ZK 3, 4 

6. x[P(x)Q(x)] - ZOK 5 

 
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 (4) 

Dokažte následující logicky platné úsudky. Použijte metodu přirozené dedukce i metodu 

analytických tabulek. 

(a) x[P(x)Q(x)], x[P(x)R(x)], xP(x)  x[Q(x)R(x)] 

(b) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)], xR(x)  x[P(x)R(x)] 

(c) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(d) x[P(x)Q(x)], x[R(x)Q(x)]  x[P(x)R(x)] 

(e) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[R(x)P(x)] 

(f) x[Q(x)P(x)], x[R(x)Q(x)]  x[P(x)R(x)] 

(g) x[P(x)Q(x)], x[R(x)Q(x)], xR(x)  x[P(x)R(x)] 

(h) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)], xP(x)  x[P(x)R(x)] 

(i) xP(x)x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(j) xP(x)x[P(x)Q(x)]  x[P(x)Q(x)] 

 

(5) 

Sestrojte metodou analytických tabulek kontramodely k následujícím neplatným úsudkům. 

(a) x[Q(x)P(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(b) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(c) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(d) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(e) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(f) x[P(x)Q(x)], x[Q(x)R(x)]  x[P(x)R(x)] 

(g) x[P(x)Q(x)], x[R(x)Q(x)]  x[P(x)R(x)] 

(h) x[P(x)Q(x)], x[R(x)Q(x)]  x[P(x)R(x)] 
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Řešení: 

 

(1) 

Uvádíme pouze příklad analytické tabulky pro formuli (o). Ostatní důkazy si čtenář doplní 

sám. 

 (1) Txy[P(x)Q(y)]  

 (2) TxP(x)  

 (3) FxQ(x)  

 (4) Ty[P(b)Q(y)] (1)  

 (5) TP(b)Q(c) (4)  

 (5) TP(b) (2)  

 (6) FQ(c) (3)  

     

(7) FP(b) (5) (8) TQ(c) (5) 

 spor 5, 7  spor 6, 8 

(3) 

(a) V důkazu je nesprávně eliminován existenční kvantifikátor. Kontramodelem je např. 

interpretace I={D={a,b}, R(x,y)=ab}. 

(b) V důkazu nejsou respektovány podmínky korektní aplikace pravidla ZOK. 

Kontramodelem je např. interpretace I={D={a,b}, (x)=a, P(x)=a}. 

(c) Důkaz nerespektuje podmínky korektní aplikace pravidel ZOK a ZEK. Kontramodelem 

je např. interpretace I={D={a,b}, R(x,y)=a=b, P(x)=a}. 

(d) Důkaz nerespektuje podmínky korektní aplikace pravidla ZOK. Kontramodelem je 

např. interpretace I={D={a,b}, (x)=a, P(x)=D, Q(x)={a}}. 

 

Poznámka: Příklady (3), (a)-(d) jsou převzaty z Quine (1950). 

 

(4) 

Uvádíme pouze příklad analytické tabulky pro úsudek (a). Ostatní důkazy si čtenář doplní 

sám. 

 (1) Tx[P(x)Q(x)]  

 (2) Tx[P(x)R(x)]  

 (3) TxP(x)  

 (4) Fx[Q(x)R(x)]  

 (5) TP(a) (3)  

 (6) TP(a)Q(a) (1)  

 (7) TP(a)R(a) (2)  

 (8) FQ(a)R(a) (4)  

   

(9) FP(a) (6) (10) TQ(a) (6)  

 spor 5, 9    

    

(11) FP(a) (7) (12) TR(a) (7)  

 spor 5, 11     

 (13) FQ(a) (8) (14) FR(a) (8) 

  spor 10, 13  spor 12, 14 
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11 DIAGRAMATICKÉ METODY ŘEŠENÍ 

SYLOGISMŮ 
 

 

11.1 Carrollovy diagramy 
 

Carrollovy diagramy jsou spolu s teoretickou motivací a zdůvodněním podrobně popsány 

např. v Carroll (1955), český překlad jedné z částí tohoto souborného vydání viz Carroll 

(1972). Dále viz Bendová (1998), kde jsou podrobně popsány další metody řešení 

sylogismů. 

  

(Kategorickým) sylogismem rozumíme úsudek, který se obvykle skládá ze tří 

výroků, kde první dva jsou premisami a třetí je závěrem. Jednotlivé výroky (v tradiční 

terminologii „soudy“) mají tzv. subjekt-predikátovou formu. Tím rozumíme to, že je v nich 

vypovídáno o vztahu mezi objekty (individui) splňujícími (či naopak nesplňujícími) 

nějakou vlastnost, kterou nazýváme subjekt, a objekty splňujícími (resp. naopak) nějakou 

vlastnost, kterou nazýváme predikát. Zjednodušeně tento vztah zapisujeme SbP, kde jako 

S  označujeme subjekt, jako P predikát a symbolem „b“ označujeme popisovaný vztah. Dle 

tradiční aristotelské logiky měl každý výrok (soud) tuto povahu a ostatní druhy výroků 

nebyly uznávány. Vztah mezi subjektem a predikátem může mít povahu přisuzování, kdy 

subjektu S přisuzujeme predikát P, nebo popírání, kdy popíráme, že subjektu S přísluší 

predikát P. Jak přisuzování tak rovněž popírání může mít úplnou nebo částečnou povahu. 

Subjekt-predikátové výroky tak rozdělujeme do čtyř základních kategorií. Rozlišujeme tedy 

výroky, které shrnujeme v následující tabulce. 

 

SaP Všechna S jsou P. Subjektu S přisuzujeme predikát P v plném rozsahu. 

SiP Některá S jsou P. Subjektu S přisuzujeme predikát P v částečném rozsahu. 

SeP Žádná S nejsou P. V plném rozsahu popíráme, že subjektu S přísluší 

predikát  P. 

SoP Některá S nejsou P. V částečném rozsahu popíráme, že subjektu S přísluší 

predikát  P. 

 

Z formálního hlediska lze všechny základní subjekt-predikátové výroky považovat 

za  formule logiky prvního řádu. Platí následující přepisy. 

 

SaP x[S(x)P(x)] 

SiP x[S(x)P(x)] 

SeP x[S(x)P(x)] 

SoP x[S(x)P(x)] 

 

Poznámka: K interpretaci výroku SaP viz níže. Tradiční logika jej spíše než za 

x[S(x)P(x)] považovala za x[S(x)P(x)]xS(x). Lze dále namítnout, že doslovným 

přepisem výroku SeP by měla být formule x[S(x)P(x)]. Tento přepis je nicméně 

ekvivalentní námi zvolenému zápisu x[S(x)P(x)]. 
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Cvičení: Dokažte, že obě formule x[S(x)P(x)] a x[S(x)P(x)] jsou navzájem 

ekvivalentní. 

 

Sylogismy tedy lze považovat za jednoduché úsudky logiky prvního řádu. Sylogismus má 

přitom základní tvar MbP, ScM  SdP, tj. na základě premis obsahujících výpovědi 

o  vztahu b mezi M a P a vztahu c mezi S a M usuzujeme na vztah d mezi S a P. 

M  představuje tzv. „střední člen“. Úkolem sylogismu je vyloučit z premis střední člen 

a  vyvodit výpověď o  vztahu mezi subjektem a predikátem. 

 

Poznámka: Existují čtyři tzv. figury sylogismu. Námi uvedený zápis představuje první 

figuru. Mimo ni mohou mít sylogismy tvar PbM, ScM  SdP (druhá figura), MbP, McS  

SdP (třetí figura) a PbM, McS  PdS (čtvrtá figura). 

 

Jelikož sylogismy považujeme za jednoduché úsudky logiky prvního řádu, dáváme čtenáři 

za úkol, aby všechny řešené sylogismy převedl do zápisu v jazyce logiky prvního řádu 

a  provedl příslušná ověření metodou přirozené dedukce, případně pomocí analytické 

tabulky. 

 

Poznámka: V diagramatických metodách nicméně vycházíme z notace obvyklé v teorii 

množin, a proto příslušné predikáty S, M a P označujeme tučným písmem (viz rovněž 

kapitolu 12). Jednotlivá individua tedy považujeme za prvky příslušných tříd. 

 

Nyní již k diagramatickým metodám řešení sylogismů. V případě Carrollovy 

metody představuje výchozí pojem tzv. „malý diagram“. 

 

Malý diagram: 
 P   
 

S 
I. II.  

S 
  

III. 
 

IV. 
 

 P   

 

Tento diagram si můžeme představit jako rozdělení všech prvků univerza do čtyř oblastí 

(kvadrantů). Ve  kvadrantu I. se vyskytují objekty mající zároveň vlastnosti S a P, 

ve kvadrantu II. objekty mající vlastnost S a nemající vlastnost P, ve kvadrantu III. objekty 

nemající vlastnost S   a mající vlastnost P a konečně ve kvadrantu IV. objekty nemající 

vlastnost S a nemající vlastnost P. 

 

Poznámka: Pokaždé říkáme-li „objekty nemající vlastnost P“, předpokládáme, že tato 

fráze je ekvivalentní frázi „objekty mající vlastnost P“. Zde budeme maličko porušovat 

zavedenou notaci a doplněk množiny P (tj. množinu všech objektů majících vlastnost P) 

budeme značit jako P, nikoli obvyklejším zápisem P´. 
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Existenční tvrzení zapíšeme tak, že 

oblast, v níž podle daného tvrzení něco 

existuje, označíme znakem „1“. Výrok 

„Některá S jsou P“ (SiP) tedy zapíšeme 

pomocí diagramu: 

  
 P   
 

S 
1   

S 
   

 
 

 P   

 

Podle stejného principu zapíšeme výrok 

„Některá S jsou P“ (SiP) jako níže 

uvedený diagram: 

 
 P   
 

S 
 1  

S 
   

 
 

 P   

 

dále výrok „Některá P jsou S“ (PiS) 

jako: 

 
 P   
 

S 
   

S 
  

1 
 
 

 

 P   

 

a konečně také výrok „Některá S jsou 

P“ (SiP) jako: 

 
 P   
 

S 
   

S 
   

1 
 

 P   

 

 

 

 

 

 

 

Tvrzení, že něco neexistuje, zapíšeme tak, 

že příslušný kvadrant, v němž nic 

neexistuje, označíme symbolem prázdné 

množiny, tj. „“. Výrok „Žádná S nejsou 

P“ (SeP) (neboli: Neexistují S, která jsou 

zároveň P) tak zapíšeme: 

 
 P   
 

S 
   

S 
   

 
 

 P   

 

Podle téhož principu zapíšeme výrok 

„Žádná P nejsou S“ (PeS): 

 
 P   
 

S 
   

S 
  
 

 
 

 

 P   

 

a například výrok „Žádná S nejsou P“ 

(SeP): 

 
 P   
 

S 
   

S 
   

 
 

 P   

 

Ostatní příklady jsou analogické. 

 

Výrok SaP v predikátové symbolice 

zapíšeme jako x[S(x)P(x)], což je 

ekvivalentní tvrzení x[S(x)P(x)]. 

Výrok SaP tedy odpovídá výroku SeP 

a    můžeme jej naznačit odpovídajícím 

způsobem, tj. pomocí následujícího 

diagramu: 

 
 P   
 

S 
   

S 
  
 

  

 P   
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Interpretace výroku SaP si nicméně vyžaduje doplňující poznámku. Výrok SaP lze totiž 

také chápat tak, že zahrnuje existenční tvrzení. Při této interpretaci považujeme výrok 

„Všechna S jsou P“ za ekvivalentní složenému tvrzení „Existují věci mající vlastnost 

S  a  všechny takové věci mají vlastnost P“, tj. SaP = xS(x)x[S(x)P(x)]. Např. Carroll 

(1955) (a  Carroll (1972)) postupuje ve shodě s touto konvencí. V takovém případě musíme 

tvrzení SaP označit tak, že nejprve do diagramu zapíšeme část SeP a posléze část xS(x). 

Tímto způsobem dostaneme diagram: 

 
 P   
 

S 
1   

S 
  
 

 
 

 

 P   

 

V našem textu tuto konvenci nepoužíváme. Považujeme totiž za smysluplné např. tvrzení 

„Všem pohádkovým vodníkům kape z šosu“ a přitom nechceme tvrdit, že pohádkoví 

vodníci existují. Připouštíme-li tedy, že některá z vlastností S nebo P může být prázdná, 

pak SaP považujeme jednoduše za ekvivalentní výroku SeP. Tuto ekvivalenci lze 

odůvodnit poukazem na teorii tříd. Jakékoli kladné tvrzení o prázdné třídě je totiž dle teorie 

tříd (triviálně) pravdivé. To ilustrujeme následujícím příkladem. Nechť S označuje vlastnost 

„být číslicí zapsanou uvnitř čtverce“ a P vlastnost „být číslicí vyjadřující sudé číslo“. 

Uvažujme čtverec: 

 

 

 1    5     8 

 4    7    11 

 

 

Tvrzení SaP je jistě nepravdivé, protože číslice „1“, „5“, „7“ a „11“ nevyjadřují sudá čísla. 

Avšak uvažujme následující čtverec: 

 

 

 

 

 

 

Uvnitř čtverce nejsou zapsány žádné číslovky, tudíž predikát S je realizován prázdnou 

množinou. Tvrzení SaP proto musíme považovat za (triviálně) pravdivé. Jediný způsob, jak 

falzifikovat tvrzení SaP, tj. tvrzení x[S(x)P(x)], spočívá totiž v tom, že najdeme alespoň 

jedno individuum x, které má vlastnost S a nemá vlastnost P. V našem případě je hledání 

individua x majícího vlastnost S a nemajícího vlastnost P předem odsouzeno k nezdaru. 

 

K řešení sylogismů je tedy nezbytně nutné shodnout se na konvenci, jíž budeme 

jednoznačně interpretovat výrok SaP a výroky podobného typu. Předpokládáme-li totiž 

existenční konotace tvrzení SaP, pak také výrok „Všechna P jsou S“, tj. PaS, musíme 

interpretovat příslušným způsobem jako tvrzení PeS a zároveň xP(x), tj. jako 

následující diagram: 
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 P   
 

S 
   

S 
  

1 
 

 
 

 P   

 

V našem textu však používáme jednodušší konvenci a výrok SaP považujeme za 

x[S(x)P(x)]. Připouštíme tak možnost, že vlastnost S(x), resp. rovněž vlastnost P(x) je 

realizována prázdnou množinou. Čtenář si nicméně musí dát pozor na to, jakou konvenci 

přijímají jiní autoři. K interpretaci singulárních výroků viz níže (na konci této části). 

 

Přejděme k řešení sylogismů, tj. jednoduchých úsudků obsahujících predikáty S, P 

a  M. Malý diagram musíme nyní rozšířit na tzv. „velký diagram“, který obsahuje osm 

kvadrantů. Velký diagram si můžeme představit jednoduše jako rozšíření malého diagramu 

tak, že doprostřed diagramu zapíšeme další čtverec, kam zahrnujeme objekty s vlastností M. 

 
  P    
 1. 

 
 
 

 2.  

 
S 

 
 

5. 
 

6.   
S 

  
 

M 
7. 

 
8. 

  

  
3. 

 
 

  
4. 

 

  P    

 

V kvadrantech 1. až 4. jsou stejně jako dříve objekty mající vlastnosti S a P apod., navíc 

však každý kvadrant 1. až 4. obsahuje vlastnost M. Podobně kvadranty 5. až 8. obsahují 

objekty příslušných vlastností S a P, které však zároveň splňují vlastnost M. Doufáme, že 

teto popis je čtenáři dostatečně zřejmý. 

 

Zapišme nyní do velkého diagramu tvrzení SaM. Jelikož předpokládáme, že toto 

tvrzení vyjadřuje totéž jako tvrzení SeM, tj. x[S(x)M(x)], zapíšeme výrok SaM tak, že 

oblasti, v nichž nic neexistuje (kvadranty 5. a 7.), označíme symbolem prázdné množiny. 

 
  P    
  

 
 
 

   

 
S 

 
 

 
 

   
S 

  
 

M 
 

 
 

  

  
 

 
 

   

  P    

 

Podobným způsobem do diagramů zapisujeme i další tvrzení. Zapišme do téhož diagramu 

tvrzení PiM, tj. do kvadrantů, v nichž něco existuje, zapišme symbol „1“. Zbývá pouze 

jedna možnost, kam symbol „1“ zapsat, jmenovitě do kvadrantu 5: 
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  P    
  

 
 
 

   

 
S 

 
 

 
 

1   
S 

  
 

M 
 

 
 

  

  
 

 
 

   

  P    

 

Zapsali jsme tak výroky SaM a PiM, které mohou být premisami nějakého konkrétního 

sylogismu. 

 

Poznámka: Tento příklad poukazuje na skutečnost, že při zapisování existenčních 

a  neexistenčních výroků, musíme začít neexistenčním výrokem. V našem příkladě se 

zapsáním symbolů „“ u premisy SaM do kvadrantů 5. a 7. „zprůhlednila“ druhá 

premisa, tj. PiM. Kdybychom totiž začali touto premisou, nebylo by zřejmé, zda symbol 

„1“ zapsat do kvadrantu 5. nebo kvadrantu 6. Symbol „“ v kvadrantu 5. však situaci 

usnadnil. Nyní je zřejmé, že symbol „1“ musíme zapsat do kvadrantu 6. 

 

Ze sylogismu plyne závěr týkající se pouze predikátů S a P. Tento závěr odvodíme tak, že 

veškerou informaci obsaženou ve velkém diagramu, kterou lze převést, převedeme do 

malého diagramu týkajícího se pouze S a P. Informaci obsaženou v kvadrantech 5. a 7. 

převést nelze, protože tato informace vypovídá pouze to, že neexistují objekty mající 

vlastnosti S, P a M (kvadrant 5.) a vlastnosti S, P a M (kvadrant 7.). Avšak kvadranty I. 

a  II. malého diagramu jsou sloučením kvadrantů 1. a 5. (kvadrant I.) a 3. a 7. (kvadrant III.) 

velkého diagramu. Ve velkém diagramu máme nicméně zapsánu informaci pouze o tom, že 

jsou prázdné kvadranty 5. a 7., o kvadrantech 1. a 3. nemáme žádnou informaci (tyto 

kvadranty mohou být prázdné nebo nikoliv). Informaci obsaženou v kvadrantech 5. a 7. 

tedy do malého diagramu převést nelze. Naproti tomu informaci obsaženou v kvadrantu 6., 

tj. že existují objekty mající vlastnosti M a P, převést můžeme. Kvadrant II. malého 

diagramu vznikne sloučením kvadrantů 2. a 5. Informace, že něco existuje v oblasti 5. je 

tedy dostatečnou zárukou toho, že něco existuje v oblasti II. Informaci obsaženou ve 

velkém diagramu tedy převedeme do malého diagramu: 

 
  P        
  

 
 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 

1   
S 

 
S 

 1  
S 

  
 

M 
 

 
 

     
 

 

  
 

 
 

    P   
 

  P        

 

Z malého diagramu vyčteme závěr PiS, příp. SiP. V případě, že premisy SaM a PiM 

zastupují výroky „Všechny žirafy jsou býložravé (nejsou masožravé)“ a „Některá africká 

zvířata jsou masožravá“, lze říci, že jsme vyvodili závěr „Existují africká zvířata (P), která 

nejsou žirafami (jsou S)“. 
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Exkurs: Řešení sylogismů obsahujících singulární výroky 

 

Považujeme za nutnost stručně se zmínit o řešení sylogismů obsahujících singulární 

výroky. Uvažujme např. úsudek: 

 

Ivanův nejlepší přítel je pracovitý. Všichni pracovití lidé jsou šťastní. Tudíž: ??? 

 

První premisa úsudku představuje singulární výrok, který lze analyzovat – jak jsme 

naznačili v kapitole 8 – pomocí Russellovy teorie určitých popisů jako M(xS(x)), kde M(x) 

je predikát „x je pracovitý“ a výrazem xS(x) označujeme to (právě jedno) individuum, 

které je Ivanovým nejlepším přítelem. Jak jsme rovněž naznačili v  kapitole 8, je zápis 

M(xS(x)) ekvivalentní zápisu !xS(x)x[S(x)M(x)], resp. složitějšímu zápisu 

xS(x)xy{[S(x)S(y)]y=x}x[S(x)M(x)]. Připomeňme si, že formule !xS(x), 

resp. xS(x)xy{[S(x)S(y)]y=x}, nám říká, že existuje právě jedno individuum, které 

má vlastnost S, tj. že existuje právě jeden nejlepší Ivanův přítel, a druhá složka 

x[S(x)M(x)] je ekvivalentní sylogistickému zápisu SaM. Singulární výrok „Ivanův 

nejlepší přítel je pracovitý“, tj. !xS(x)x[S(x)M(x)], tedy můžeme považovat za 

konjunkci existenčního a obecného tvrzení. Premisy sylogismu tedy mají tvar !xS(x) (tj. 

zjednodušeně S), SaM, MaP, kde S(x) = „x je Ivanovým nejlepším přítelem“, M(x) = „x 

je pracovitý“ a P(x) = „x je šťastný“. Premisy již snadno zapíšeme do Carrollova diagramu. 

 
  P        
  
 

 
 

 
 

 
 

   
P 

  

 
S 

 
 

1 
 
   

S 
 

S 
1   

S 
  

 
M 

 
 

 
     

 
 

  
 

 
 

    P   
 

  P        

 

Tentokrát lze z velkého diagramu přenést do malého diagramu dokonce dvě informace. 

Zápis v malém diagramu vyjadřuje výroky S a SaP, přesněji výrok !xS(x) 

x[S(x)P(x)]. Závěr přečteme (ve formě singulárního výroku) jako „Ivanův nejlepší 

přítel je šťastný“. 

Podle Russella jsou nicméně všechna vlastní jména zkratkami za nějaký určitý 

popis, resp. zkratkami za konjukci více popisů. Např. vlastní jméno „Aristoteles“ by podle 

Russella bylo zkratkou za určité popisy „učitel Alexandra Makedonského“, 

„nejvýznamnější Platónův žák“, „zakladatel peripatetické filosofické školy“, „autor Etiky 

Nikomachovy“ apod. Tedy i s vlastním jménem „Aristoteles“, které v predikátové logice 

považujeme za individuální konstantu, lze pracovat jako s určitým popisem, např. xA(x), 

kde A(x) je predikát „x je Aristoteles“. Singulární výrok „Aristoteles je člověk“ pak 

můžeme podle teoprie určitých popisů považovat za výrok !xA(x)x[A(x)Č(x)], kde 

Č(x) je predikát „x je člověk“. S podobnými zjednodušeními, jaká jsme uvedli výše, tak 

můžeme snadno vyřešit úsudek: 

 

Všichni lidé jsou smrtelní. Aristoteles je člověk. Tudíž: ??? 
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K  analýze pomocí singulárních výroků se musíme obrátit také tehdy, když jedna z 

premis obsahuje singulární indexický výraz; obvykle osobní zájmeno. Příkladem je úsudek: 

 

Bolí mne zub. Všichni lidé, které bolí zub, jsou nevrlí. Tudíž: ??? 

 

Avšak tradiční aristotelovská sylogistika nepovažovala sylogismy se singulárními 

termíny za právoplatné sylogismy a jako řádně úsudky formulované připouštěla pouze 

takové sylogismy, v nichž se vyskytovaly výhradně obecné termíny. (Musíme však přiznat, 

že sylogismy se singulárními výroky se začaly – s různými výhradami – používat již ve 

středověké logice.) Toto omezení můžeme s  pomocí našich formálních nástrojů snadno 

překonat. Námi uvedené pojetí má tedy tu výhodu, že je v  něm řešitelná řada úsudků, které 

by aristotelovská logika považovala za nekorektní. Zopakujme ještě, že podle této teorie 

považujeme singulární výrok „to právě jedno S je M“ (tj. výrok M(xS(x)) za konjunkci 

tvrzení SaM a S. Podobně singulární výrok „to právě jedno S není M“ (tj. M(xS(x)) 

považujeme za konjukci výroků SeP a S. xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

xxxxxxxxxxxxxxxNaopak, vyčteme-li v diagramu sylogismu se singulárním 

termínem S závěr SaP a zároveň S, přečteme jej jako „to právě jedno S je P“ apod. 

 

Pojem dedukce pomocí Carrollových diagramů bychom nyní mohli explicitně 

formulovat podobným způsobem, jakým jsme explicitně formulovali pojem dedukce 

u  Peircových diagramů. Příslušnému zpřesnění tohoto pojmu spolu s přesnou formulací 

odvozovacích pravidel však nebudeme na tomto místě věnovat pozornost. V řešených 

příkladech používáme pouze neformální prezentaci Carrollovy metody. 

 

 

11.2 Eulerovy diagramy a Vennovy diagramy 
 

 

11.2.1 Eulerovy diagramy 
 

Poznámka: V následujícím textu označujeme některé sylogismy jejich tradičními názvy. 

Tyto názvy mají středověký původ a sloužily jako praktická pomůcka k zapamatování 

příslušných úsudků. Samohlásky v názvech označují modality jednotlivých 

subjekt-predikátových výroků. Např. u sylogismu pojmenovaného jako Ferio víme, že 

první premisa obsahuje e, druhá premisa i a závěr o. Sylogismus Ferio má konkrétně tvar 

MeP, SiM  SoP. Více ke středověkému označení sylogismů a jiným mnemotechnickým 

pomůckám viz Bendová (1998). 

 

V Eulerových diagramech zapisujeme tvrzení SaP jednoduše tak, že množinu 

objektů splňujících vlastnost S zapíšeme dovnitř množiny objektů splňujících vlastnost P, 

přičemž některé objekty splňující P nemusí splňovat S (množiny se nekryjí). Sylogismus 

Barbara tak dostane obzvláště jednoduchý tvar. 
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Barbara: MaP, SaM  SaP 

 

          P 

                                M                        

 

                     S      
 

 

 

Obrázek 1 

 

Výrok SiP zapisujeme tak, že množiny 

S a P zakreslíme s překrytím (společným 

průnikem). Objekty splňující výrok SiP 

leží v průniku množin. Následující 

diagram představuje sylogismus Ferio. 

 

Ferio: MeP, SiM  SoP                                             

                                        

                                        

                                      1 

                                                

 

       P                          S                M 

Obrázek 2 

 

 

 

 

 

Výrok SeP zakreslujeme tak, že množiny 

S a P znázorníme bez společného 

průniku. Zápis tohoto výroku patří 

v  Eulerových diagramech 

k nejproblematičtějším. 

 

Cesare: PeM, SaM  SeP 

 

                                        

                                        

                                        

     P                                    S 

                                                       M 

 

Obrázek 3 

 

Znázornění výroku SoP je analogické ke 

znázornění výroku SiP. Objekty splňující 

SoP však musí patřit do té části množiny 

S, která nemá společný průnik s  P. 

 

Baroco: PaM, SoM  SoP 

                                               

                                               

                                               

 

    S      1                       P                M 

 

Obrázek 4 

Sylogismus Bocardo a zbývající příklady 

obsahují další kombinace již 

diskutovaných druhů základních výroků. 

 

Bocardo: MoP, MaS  SoP 

                                               

                                               

                                               

                                    1 

    P                               M               S 
 

Obrázek 5 

 

Disamis: MiP, MaS  SiP 

                                               

                                               

                                               

                           1 

    P                             M                S 
 

 

Obrázek 6 

 

Darapti: MaP, MaS  SiP 

Není platný bez enthymematické premisy 

M 

               P                            S 

 

                            

                           M 

                               1 

 

 

 

Obrázek 7 
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Poznámka: Enthymémou (resp. 

enthymematickou premisou) rozumíme 

nějaké zamlčené nebo implicitně 

předpokládané tvrzení. V  sylogistice 

obvykle pracujeme s existenčními 

enthymémami, tj. předpokládáme, že 

realizací nějakého predikátu není prázdná 

množina. Specifické použití mají 

enthymémy v  pseudoargumentaci, kde je 

lze zneužít k vyvození nepřijatelných 

závěrů. 

 

 

 

Camenes: PaM, MeS  SeP 

                                               

                                               

                                               

              

     S                                 P                M 
 

Obrázek 8 

 

 

 

 

Fresison: PeM, MiS  SoP 

                                        

                                        

                                     1 

                                                

 

       P                          S                M 

 

Obrázek 9 

 

Dimatis: PiM, MaS  SiP 

                                               

                                               

                                               

                           1 

    P                             M                S 
 

Obrázek 10 
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11.2.2 Vennovy diagramy 
 

U Vennových diagramů kreslíme pro sylogismus množiny v tzv. obecné poloze, tj. poloze, 

kdy všechny tři množiny S, P a M mají společný průnik. Skutečnost, že příslušná oblast je 

prázdná, označujeme znakem „“, existenční tvrzení znakem „1“. Vennovy diagramy 

představují zdokonalenou variantu Eulerových diagramů. Sun-Joo Shinová podala důkaz, 

že metodu Vennových diagramů lze zobecnit a rozšířit na diagramatický systém (v 

podobném smyslu jako jsme o diagramatických systémech hovořili v kapitole 7), který je 

korektní a úplný vůči monadické predikátové logice prvního řádu (tj. logice prvního řádu, 

která obsahuje pouze monadické predikáty). K příslušnému rozšíření a  exaktním důkazům 

korektnosti a úplnosti těchto systémů čtenáře odkazujeme na monografie Shin (1994) 

a  Hammer (1995). 

 

 Nyní následuje několik sylogismů řešených Vennovými diagramy. 

 

Celarent: MeP, SaM  SeP 

                                        S 

 

                                               

                                                   

                                                
 

                                                
 

                                  P                     M 

Obrázek 11 

 

Z tohoto diagramu po zapsání premis 

vyčteme, že průnik množin S a P je 

prázdný, tj. neexistují objekty, které by 

měly zároveň obě vlastnosti. Vyvozený 

závěr je SeP. 

 

Festino: PeM, SiM  SoP 

                                        S 

 

                                               

                                                     1 

                                               
 

                                                
 

                                  P                      M 

Obrázek 12 

 

V diagramu po zapsání premis vyčteme, 

že jistě existují takové prvky množiny 

S,  které nepatří do množiny P. Vyvodíme 

tedy závěr SoP. 

 

Camestres: PaM, SeM  SeP 

                                        S 

 

                                                

                                                  

                                               
 

                                      
 

                                  P                      M 

Obrázek 13 

 

Disamis: MiP, MaS  SiP 

                                        S 

 

                                               

                                               

                                               1 

 

                                                      
 

                                  P                      M 

Obrázek 14 
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Datisi: MaP, MiS  SiP 

                                        S 

 

                                               

                                               

                                               1      

 

                                                         
 

                                  P                      M 

Obrázek 15 

 

Bramantip: PaM, MaS  SiP 

Není platný bez enthymematické premisy 

P 

                                        S 

 

                                

                                          
                                               1 

 

                                                     
 

                                  P                      M 

Obrázek 16 

 

U tohoto sylogismu nelze korektně 

vyvodit závěr bez enthymémy P. 

Mohou existovat objekty i v jiných 

oblastech, premisy nám však o nich 

neposkytují žádnou informaci. 

 

Fesapo: PeM, MaS  SoP 

Není platný bez enthymémy M 

                                        S 

 

                                       

                                                      1 

                                               
 

                                                        
 

                                  P                      M 

Obrázek 17 

Camenos: PaM, MeS  SoP 

Není platný bez enthymémy S; za 

použití enthymémy P lze vyvodit 

rovněž závěr PoS. 

                                        S 

 

                                                1 

                                                   

                                                
 

                                       
 

                                  P                      M 

Obrázek 18 

 

Cvičení: Sestrojte diagram sylogismu 

s  enthymémou P. 
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11.2.3 Srovnání Vennových a Carrollových diagramů 
 

 

Nyní uvedeme několik příkladů, na nichž lze porovnat informační hodnotu poskytnutou 

Vennovým diagramem a Carrollovým diagramem. 

 

MeP, MoS  SoP = SiP 

 
  P                                                S 

 

                                

                                          

                                               
 

                                                      1 

 

                                  P                      M 

 Obrázek 19 

  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 
   

S 
 

S 
   

S 
  

 
M 

 
 

1 
     

1 
 

  
 

 
 

    P   

  P        

 

V případě Carrollova diagramu závěr snadno vyčteme. U Vennova diagramu si však 

musíme uvědomit, že ony objekty označené znakem „1“ v oblasti množiny M patří zároveň 

do doplňků množin S a P. Vennův diagram by nás tedy mohl neprávem svést k tvrzení, že 

ze sylogismu neplyne žádný závěr. Závěr plyne, nikoli však o množinách S a P, ale o jejich 

doplňcích. 

 

PeM, MoS  SiP = PoS 

 
  P                                                S 

 

                                

                                          

                                                       
 

                                               1         

 

                                  P                      M 
 Obrázek 20 

  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 

1   
S 

 
S 

 1  
S 

  
 

M 
 

 
 

      

  
 

 
 

    P   

  P        

 

Ve Vennově diagramu je opět poněkud zastřená informace, která je v Carrollově diagramu 

snadno čitelná. Musíme si všimnout toho, že individua v průniku tříd P a M patří rovněž do 

doplňku třídy S. 
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PeM, MoS  SiP = PoS 

 
  P                                                  S 

 

                                          

                                          

                                                       
 

                                               1         

 

                                  P                      M 

 Obrázek 21 

  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 

1   
S 

 
S 

 1  
S 

  
 

M 
 

 
 

      

  
 

 
 

    P   

  P        

 

Pro tento diagram platí podobné poznámky jako pro diagramy výše. 

  

PeM, SaM  SeP = SaP 

 
  P                                                S 

 

                                             

                                          

                                               

                                                       

                                               
 

                                   P                      M 

 Obrázek 22 

  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 
   

S 
 

S 
   

S 
  

 
M 

 
 
 

      

  
 

 
 

  
 

  P   

  P        

 

V tomto případě lze příslušný závěr z Vennova diagramu obzvláště obtížně vyčíst. Závěr 

přesto plyne a říká, že žádný prvek z doplňku množiny S nepatří zároveň do množiny P, tj. 

SeP; nebo naopak (a jednodušeji), že všechny prvky množiny P (pokud takové prvky 

existují), musí patřit do množiny S, tj. PaS. 

 

Rovněž v posledním příkladě není informace ve Vennově diagramu dostatečně názorná. 

 

MeP, SeM  SaP = SeP 

 
  P                                                S 

 

                                                

                                          

                                                       
 

                                                     

 

                                  P                      M 

 Obrázek 23 

  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 

   
S 

 
S 

   
S 

  
 

M 
 

 
 

     
 

 

  
 

 
 

 
 

 
 

  P   

  P        
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Informaci, že všechny objekty patřící do doplňku množiny S patří zároveň do množiny P, 

lze z tohoto diagramu vyčíst jen obtížně. Naopak, v Carrollově diagramu je příslušná 

informace čitelná velmi snadno. 

 

Poznámka: Přes uvedené odlišnosti lze Carrollovy a Vennovy diagramy považovat za 

variantu jedné a téže grafické metody. Carrollův diagram si lze představit jako Vennův 

diagram množin S, P a M doplněný o množinu pro S, P a M. Následující obrázek 

pomůže čtenáři tuto souvislost pochopit. 

 
  P       
  

 
 
 

     

 
S 

 
 

 
 

   
S 

  

  
 

M 
 

 
 

    

  
 

 
 

     

  P      

 

Obrázek: Srovnání Carrollova a Vennova diagramu 

 

 

11.3 Řešené příklady 
 

Většina následujících příkladů je převzata z přijímacích testů na Právnickou fakultu 

Univerzity Karlovy v Praze z roku 1999. 

 

Poznámka: Autoři testů předpokládají, že všechny pojmy jsou neprázdné. V našem řešení 

tento předpoklad nepoužíváme; chceme-li však uvažovat i tuto variantu, pak ji doplňujeme 

jako enthymematickou premisu. 

 

Příklad 1: 

 

Premisy: Všechna věcná břemena jsou věcnými právy. Všechna reálná břemena jsou 

reálnými břemeny. 

 

Volíme: S = „Reálná břemena“, P = „Věcná práva“, M = „Věcná břemena“. Premisy tím 

dostanou tvar MaP a SaM. Premisy zapíšeme do velkého diagramu: 

 
  P    
  
 

 
 

   

 
S 

 
 

 
 

   
S 

  
 

M 
 

 
 

  

  
 

 
 

   

  P    

S M 

P 

S, P, 

   M 

S 

P 

S, P 
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Informaci obsaženou ve velkém diagramu musíme nyní převést do malého diagramu. 

Jelikož dle velkého diagramu jsou oba kvadranty 3. a 5. prázdné, můžeme označit jako 

prázdný kvadrant III. malého diagramu. (Žádnou jinou informaci převést nelze.) 

 
  P        
  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

 
 

   
S 

 
S 

   
S 

  
 

M 
 

 
 

    
 

 
 

 

  
 

 
 

    P   
 

  P        

 

Informaci obsaženou v malém diagramu přečteme „Neexistují S, která by byla P“, tj. 

„Žádná S nejsou P“. Protože však SeP považujeme za ekvivalentní k tvrzení SaP, lze 

závěr přečíst rovněž jako „Všechna S jsou P“. Závěr znovu převedeme do slovní podoby: 

„Všechna reálná břemena jsou věcnými právy“. 

 

Cvičení: Vyřešte sylogismus pomocí Vennových diagramů a pomocí Eulerových 

diagramů. 

 

Příklad 2: 

 

Premisy: Některé fyzické osoby nejsou způsobilé k právním úkonům. Žádná osoba 

nezpůsobilá k právním úkonům není osobou právnickou. 

 

Volíme: S = „Právnické osoby“, P = „Fyzické osoby“, M = „Osoby nezpůsobilé k právním 

úkonům“. Pak premisy mají tvar PiM a MeS. Do diagramu nejprve zapíšeme druhou 

premisu: 

 
  P    
  

 
 
 

   

 
S 

 
 

 
 

   
S 

  
 

M 
 

   

  
 

 
 

   

  P    

 

Nyní je zřejmé, že existenční tvrzení obsažené v první premise lze zapsat pouze do 

kvadrantu 6. Zapíšeme tuto informaci a vyvodíme závěr v malém diagramu. 
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P 

  

 
S 

 
 

 
 

1   
S 

 
S 

 1  
S 

  
 

M 
 

 
 

    
 

 
 

 

  
 

 
 

    P   
 

  P        

 

Závěr přečteme jako „Některá P nejsou S (jsou S)“, neboli ve slovní formulaci: „Některé 

fyzické osoby nejsou právnickými osobami“. 

 

Cvičení: Vyřešte sylogismus pomocí Vennových diagramů a pomocí Eulerových 

diagramů. 

 

Příklad 3: 

 

Premisy: Všechny pohledávky jsou právy na plnění. Všechny peněžité dluhy jsou 

pohledávkami. 

 

Volíme: S = „Peněžitý dluh“, P = „Právo na plnění“, M = „Pohledávky“. Pak premisy jsou 

MaP a SaM. Obě premisy zapíšeme do velkého diagramu a výslednou informaci převedeme 

do malého diagramu. 

 
  P        
  
 

 
 

     
P 

  

 
S 

 
 

    
S 
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S 

  
 

M 
 

 
 

    
 

 
1 

 

  
 

 
 

    P   
 

  P        

 

Závěr „Žádná S nejsou P“ alternativně přečteme jako „Všechna S jsou P“, neboli ve 

slovní formulaci: „Všechny peněžité dluhy jsou právy na plnění.“ 

 

Cvičení: Vyřešte sylogismus pomocí Vennových diagramů a pomocí Eulerových 

diagramů. 

 

Příklad 4: 

 

Premisy: Některé smlouvy jsou smlouvami o sdružení. Žádná smlouva o sdružení nemá za 

následek převod vlastnického práva. 

 

Volíme: S = „Smlouvy“, P = „Mít za následek převod vlastnického práva“, M = „Smlouvy 

o sdružení“. Premisy tak získají tvar SiM a MeP. Nejprve do velkého diagramu zapíšeme 

MeP a posléze SiM. 
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S 
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S 
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  P        

 

Závěr přečteme jako „Některá S nejsou P“ a ve slovní formulaci jako „Některé smlouvy 

nemají za následek převod vlastnického práva“. 

 

Cvičení: Vyřešte sylogismus pomocí Vennových diagramů a pomocí Eulerových 

diagramů. 

 

Příklad 5: 

 

Premisy: Všechny právní úkony jsou právními skutečnostmi. Žádný právní úkon není 

právní událostí. 

 

Volíme: S = „Právní události“, P = „Právní skutečnosti“, M = „Právní úkony“. Premisy 

dostanou tvar MaP a MeS. Informaci obsaženou v premisách zapíšeme do velkého 

diagramu. 
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Žádnou informaci velkého diagramu nelze převést do malého diagramu. Zavedeme-li však 

existenční enthymému xM(x), můžeme do kvadrantu 5. doplnit znak „1“, čímž dostaneme 

novou informaci, kterou již převést lze. Enthymematické premisy xS(x) a xP(x) by nám 

při řešení zřejmě nijak nepomohly. 
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Při této interpretaci odvodíme závěr PiS, což lze slovně formulovat jako „Některé právní 

skutečnosti nejsou právními událostmi“. Bez enthymémy xM(x) však z premis neplyne 

žádný závěr. 

 

Cvičení: Vyřešte sylogismus pomocí Vennových diagramů a pomocí Eulerových 

diagramů. 

 

Příklad 6: 

 

Premisy: Žádná věc v právním smyslu není pohledávkou. Některé zástavy jsou věcmi 

v právním smyslu. 

 

Volíme: S = „Zástavy“, P = „Pohledávky“, M = „Věci v právním smyslu“. Premisy získají 

tvar MeP a SiM. Informaci obsaženou v premisách zapíšeme do velkého diagramu 

a  převedeme do malého diagramu. 
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Závěr SiP (resp. SoP) převedeme znovu do slovní formulace: „Některé zástavy nejsou 

pohledávkami.“ 

 

Příklad 7: 

 

Premisy: Některé závěti nejsou platné. Žádná neplatná závěť nevyvolá právní účinky. 

 

Volíme: S = „Vyvolávat právní účinky“, P = „Být závětí“, M = „Být neplatnou závětí“. 

Premisy získají tvar PiM a MeS. Sestrojíme velký a malý Carrollův diagram: 
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Závěr PiS (resp. PoS) lze slovně formulovat: „Některé závěti nevyvolávají právní 

účinky.“ 
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Příklad 8: 

 

Premisy: Všechny pozemky jsou věcmi v právním smyslu. Žádný pozemek není věcí 

druhově určenou. 

 

Volíme: S = „Věci druhově určené“, P = „Věci v právním smyslu“, M = „Pozemky. 

Premisy získají tvar MaP a MeS. Z premis neplyne bez dodatečné existenční enthymémy 

xM(x) žádný závěr. Po doplnění této premisy dostaneme následující diagramy. 
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Závěr PiS (resp. PoS) slovně přečteme: „Některé věci v právním smyslu nejsou věcmi 

druhově určenými.“ 

 

 

 

11.4 Cvičení 
 

Poznámka: Příklady ve cvičeních (2), (3) a (4) jsou převzaty z knih Carroll (1955) 

a  Carroll (1972). 

 

(1) 

K premisám nalezněte závěr, který z nich plyne. Můžete vybírat z daných možností. 

1. Žádný pravoúhlý trojúhelník není ostroúhlý. Žádný pravoúhlý trojúhelník není 

rovnostranný.  

(a) Žádný ostroúhlý trojúhelník není rovnostranný. 

(b) Žádný rovnostranný trojúhelník není ostroúhlý. 

(c) Některé ostroúhlé trojúhelníky jsou rovnostranné. 

(d) žádný závěr 

2. Každý čtverec je kosočtverec. Některý obdélník je kosočtverec. Některé rovinné 

geometrické útvary jsou čtverce.  

(a) Některý obdélník není čtverec. 

(b) Některý obdélník je čtverec. 

(c) Žádný obdélník není čtverec. 

(d) žádný závěr 

3. Každý právník je studovaný. Někteří studovaní lidé jsou mazaní.  

(a) Někteří právníci jsou mazaní. 

(b) Někteří právníci nejsou mazaní. 

(c) Všichni právníci jsou mazaní. 

(d) žádný závěr 
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4. Žádný rovnostranný trojúhelník není pravoúhlý. Každý rovnostranný trojúhelník je 

rovnoramenný. Některé trojúhelníky jsou rovnostranné.  

(a) Žádný rovnoramenný trojúhelník není pravoúhlý. 

(b) Některý rovnoramenný trojúhelník není pravoúhlý. 

(c) Některý rovnoramenný trojúhelník je pravoúhlý. 

(d) žádný závěr 

5. Každý rovnostranný trojúhelník je rovnoramenný. Některý rovnoramenný trojúhelník je 

pravoúhlý.  

(a) Některý rovnostranný trojúhelník je pravoúhlý. 

(b) Některý rovnostranný trojúhelník není pravoúhlý. 

(c) Žádný rovnostranný trojúhelník není pravoúhlý. 

(d) žádný závěr 

6. Někdo učí matematiku a neučí češtinu. Kdo učí matematiku, učí také fyziku.  

(a) Někdo učí češtinu, ale nikoli fyziku. 

(b) Někdo učí fyziku, ale nikoli češtinu. 

(c) Někdo učí češtinu a fyziku. 

(d) žádný závěr 

7. Kdo učí češtinu, učí dějepis. Někdo učí matematiku a neučí dějepis.  

(a) Někdo učí matematiku, ale nikoli češtinu. 

(b) Někdo učí matematiku i češtinu. 

(c) Nikdo neučí matematiku a zároveň češtinu. 

(d) žádný závěr 

8. Žádný pravák nepíše levou rukou. Žádný, kdo není pravák, nepíše pravou rukou.  

(a) Každý, kdo nepíše pravou rukou, píše levou rukou. 

(b) Každý, kdo nepíše levou rukou, píše pravou rukou. 

(c) Někteří leváci píší levou rukou. 

(d) žádný závěr 

9. Žádný pravoúhlý trojúhelník nemá střed kružnice opsané uvnitř trojúhelníka. Žádný 

pravoúhlý trojúhelník není rovnostranný. Některé trojúhelníky jsou pravoúhlé.  

(a) Některé trojúhelníky, které nejsou rovnostranné, nemají střed kružnice opsané uvnitř 

trojúhelníka. 

(b) Žádné rovnostranné trojúhelníky nemají střed kružnice opsané uvnitř trojúhelníka. 

(c) Některé trojúhelníky, které nemají střed kružnice opsané uvnitř trojúhelníka, nejsou 

rovnostranné. 

(d) žádný závěr 

10. Žádný právník není nerozumný. Všichni rozumní lidé se chovají uvážlivě.  

(a) Všichni uvážliví lidé jsou právníci. 

(b) Žádný neuvážlivý člověk není právníkem. 

(c) Někteří uvážliví lidé nejsou právníky. 

(d) žádný závěr 

11. Žádná sudá čísla větší než dva nejsou prvočísla. Žádné prvočíslo není dělitelné číslem 

dvanáct. Některá přirozená čísla jsou prvočísla.  

(a) Některá přirozená čísla, která nejsou dělitelná číslem dvanáct, nejsou sudá. 

(b) Některá přirozená čísla, která jsou dělitelná číslem dvanáct, nejsou sudá. 

(c) Některá přirozená čísla, která jsou dělitelná číslem dvanáct, jsou sudá. 

(d) žádný závěr 
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(2) 

Nalezněte závěr sylogismu, pokud z premis nějaký závěr plyne. 

(a) Byl jsem na procházce. Cítím se lépe. Tudíž: ??? 

(b) Tento dopis nečetl nikdo jiný, než Karel. Nikdo, kdo dopis nečetl, neví, 

o čem pojednává. Tudíž: ??? 

(c) Vaše chování je vždy čestné. Vaše chování je vždy zdvořilé. Tudíž: ??? 

(d) Někteří šejdíři jsou bohatí. Všichni Eskymáci jsou džentlmeni. Tudíž: ??? 

(e) Sušené švestky jsou sladké. Děti milují některé sladké věci. Tudíž: ??? 

(f) Některé sváteční dny prší. Všechny deštivé dny jsou nudné. Tudíž: ??? 

(g) Všechny slovníky jsou užitečné. Užitečné knihy jsou cenné. Tudíž: ??? 

(h) Žádní skrblíci nejsou nesobečtí. Nikdo kromě skrblíků neschovává prázdné skořápky 

od vajíček. Tudíž: ??? 

(i) Někteří zdraví lidé jsou obézní. Žádný nezdravý člověk není silný. Tudíž: ??? 

(j) Četl jsem to v novinách. Ve všech novinách se píší samé lži. Tudíž: ??? 

(k) Všichni vysokoškoláci umějí číst. Žádní soustružníci nejsou negramotní. Tudíž: ??? 

(l) Žádní vysokoškoláci nejsou negramotní. Všichni učitelé jsou gramotní. Tudíž: ??? 

(m) Některé knihy v mé knihovně jsou založeny na pravdě. Ve všech knihách 

o fyzice se píše pravda. Tudíž: ??? 

(n) Žádná nechutná jídla nejsou zdravá. Žádné nezdravé věci bychom neměli jíst. 

Tudíž:  ??? 

 

Nápověda: Singulární výroky, tj. výroky typu „Karel četl dopis“, „Cítím se lépe“ apod. 

analyzujte pomocí Russellovy teorie určitých popisů, tj. jako !xS(x)x[S(x)P(x)], kde 

S(x) = „x je Karel“ (resp. „x jsem já“) a P(x) = „x četl dopis“ (resp. „x se cítí lépe“) apod., tj. 

zjednodušeně jako SSaP. 

 

(3) 

Z následujících dialogů sestrojte sylogismus a vyvoďte závěr, pokud z premis nějaký závěr 

vyplývá. 

(a) „Říká se, že žádní doktoři nejsou metafyzičtí varhanící a to mi říká také něco o vás, 

víte?“ 

„Jak jste na tohle přišel? Nikdy jste mne přece neslyšel hrát na varhany.“ 

„Nikoli, doktore, ale slyšel jsem vás hovořit o poezii Browningové. A to mi ukázalo, že jste 

do jisté míry metafyzický. A tak...“ 

(b) „Bylo to od vás nanejvýš pošetilé, tohle nabízet. Mohl byste vědět, kdybyste měl trochu 

rozumu, že žádný starý námořník nemá rád ovesnou kaši.“ 

„Ale myslel jsem, když to byl váš strýček...“ 

„Můj strýček! Nesmysl!“ 

„Můžete to nazvat nesmyslem, je-li vám libo. Vím jenom, že moji strýčkové jsou všichni 

staří páni, a že mají nade všechno rádi ovesnou kaši!“ 

„Dobrá, pak vaši strýčkové...“ 

(c) „Pojďme odtud. Nemohu tuhle tlačenici už vystát. V žádném nabitém krámě není 

pohodlný nákup.“ 

„Dobrá, ale kdo očekává pohodlí při nákupu?“ 

„Nuže, já ano, samozřejmě! A jsem si jist, že doleji v ulici jsou některé krámy, které nejsou 

nabity. Takže...“ 
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(4) 

Z následujících dialogů sestrojte sylogismus a ověřte, zda vyvozený závěr je skutečně 

důsledkem premis. K zápisu singulárních výroků použijte Russellovu teorii určitých popisů. 

(a) „Ne, nemám tě ráda ani trochu. A půjdu a budu si hrát s panenkou. Panenky nejsou 

nikdy nevlídné.“ 

„Tak ty máš raději panenku než bratrance, ty malá hlupačko!“ 

„Samozřejmě! Bratranci nejsou nikdy vlídní – alespoň ti, které jsem kdy poznala.“ 

„Dobrá, rád bych věděl, co to dokazuje. To, že bratranci nejsou panenky? A kdo kdy říkal, 

že jsou?“ 

(b) „Co to povídáte? Znám více bohatých obchodníků než vy. A mohu vám říci, že ani 

jeden z nich nebyl starým lakomcem od narození.“ 

„A co to má dělat se starým panem Brownem?“ 

„Cožpak není velmi bohatý?“ 

„Ano, samozřejmě je. A co dál?“ 

„Jak to? Což nechápete, že je nesmyslné nazývat ho lakomým obchodníkem? Buďto není 

obchodník, nebo není bohatý.“ 

(c) „Je to od vás laskavé, že se ptáte. Skutečně se dnes cítím mnohem lépe.“ 

„A je to příroda nebo lékařské umění, čemu dlužno připsat zásluhu na této šťastné změně?“ 

„Lékařské umění, myslím. Doktor mi dal trochu ze své speciální medicíny.“ 

„Dobrá, už nikdy ho nenazvu podvodníkem. V každém případě existuje někdo, kdo se cítí 

lépe po užití jeho medicíny.“ 

 

(5) 

Řešte metodou Carrollových, Vennových a Eulerových diagramů příklady v knize Carroll 

(1972). 
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Řešení: 

 

(1) 

1. (d), 2. (d), 3. (d), 4. (b), 5. (d), 6. (b), 7. (a), 8. (a), (b), 9. (a), (c), 10. (b), 11. (a) 

 

(2) 

(a) Např.: Někdo, kdo byl na procházce, se cítí lépe. 

(b) Nikdo kromě Karla neví, o čem dopis pojednává. 

(c) Některé čestné chování je zároveň zdvořilé. 

(d) Někteří bohatí lidé nejsou Eskymáci. Předpokládáme, že žádní džentlmeni nejsou 

šejdíři, tudíž že vlastnost „být džentlmen“ je negace vlastnosti „být šejdíř“. 

(f) Některé sváteční dny jsou nudné. 

(g) Slovníky jsou cenné. 

(h) Žádní nesobečtí lidé neschovávají prázdné skořápky od vajíček. 

(n) Neměli bychom jíst žádná nechutná jídla. 

Ze sylogismů (e) a (i)-(m) neplyne žádný závěr. 

 

Řešení cvičení (3)-(5) nalezne čtenář v Carroll (1972). 

 

 



 191 

12 LOGIKA TŘÍD 
 

 

12.1 Základní pojmy 
 

 

Třídou rozumíme podmnožinu takových objektů univerza diskursu D, které splňují nějakou 

vlastnost P. Třídy lze tedy považovat za extenze predikátů – ať už monadických predikátů 

nebo relací. V případě relací hovoříme o uspořádaných n-ticích objektů univerza diskursu 

D, které splňují danou relaci. Třídu prvků splňujících vlastnost P označujeme zápisem 

P={xD | P(x)}. Pojmem „třída“ tedy rozumíme jakousi „homogenní“ množinu prvků. 

Naproti tomu množinou rozumíme jakýkoli soubor prvků, o nichž lze (alespoň v  principu) 

rozhodnout, zda do množiny patří nebo nikoliv. Velký teoretický význam má prázdná třída 

, tj. třída, která neobsahuje žádný prvek. Pojmy třídy a množiny budeme používat v 

uvedeném smyslu. Bez újmy na korektnosti výkladu lze v našem textu oba pojmy navzájem 

zaměňovat. 

 

Poznámka: Zcela specifickým způsobem používá pojmy „třída“ a „množina“ axiomatická 

teorie množin. Tzv. „čistá“ teorie množin vychází z pojmu prázdné množiny  a veškeré 

množinové univerzum buduje kumulativním (resp. iterativním) způsobem na základě 

prázdné množiny. Teorie množin s atomickými prvky (tj. prvky, které nejsou samy 

množinami) buduje univerzum kumulativním způsobem na základě prázdné množiny 

a  množiny atomických prvků A. Třídou rozumíme v Zermelově-Fraenkelově teorii množin 

objekt (soubor), který obsahuje jako své prvky množiny splňující určitou vlastnost. Lze 

dokázat, že některé třídy nemohou být množinami. Poněkud specifičtějším způsobem 

používá pojem třídy tzv. Gödelova-von Neumannova-Bernaysova teorie množin. Těmito 

podrobnostmi se však nebudeme zabývat a zájemce odkazujeme na specializovanou 

literaturu. Jako úvod do problematiky lze doporučit populárně pojatou knížku Bečvář a kol. 

(1982). 

 

Nyní definujme základní operace na třídách. 

 

Definice (základní operace na třídách): 

PQ =df {xD | xPxQ} 

PQ =df {xD | xPxQ} 

P´ =df {xD | xP} 

P–Q =df {xD | xPxQ} 

 

Definice reprodukujme rovněž ve slovní podobě: 

 

Průnik PQ tříd P a Q je třída všech prvků, které jsou společné třídám P a Q. 

Sjednocení PQ tříd P a Q je třída všech prvků, které jsou prvky třídy P nebo třídy Q 

(a  mohou být prvky obou tříd). 

Doplněk P´ třídy P vůči univerzu diskursu D (které se někdy značí jako U), je třída všech 

prvků univerza D, které nejsou prvky třídy P. 

Rozdíl P–Q tříd P a Q je třída všech prvků třídy P, které nejsou prvky třídy Q. 
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Cvičení: Definujte tzv. symetrický rozdíl PQ, tj. třídu všech prvků, které patří do třídy P 

nebo do třídy Q, ale nikoli do obou tříd P a Q. 

 

Důležitou relací je relace inkluze (relace podmnožiny) dvou tříd. Řekneme, že třída P je 

podtřídou třídy Q, jestliže všechny prvky třídy P jsou zároveň prvky třídy Q, tj. 

PQ =df x(xPxQ). Nevylučujeme případ, že se obě třídy mohou rovnat. Rovnost 

tříd definujeme jako oboustrannou inkluzi, tj. (P=Q) =df  (PQQP). 

 

Nyní bez důkazu uvedeme několik zákonů logiky tříd (některé z nich dokážeme níže 

v textu). 

 

Základní zákony logiky tříd: 

 

PQ=QP PQ=QP 

P(QR)=(PQ)R P(QR)=(PQ)R 

P(QR)=(PQ)(PR) P(QR)=(PQ)(PR) 

PU=U PU=P 

P=P P= 

PP´=U PP´= 

(PQ)´=P´Q´ (PQ)´=P´Q´ 

PP=P PP=P 

P(PQ)=P P(PQ)=P 

PPQ, QPQ PQP, PQQ 

PU P 

(P´)´=P ´=U, U´= 

 

 Základní aplikace logiky tříd ukážeme na důkazech sylogismů. K řešení sylogismů 

jsou velmi užitečné následující zákony. 

 

Zákony důležité k řešení sylogismů: 

 

P= Agresivita prázdné množiny vůči operaci průniku (Agr ) 

P=P Neutrálnost prázdné množiny vůči operaci sjednocení (Neutr ) 

= Idempotence prázdné množiny vůči operaci sjednocení (Idem ) 

P=(PQ)(PQ´) Zákon expanze (Exp) 

 

K důkazům sylogismů lze často úspěšně použít následující větu o kontrapozici. 

Využíváme v ní skutečnost, že formuli ve tvaru implikace lze kontraponovat. 

 

Kontrapozice formule ve tvaru implikace: 

(A1(...(An–1(AnB)...)(A1(...(An–1(BAn)...) 

 

Věta o kontrapozici premisy a závěru v úsudku (sémantický tvar): 

Úsudek A1, ..., An–1, An  B platí právě tehdy, jestliže platí úsudek A1, ..., An–1, B  An. 
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Důkaz: 

Na základě věty o dedukci (sémantické varianty) platí: 

 

A1, ..., An–1, An  B      A1, ..., An–1  AnB 

 

Na implikaci v závěru můžeme uplatnit tautologii výrokové logiky (AB)(BA), 

čímž dostaneme: 

 

A1, ..., An–1, An  B      A1, ..., An–1  BAn 

 

Nyní můžeme opět aplikovat větu o dedukci a antecedent implikace v závěru přesunout 

mezi premisy úsudku: 

 

 A1, ..., An–1, An  B      A1, ..., An–1, B  An 

 

Tím jsme skutečně dostali větu o kontrapozici premisy a závěru v úsudku. Poznamenejme 

ještě, že jelikož v úsudku nezáleží na pořadí premis, můžeme větu formulovat obecně 

ve  tvaru: 

 

A1, ..., An–1, An  B      A1, Ai–1, Ai+1, ..., An, B  Ai 

 

kde Ai je libovolná z premis A1, ..., An.  

 

Nyní potřebujeme již jen klíč k přepisu subjekt-predikátových výroků vyskytujících 

se v sylogismech do jazyka logiky tříd. Na základě definic sjednocení, průniku a doplňku, 

příp. rozdílu tříd, je zřejmé, že platí následující přepisy. 

 

Zápis základních subjekt-predikátových výroků v jazyce logiky tříd: 

 

Všechna S jsou P SaP SP´=  = SP 

Žádné S není P SeP SP=  = SP´ 

Některá S jsou P SiP SP 

Některá S nejsou P SoP SP´ 

 

Cvičení: Dokažte, že výše uvedené přepisy skutečně odpovídají zápisu 

subjekt-predikátových výroků v predikátové logice. 

 

Aplikaci deduktivní metody v logice tříd demonstrujme na příkladě sylogismu Barbara. 

 

Sylogismus Barbara: MaP, SaM  SaP 

 

V symbolice logiky tříd: MP´=, SM´=  SP´= 

 

Důkaz: 

1. MP´= 

2. SM´=  - premisy 

3. SP´=(SMP´)(SM´P´) - Exp SP´ 
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4. SP´=(S)(P´) - EID 1 a 2, 3 

5. SP´= - Agr  4 

6. SP´=  - Idem 5 

 
 

V důkazu postupujeme metodou syntaktických úprav. Platí, že třída SP´ (ať je touto 

třídou cokoliv) je na základě zákona expanze ekvivalentní se sjednocením tříd (SMP´) 

a  (SM´P´). Avšak v první závorce máme průnik MP´, o němž na základě premisy 

1  víme, že je prázdný. Podobně v druhé závorce máme průnik SM´, o němž rovněž víme, 

že je prázdný (premisa 2). Sjednocení tříd (SMP´) a  (SM´P´) se tak redukuje na 

sjednocení tříd  S a   P´. Avšak průnik prázdné třídy s libovolnou třídou je prázdná 

třída (zákon agresivity prázdné třídy vůči průniku), tudíž sjednocení tříd S a P´ je 

rovněž prázdná třída. Tím, jsme dokázali, že průnik SP´ je prázdný, což je tvrzení, které 

jsme měli dokázat. 

 

V důkazech lze často úspěšně použít následující odvozovací pravidlo logiky tříd. Slovně jej 

lze formulovat: Sjednocení libovolné třídy s neprázdnou třídou je neprázdná třída. 

 

Sjednocení třídy s neprázdnou 

třídou (SNT) 
 Q=PM, M  

Q 

 

Pravidlo SNT, tj. úsudkové schéma Q=PM, M  Q, řádně dokážeme. Použijeme 

metodu nepřímého důkazu. 

 

Důkaz pravidla SNT: 

1. Q=PM 

2. M - premisy 

3. Q= - PND 

4. PM= - EID 3, 1 

5. P=P(PM) - teorém 

 

6. P=P - EID 1 a 3, 5 

7. P= - Agr  6 

8. M= - EID 7, 4 

9. M= - Neutr  8 

spor 2, 9 

 

 

12.2.1 Tabulková metoda v logice tříd 
 

Tabulková metoda v logice tříd je zobecněním tabulkové metody pro výrokovou logiku. 

Teoretickou motivaci a podrobnější popis tabulkové metody v teorii množin lze najít v 

Bečvář a kol. (1982), s. 41-47. Ve výrokové logice zvažujeme, jak „distribuovat“ 

pravdivostní hodnoty 0 a 1 na dvojice, trojice apod. výroků, a tyto možnosti zapisujeme do 

jednotlivých řádků příslušné tabulky. Pravdivostní hodnotu výroku složeného z výrokových 

proměnných počítáme pomocí příslušných ohodnocení proměnných a základních 

pravdivostních tabulek pro logické spojky. V případě teorie tříd neuvažujeme distribuci 

pravdivostních hodnot na výroky, ale rozdělení prvků daných tříd do různých skupin. 

Mějme univerzum U={a,b,c,d} obsahující prvky a, b, c a d a třídy P={a,b} a Q={b,c}. 

Situaci názorně popisuje obrázek na následující straně. 
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            U         

 

                                        

                          a       b       c                      d 

                                       

                                                

 

                              P               Q 

Obrázek 24 

 

Můžeme rovněž uvažovat doplňky tříd P, Q, tj. třídy prvků, které dané třídy neobsahují. 

Doplněk třídy P, třída P´, obsahuje prvky c a d, tj. platí P´={c,d}. Podobně Q´={a,d}. 

Prvky tříd univerza U tak lze rozdělit do následujících skupin: (1) do skupiny společných 

prvků tříd P a Q (sem patří prvek b), (2) do skupiny prvků patřících do třídy P, ale nikoli 

do třídy Q (prvek a), (3) do skupiny prvků patřících do třídy Q, ale nikoli do třídy P 

(prvek  c), (4) do skupiny, kam patří prvky, které nepatří do třídy P ani do třídy Q (prvek 

d). Toto rozdělení prvků tříd P, Q a U do skupin je shrnuto v následující tabulce. 

 

Rozdělení prvků tříd P a Q na různé skupiny: 

P Q P´ Q´ 

1 1 0 0 

1 0 0 1 

0 1 1 0 

0 0 1 1 

 

V prvním řádku tabulky tedy uvažujeme prvky třídy U, které patří do tříd P i Q. Tyto prvky 

samozřejmě nemohou být prvky doplňků těchto tříd, tj. tříd P´ a Q´. Ve druhém řádku 

tabulky uvažujeme prvky třídy U, které patří do třídy P a nepatří do třídy Q. Je zřejmé, že 

tyto prvky nepatří do třídy P´, avšak patří do třídy Q´. Ve třetím řádku uvažujeme prvky 

třídy U, které jsou prvky třídy Q a nepatří do třídy P. Tyto prvky patří do třídy P´ a nepatří 

do třídy Q´. Konečně ve čtvrtém řádku uvažujeme ty prvky třídy U, které nejsou prvky tříd 

P ani Q. Tyto prvky jistě patří do obou tříd P´ i Q´. 

 

Cvičení: Uvažujte třídy U, P, Q a R. Rozdělte prvky tříd U, P, Q a R podobně jako 

v  případě tříd U, P a Q do všech navzájem od sebe odlišných skupin prvků. Kolik řádků 

bude mít příslušná tabulka? Svoji odpověď zdůvodněte. V případě tříd U={a,b,c,d,e,f,g,h}, 

P={a,d,e,f}, Q={b,d,e,g}, R={c,e,f,g} určete konkrétně, které prvky tříd U, P, Q a R 

a  jejich doplňků uvažujeme v jednotlivých řádcích tabulky. 

 

Nyní je zřejmé, že tabulková metoda v logice tříd je skutečně analogií tabulkové metody 

pro výrokovou logiku. Zjišťujeme-li v jednotlivých řádcích tabulky (tj. při uvažovaných 

skupinách prvků), zda dané prvky patří do třídy PQ, tj. průniku tříd P a Q (průnik dvou 

tříd je třída, která obsahuje prvky společné oběma třídám) postupujeme stejně jako při 

ověřování platnosti konjunkce výroků pq. Zjišťujeme-li v jednotlivých řádcích tabulky, 

zda dané prvky patří do třídy PQ, tj. sjednocení tříd P a Q (sjednocení dvou tříd je třída, 

která obsahuje prvky, jež patří do jedné nebo do druhé třídy – a mohou samozřejmě patřit 
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do obou tříd zároveň), postupujeme stejně, jako při ověřování platnosti disjunkce výroků 

pq. Níže uvedená tabulka dokazuje platnost zákona PQ=QP. 

 

Tabulka k ověření zákona PQ=QP: 

P Q PQ QP 

1 1 1 1 

1 0 1 1 

0 1 1 1 

0 0 0 0 

 

Cvičení: Dokažte tabulkovou metodou platnost zákona komutativnosti tříd vůči operaci 

průniku, tj. zákona PQ=QP. 

 

Dokažme dále tabulkovou metodou distributivní zákon logiky tříd P(QR)= 

(PQ)(PR). 

 

Tabulka k ověření zákona P(QR)=(PQ)(PR): 

P Q R (QR) P(QR) (PQ) (PR) (PQ)(PR) 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 0 1 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Pravdivostní hodnoty v obou stínovaných sloupcích se shodují. Tím je platnost 

distributivního zákona P(QR)=(PQ)(PR) dokázána. 

 

Cvičení: Dokažte tabulkovou metodou další distributivní zákon logiky tříd 

P(QR)=(PQ)(PR). 

 

Nyní ukážeme, jak pomocí tabulkové metody v teorii tříd ověřit platnost sylogismů. 

Víme, že v jazyce logiky tříd lze sylogismus Barbara zapsat jako úsudek MP´=, 

SM´=  SP´=. Protože pracujeme se třemi třídami, dostaneme tabulku s osmi 

řádky. Pomocí příslušné tabulky – jako u každého jiného úsudku – ověřujeme, zda závěr 

skutečně vyplývá z premis, neboli zda pokaždé, když jsou splněny premisy, je splněn 

i  závěr. V případě, že sylogismus není platný, lze pomocí tabulky sestrojit kontramodel, tj. 

takový příklad tříd S, P a M, že všechny premisy sylogismu jsou platné a závěr neplatný. 

V  případě sylogismu Barbara tedy zjišťujeme, zda z předpokladů MP´= a SM´= 

plyne závěr SP´=. Vyplývá-li závěr z premis, pak pokaždé, kdykoli jsou v tabulce pro 

sloupce MP´ a SM´ nuly, je rovněž ve sloupci SP´ nula. Prokáže-li se, že je tomu 

skutečně tak, bude tím potvrzeno, že nepatří-li uvažované prvky do tříd MP´ a SM´, 

nepatří ani do třídy SP´ (ostatní prvky uvažované v dalších řádcích tabulky nás nemusejí 

zajímat, protože nesplňují premisy xMP´ a xSM´). 
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Tabulka sylogismu Barbara: 

M S P M´ P´ MP´ SM´ SP´ 

1 1 1 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 1 1 0 1 

1 0 1 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 1 0 0 

0 1 1 1 0 0 1 0 

0 1 0 1 1 0 1 1 

0 0 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 0 0 

 

Tabulka dokazuje, že sylogismus je platný. 

 

 

12.2 Řešené příklady 
 

Příklad 1: 

 

Sylogismus Cesare: PeM, SaM  SeP 

V symbolice logiky tříd: PM=, SM´=  SP= 

 

V případě tohoto sylogismu zjišťujeme, zda z předpokladů PM= a SM´= plyne 

závěr SP=. Vyplývá-li závěr z premis, musí pokaždé, jsou-li ve sloupcích pro PM 

a  SM´ nuly, být rovněž ve sloupci SP nula. Tím bude potvrzeno, že prvky, které 

nepatří do tříd PM a SM´, nepatří ani do třídy SP. Platnost sylogismu dokazuje 

tabulka. 

 

Tabulka sylogismu Cesare: 

M S P M´ PM SM´ SP 

1 1 1 0 1 0 1 

1 1 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 1 0 1 1 

0 1 0 1 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 
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Carrollův diagram sylogismu Cesare: 
  P        
  

 
      

P 
  

 
S 

 
 

    
S 

 
S 

   
S 

  
 

M 
 

 
 

      

  
 

 
 

  
 

  P   
 

  P        

 

Cvičení: Sestrojte Vennův diagram sylogismu Cesare. 

 

Důkaz v logice tříd: 

1. PM= 

2. SM´=  - premisy 

3. SP=(SPM)(SPM´) - Exp SP 

4. SP=(S)(P) - EID 1 a 2, 3 

5. SP= - Agr  

6. SP=  - Idem  

 
 

Příklad 2: 

 

Sylogismus Darii: MaP, SiM  SiP 

V symbolice logiky tříd: MP´=, SM  SP 

 

V případě tohoto sylogismu zjišťujeme, zda z předpokladů MP´= a SM plyne 

závěr SP. Tj. vyplývá-li závěr z premis, musí tomu být v tabulce tak, že jsou-li ve 

sloupcích pro MP´ nuly a ve sloupcích pro SM jedničky, jsou ve sloupcích pro SP 

jedničky. Platnost sylogismu potvrzuje tabulka. 

 

Tabulka sylogismu Darii: 

M S P P´ MP´ SM SP 

1 1 1 0 0 1 1 

1 1 0 1 1 1 0 

1 0 1 0 0 0 0 

1 0 0 1 1 0 0 

0 1 1 0 0 0 1 

0 1 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 
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Carrollův diagram sylogismu Darii: 
  P        
        

P 
  

 
S 

 1    
S 

 
S 

1   
S 

  
 

M 
 

 
 

      

  
 

 
 

    P   
 

  P        

 

Cvičení: Sestrojte Vennův diagram sylogismu Darii. 

 

Přímý důkaz s použitím pravidla SNT: 

1. MP´= 

2. SM  - premisy 

3. SM=(SPM)(SP´M) - Exp SM 

4. SM=(SPM)(S) EID 1, 3 

5. SM=(SPM) - Agr  4 

6. SM=SMP - Idem  5 

7. SMP - EID 2, 6 

8. SP=(SPM)(SPM´) - Exp SP 

9. SP  - SNT 7, 8 

 
 

Tvar sylogismu na základě pravidla kontrapozice: MP´=, SP=  SM= 

 

Důkaz: 

1. MP´= 

2. SP=  - premisy 

3. SM=(SPM)(SP´M) 

   - Exp SM 

4. SM=(M)(S) - EID 1 a 2, 3 

5. SM= - Agr  4 

6. SM=  - Idem  5 

 

Nepřímý důkaz: 

1. MP´= 

2. SM  - premisy 

3. SP=  - PND 

4. SM=(SPM)(SP´M) 

   - Exp SM 

5. SM=(M)(S) - EID 1 a 3, 4 

6. SM=  - Agr  5 

7. SM=  - Idem  5 

spor 2, 7 

 

Příklad 3: 

 

Sylogismus Darapti: MaP, MaS, xM(x)  SiP 

V symbolice logiky tříd: MP´=, MS´=, M  SP 

 

V případě tohoto sylogismu zjišťujeme, zda z premis MP´=, MS´= a M 

(enthymematická premisa, bez níž sylogismus není platný) plyne závěr SP. Platnost 

sylogismu dokazuje tabulka. 
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Tabulka sylogismu Darapti: 

M S P S´ P´ MP´ MS´ M SP 

1 1 1 0 0 0 0 1 1 

1 1 0 0 1 1 0 1 0 

1 0 1 1 0 0 1 1 0 

1 0 0 1 1 1 1 1 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 1 

0 1 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 0 0 0 

 

Carrollův diagram sylogismu Darapti: 
  P        
        

P 
  

 
S 

 1    
S 

 
S 

1   
S 

  
 

M 
 

 
 

      

       P   
 

  P        

 

Cvičení: Sestrojte Vennův diagram sylogismu Darapti. 

 

Přímý důkaz s využitím pravidla SNT: 

1. MP´= 

2. MS´= 

3. M  - premisy 

4. M=(MP)(MP´) - Exp M 

5. M=(MP) - EID 1, 5 

6. M=MP  - Idem  5 

7. MP  - EID 3, 7 

8. MP=(MSP)(MS´P) 

   - Exp MP 

 

 

9. MP=(MSP)(P) - EID 2, 7 

10. MP=(MSP) - Agr  9 

11. MP=MSP - Idem  10 

12. SPM - EID 7, 11 

13. SP=(SPM)(SPM´) 

   - Exp SP 

14. SP  - SNT 12, 13 

 

 

Tvar na základě pravidla kontrapozice: 

MP´=, MS´=, SP=  M= 

 

Důkaz: 

1. MP´ =  

2. MS´ =  

3. SP =   - premisy 

4. M=(MP)(MP´) - Exp M 

5. M=(MP) - EID 1, 4 

6. M=MP  - Neutr  5 

7. MP=(MSP)(MS´P) 

   - Exp MP 

8. MP=(M)(P) - EID 2 a 3, 7 

9. MP= - Agr  8 

10. MP=  - Idem 9 

11. M=  - EID 10, 6 

 

 

Cvičení: Sestrojte nepřímý důkaz sylogismu. 
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Příklad 4: 

 

Sylogismus Felapton: MeP, MaS, xM(x)  SoP 

V symbolice logiky tříd: MP=, MS´=, M  SP´ 

 

Tabulka sylogismu Felapton: 

M S P S´ P´ MP MS´ M SP´ 

1 1 1 0 0 1 0 1 0 

1 1 0 0 1 0 0 1 1 

1 0 1 1 0 1 1 1 0 

1 0 0 1 1 0 1 1 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 0 1 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 0 0 0 

 

Carrollův diagram sylogismu Felapton: 
  P        
  

 
      

P 
  

 
S 

 
 

    
S 

 
S 

   
S 

  
 

M 
1 

 
 

    
1 

  

  
 

     P   
 

  P        

 

Cvičení: Sestrojte Vennův diagram sylogismu Felapton. 

 

Tvar na základě pravidla kontrapozice: MP=, MS´=, SP´=  M= 

 

Důkaz: 

1. MP= 

2. MS´= 

3. SP´=  - premisy 

4. M=(MS)(MS´) - Exp M 

5. M=(MS) - EID 1, 4 

6. M=MS  - Neutr  5 

7. MS=(MSP)(MSP´) 

   - Exp MS 

8. MS=(S)(M) - EID 1 a 3, 7 

9. MS= - Agr  v 8 

10. MS=  - Idem 9 

11. M=  - EID 10, 6 

 

 

Cvičení: Sestrojte přímý důkaz za použití pravidla SNT a nepřímý důkaz tohoto sylogismu. 

 

Příklad 5: 

 

Nyní dokážeme, že následující sylogismus není platný: PaM, MaS  SaP 

V symbolice logiky tříd: PM´=, MS´=  SP´=. 
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Tabulka sylogismu PM´=, MS´=  SP´=: 

M S P M´ S´ P´ PM´ MS´ SP´ 

1 1 1 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 1 0 0 1 

1 0 1 0 1 0 0 1 0 

1 0 0 0 1 1 0 1 0 

0 1 1 1 0 0 1 0 0 

0 1 0 1 0 1 0 0 1 

0 0 1 1 1 0 1 0 0 

0 0 0 1 1 1 0 0 0 

 

Druhý a šestý řádek představují kontramodely úsudku. V těchto řádcích totiž uvažujeme 

takové prvky tříd S, P a M, že PM´= a MS´=, avšak SP´. Sestrojme na 

základě druhého řádku tabulky třídy M, S a P tak, že úsudek je neplatný. Nechť např. 

U={a,b}, M={b}, S={b}, P=. Třídy M a S mají společný prvek b, třída P je prázdná. Pak 

M´={a}, S´={a}, P´=U={a,b}. Platí PM´=, MS´=, avšak SP´={b}. Sestrojme 

protipříklad na základě šestého řádku tabulky. Nyní uvažujme takové třídy M, S a P, že M, 

S a P nemají žádné společné prvky a třídy M a S jsou prázdné. Nechť podobně jako 

u  předchozího protipříkladu U={a,b}, avšak M=, S={a}, P=. Pak M´=U={a,b}, 

S´={b}, P´=U={a,b}. Platí PM´=, MS´=, avšak SP´={a}. Skutečně jsme tedy 

nalezli dva protipříklady, při nichž jsou obě premisy sylogismu pravdivé, a závěr 

nepravdivý. 

 

Cvičení: Sestrojte Carrollův a Vennův diagram tohoto sylogismu. 

 

Příklad 6: 

 

Dokažme, že následující sylogismus není platný: MaP, SoM  SoP 

V symbolice logiky tříd: M´P´=, SM´  SP´ 

 

Tabulka sylogismu M´P´=, SM´  SP´: 

M S P M´ S´ P´ M´P´ SM´ SP´ 

1 1 1 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 1 0 0 1 

1 0 1 0 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 1 0 0 0 

0 1 1 1 0 0 0 1 0 

0 1 0 1 0 1 1 1 1 

0 0 1 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 1 1 0 0 

 

Na základě pátého řádku tabulky snadno sestrojíme protipříklad. Nechť U={a}, M=, 

S={a}, P={a}. Třídy S a P mají společný prvek a. Pak M´={a}, S´=, P´=. Platí 

M´P´=, SM´={a}, avšak SP´=, a nikoliv SP´. 

 

Cvičení: Sestrojte Carrollův a Vennův diagram tohoto sylogismu. 
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Příklad 7: 

 

Sylogismus Baroco: PaM, SoM  SoP 

V symbolice logiky tříd: PM´=, SM´  SP´ 

 

Carrollův diagram sylogismu Baroco: 
  P        
  

 
      

P 
  

 
S 

 
 

    
S 

 
S 

   
S 

  
 

M 
 

 
 

    
1 

  

  
1 

     P   
 

  P        

 

Cvičení: Sestrojte tabulku tříd a Vennův diagram sylogismu Baroco. 

 

Nepřímý důkaz: 

 

1. PM´= 

2. SM´  - premisy 

3. SP´=  - PND 

4. SM´=(PM´S)(P´M´S) 

   - Exp SM´ 

5. SM´=(PM´S)(M´SP´) 

6. SM´=(S)(M´) - EID 1 a 3, 5 

7. SM´= - Agr  6 

8. SM´=  - Idem  7 

Spor 2, 8 

Tvar na základě pravidla kontrapozice: 

PM´=, SP´=  SM´= 

 

Důkaz: 

1. PM´= 

2. SP´=  - premisy 

3. SM´=(SPM´)(SP´M´) 

   - Exp SM´ 

4. SM´=(S)(M´) - EID 1 a 2, 3 

5. SM´= - Agr  4 

6. SM´=  - Idem  5 

 

 

Cvičení: Sestrojte přímý důkaz s využitím pravidla SNT. 

 

Příklad 8: 

 

Sylogismus Camenes: PaM, MeS  SeP 

V symbolice logiky tříd: PM´=, MS= SP= 

 

Carrollův diagram sylogismu Camenes: 
  P        
  

 
      

P 
  

 
S 

 
 

    
S 

 
S 
   

S 
  

 
M 
 

 
 

      

  
 

     P   
 

  P        
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Cvičení: Sestrojte tabulku tříd a Vennův diagram sylogismu Camenes. 

 

Důkaz: 

1. PM´= 

2. MS=  - premisy 

3. SP=(SPM)(SPM´) - Exp SP 

4. SP=(P)(S) - EID 1 a 2, 3 

5. SP= - Agr  4 

6. SP=  - Idem  5 

 
 

Pomocí dedukce v logice tříd můžeme dokazovat nejen sylogismy, ale rovněž další 

úsudky, resp. teorémy monadické predikátové logiky a teorémy a úsudky logiky tříd. 

 

Příklad 9: 

 

Dokažme teorém monadické predikátové logiky x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

V symbolice logiky tříd: PQ  PQ 

 

Platnost teorému dokazuje tabulka: 

 

P Q PQ P Q 

1 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 

 

Důkaz: 

1. PQ - premisa 

2. P=P(PQ) - teorém 

3. Q=Q(PQ) - teorém 

4. P - SNT 1, 2 

5. Q - SNT 1, 3 

6. PQ - ZK 4, 5 

 
 

Příklad 10: 

 

Teorém: x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

V symbolice logiky tříd: PQ=U  P=UQ=U 

 

Důkaz: 

1. PQ=U - premisa 

2. P=P(PQ) - teorém 

3. Q=Q(PQ) - teorém 

4. P=PU - EID 1, 2 

5. P=U  - teorém 4 
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6. Q=QU - EID 1, 3 

7. Q=U - teorém 6 

8. P=UQ=U - ZK 5, 7 

 
 

Příklad 11: 

 

Teorém: 

x[P(x)Q(x)][xP(x) xQ(x)] 

V symbolice logiky tříd: PQ´=, P=U  Q=U 

 

Důkaz: 

1. PQ´= 

2. P=U  - premisy 

3. Q´=(PQ´)(P´Q´) - Exp Q´ 

4. Q´=(P´Q´) - EID 1, 3 

5. P´= - teorém, 2 

6. Q´=(Q´) - EID 5, 4 

7. Q´= - Agr  6 

8. Q´= - Idem  7 

 
 

 

 

 

12.3 Cvičení 
 

 

(1) 

Dokažte tabulkovou metodou následující zákony logiky tříd. 

(a) (PQ)´=(P´Q´) 

(b) (PQ)´=(P´Q´) 

(c) [P(PQ)]=P 

(d) [P(PQ)]=P 

(e) P=[(PQ)(PQ´)] 

(f) [(P–Q)–P]=[(P–P)(Q–Q)]= 

(g) (PQ´)=(Q–P)´ 

(h) [(P´Q)(QR)][P(QR)´]´ 

(i) [(P–Q)–R]=[(P–R)–(Q–R)] 

(j) [(P–Q)R]=[(PR)–Q] 

(k) [(P–Q)(Q–P)]= 

 

 

(2) 

Ověřte tabulkovou metodou, resp. metodou Carrollových diagramů platnost či neplatnost 

následujících sylogismů. Není-li sylogismus platný, sestrojte alespoň jeden kontramodel. 

U  platných sylogismů sestrojte jejich deduktivní důkazy. 
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(a) MaP, SaM, xS(x)  SiP 

(b) MeP, SiM  SoP 

(c) PeM, SaM, xS(x)  SoP 

(d) PeM, SaM  SoP 

(e) PaM, SeM  SoP 

(f) PaM, MeS, xS(x)  SoP 

(g) PaM, MaS  SaP 

(h) PeM, MaS, xS(x)  SoP 

(i) PaM, MaS, xP(x)  SiP 

(j) PeM, MaS, xS(x)  SoP 

(k) PeM, MaS, xS(x)  SoP 

 

(3) 

Převeďte na formule logiky tříd následující teorémy monadické predikátové logiky 

a  sestrojte jejich deduktivní důkazy. 

(a) [xP(x)[xP(x)] 

(b) [xP(x)][xP(x)] 

(c) [xP(x)][xP(x)] 

(d) [P(x)][xQ(x)] 

(e) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(f) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(g) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(h) x[P(x)Q(x)][xP(x)xQ(x)] 

(i) xP(x)x[P(x)Q(x)] 

(j) [xP(x)xQ(x)]x[P(x)Q(x)] 

(k) x{P(x)[Q(x)R(x)]}{x[P(x)Q(x)]x[P(x)R(x)]} 

 

(4) 

Řešte metodami logiky tříd úkoly z minulé kapitoly, tj. úkoly týkající se sylogistických 

úsudků. 
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Řešení: 

 

(1) 

Jedná se o teorémy logiky tříd. K důkazu je nutno sestrojit příslušné tabulky. 

(2) 

Platné jsou sylogismy (a), (b), (c), (f), (i), (j) a (k), neplatné sylogismy (d), (e), (g) a (h). 

(3) 

Jedná se o teorémy monadické predikátové logiky. Ke každé formuli tedy existuje 

deduktivní důkaz. 
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