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Orientovany graf se od neorientovaného obecného grafu lisi tim, Ze u kazdé
jeho hrany zalezi na potadi sni incidujici dvojice uzli. Hrany tedy miZeme
povazovat za ,Sipky* mezi jednotlivymi dvojicemi uzli. Mlzeme tak rozlisit
pocatecni uzel a koncovy uzel dané hrany.

Hrana je orientovana od pocatec¢niho ke koncovému uzlu. Koncovy uzel je
naslednikem pocateéniho wuzlu, pocatecni uzel je naopak predchiidcem
koncového.

Nésobné (rovnobézné) hrany, smycky, prunik, sjednoceni, rozdil, doplngk,
podgraf, faktor, podgraf ureny (indukovany) mnozinou uzll, izomorfizmus —
vSechny tyto pojmy se zavade€ji zcela analogicky jako u neorientovanych grafi,
laskavé ¢tenarka by si méla jako cvic¢eni napsat exaktné vSechny ptislusné definice.

Také stupné uzll orientovaného grafu maji své specifikum. Vystupni stupen
uzlu je pocet hran grafu, jejichz pocatecnim uzlem je pravé dany uzel. Vstupni
stupeni uzlu je pocet hran grafu, jejichz koncovym uzlem je pravé dany uzel. List je
uzel s vystupnim stupném O, tj. bez néslednikii. Kofen je uzel s vstupnim stupném
0, tj. bez ptedchiidcii. Acyklicky graf neobsahuje zadny cyklus.

Dva vrcholy orientovaného grafu ovSem mohou byt spojeny dvéma hranami,
aniz by se pfitom jednalo o rovnobéZzné hrany. Staci, aby tyto hrany byly navzajem
opacn¢ orientovany. Vznika tak kraticky cyklus (viz dale) délky 2.

Uplny orientovany graf sn uzly ma tedy dvakrat vice hran nez tplny
neorientovany graf s n uzly.

Umluva

Podobné jako u neorientovanych grafii budeme pojmem orientovany graf
rozumét obycejny orientovany graf, tj. graf bez smyCek a rovnobéznych hran.
Pokud bude z kontextu ziejmé, ze se jedna o orientovany graf, vypustime pro
jednoduchost i1 slovo orientovany. Budeme-li se zabyvat grafem se smyckami ¢i
rovnobéznymi hranami, vzdy to vyslovné uvedeme.

Graf je opacné orientovany vuci jinému grafu, pokud po zméné orientace
vSech hran v jednom z nich se oba stanou navzajem izomortfni.

V neorientovaném grafu Ize zavést orientaci tak, ze kazdou jeho hranu
n¢jakym zplisobem orientujeme. Naopak v orientovaném grafu lze zrusit orientaci
tak, ze zruSime orientaci kazdé hrany. Z orientované¢ho grafu bez rovnobéznych
hran se tak muize stat neorientovany graf s rovnobéznymi hranami. (Ty lze déle
podle ptipadné potieby redukovat vzdy na hranu jedinou, zada-li si to aplikace ¢i
uloha) Existuje i tzv. symetricka orientace neorientovaného grafu, kdy kazdou
hranu mezi dvéma rtiznymi uzly nahradime dvéma opacné orientovanymi hranami
mezi tymiZ uzly a kazdou smycku nahradime orientovanou smyckou.

Sled v orientovaném grafu nebere ohled na orientaci hran, je to takova
posloupnost uzll a hran, ktera je sledem i v grafu, jenz vznikne zruSenim orientace
puvodniho grafu.

Stejn¢ tak uzavieny sled, tah, cesta a KruZnice v orientovaném grafu
neberou ohled na orientaci, zavadi se opét pomoci neorientované¢ho grafu
vytvofeného zruSenim orientace.

Pomoci sledd jsou u neorientovanych grafi zavedeny pojmy souvislost a
komponenta grafu. U orientovanych grafii se definuji stejné, s tim ovSem, Ze se tu
nazyvaji slaba souvislost a slaba komponenta, aby se odliSily od dale uvedenych
pojmu specifickych jen pro orientované grafy.

Spojeni v orientovaném grafu je takovy sled, ktery ,,postupuje podle Sipek*,
tj. uzel bezprostiedné¢ nésledujici ve sledu po jiném uzlu je i jeho néslednikem
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Vlastnosti

v grafu. Spojeni mé svlij poéateéni a koncovy uzel, vnitini uzly a svou délku, jez
jsou zcela totozné s odpovidajicimi objekty sledu.
Orientovany tah je spojeni, v némz se zadna hrana neopakuje.
Orientovana cesta je orientovany tah, v némz se neopakuje zadny vrchol.
Cyklus je uzaviena orientovana cesta.

Shrnuto do tabulky:
nep rlentovermy1 sled tah cesta kruznice
orientovany graf
orientovany graf spojeni orientovany | orientovana cyklus
tah cesta
Tab. 3.1

Orientovany graf je silné souvisly, pokud mezi kazdymi jeho dvéma uzly x, y
existuje spojeni z x do y. Pouhy sled tedy nestaci.

Silnd komponenta orientované¢ho grafu je kazdy jeho maximalni silné
souvisly podgraf.

Kondenzace orientovan¢ho grafu je jiny orientovany graf, ktery vznikne
takto: Za kazdou silnou komponentu vytvotfime jeden vrchol. Kazdé dva nové
vzniklé vrcholy propojime jedinou orientovanou hranou pravé tehdy, kdyz existuje
stejné orientovana hrana (alesponn jedna) mezi odpovidajicimi silnymi
komponentami. Voln¢ feceno, kazda silnd komponenta zkondenzuje do jediného
uzlu a vSechny hrany mezi dvéma silnymi komponentami zkondenzuji v jedinou
hranu.

Lze najit graf v némz se soucet vSech vystupnich stupiiti lisi od souctu vSech vstupnich stupiii?

Muze existovat cyklus v kondenzaci grafu? Kdy?

Cim se li§i kondenzace acyklického grafu od grafu samotného?

Kondenzace grafu obsahuje jediny uzel. Jaky je pivodni graf?

Kondenzace grafu je s nim izomorfni. Jaky je plivodni graf?

Existuje acyklicky graf bez kofent nebo listii?

Existuje graf se stejnym poctem kotent a listd? MlZze mit graf vice kotfenti nez listi? Nebo naopak?

Existuje orientovany graf bez kotent a listti? Jen s kofenem (kotfeny) a bez listi? Jen s listy (listem) a bez

kotfenu?

Kazdou hranu neorientované kruznice libovolné orientujeme. Jaky je vztah mezi poctem kotentl a listh
v takto vzniklém grafu?

Vstupni 1 vystupni stupeni vSech vrcholil v grafu bez smycek je 1.Jak tento graf vypada? Je souvisly?

Muze byt graf izomorfni s opa¢né orientovanym grafem?

Muze byt orientovany graf izomorfni se svym doplitkem?



Podejte navod na vyrobu grafu sn uzly, jehoz vSechny vstupni stupné jsou navzijem rizné a také
vSechny vystupni stupné€ jsou navzajem razné.

Kazdy orientovany graf obsahuje mnozstvi riznych acyklickych podgrafii (napf. mizeme mnoha zptisoby
odebrat vSechny hrany az na jednu). Je pravda, ze kazdy orientovany graf obsahuje acyklicky faktor?

Nakreslete vSechny navzajem neizomorfni orientované grafy se 3 uzly.
Nakreslete vSechny navzdjem neizomorfni orientované kruznice s 5 uzly. (Pozor, ne cykly, ale kruznice!)

Orientujte kruznici se 6 vrcholy tak, aby vznikl acyklicky graf. Kolika navzajem neizomorfnimi zptisoby
to 1ze udélat?

Najdéte graf, v némz je vstupni i vystupni stupen kazdého uzlu nenulovy a pfitom graf obsahuje uzel,
kterym neprochazi zadny cyklus.

Algoritmy

Acyklicky graf byl porusen tim zpiisobem, Ze do néj byly omylem ptfiddny dvé hrany, kazdd z nich
porusuje acykli¢nost tim, Ze uzavira n¢jaky cyklus v grafu. Nevime, které hrany to jsou a mame je
detekovat v ¢ase umérném poctu hran grafu.

Pro hledani nejlacingj$i cesty v ohodnoceném grafu se bézné pouziva Dijkstritv algoritmus. Pokud graf,
ve kterém hledame nejlacin€jsi cestu, je acyklicky, ziskavame nckteré vyhody. Jednak muzeme pfii
hledani postupovat rychleji nez Dijkstriiv algoritmus a navic nejsme omezeni dal§i podminkou

Dijkstrova algoritmu, Ze ceny hran musi byt nezaporné grafu. UkaZte pro¢ tomu tak je.
Vezmeme Uplny neorientovany graf a kazdou jeho hranu ndhodné orientujeme (napf. pomoci hdzeni
minci rozhodneme o jejim sméru). Ukazte, Ze je mozné, aby timto postupem vznikl acyklicky graf. Jdéte

dokonce tak daleko, Ze spoctete pravdépodobnost toho, Ze vznikne acyklicky graf.

Z grafu mame odstranit vSechny hrany, jejichz krajni uzly nalezi rGznym silnym komponentdm. Jaka je
asymptoticka slozitost tohoto procesu?

Povazte nasledujici jednoduchy algoritmus:

Dokud graf obsahuje alesporn jeden uzel
s vystupnim stupném 0 (list) délej
odstran tento uzel a vSechny s nim incidujici hrany
konec dokud
Kdyz je vysledkem prazdny graf
pak puavodni graf byl acyklicky
jinak puvodni graf nebyl acyklicky
konec kdyz

Déava tento algoritmus vzdy spravné vysledky? Proc¢?

Rozhodnéte, jestli pofadi uzll, v némz byly postupné odstranovany z grafu v predchozi tloze, definuje
topologické uspotradani piivodniho grafu.

Ukazte, dokaZte

Ukazte, Ze kdyZ je vystupni stupen kaZzdého uzlu nenulovy, pak graf obsahuje cyklus. Plati stejné tvrzeni
pro vstupni stupen?




V grafu existuje spojeni obéma sméry mezi dvéma urcitymi uzly. Dokazte, ze graf obsahuje cyklus.
Existuje také cyklus obsahujici oba dané uzly?

Dokazte: Graf bez izolovanych uzll je siln¢ souvisly pravé tehdy, kdyz obsahuje uzaviené spojeni
prochazejici v§emi hranami (tj. kazdou hranou alespon jednou).

Najdéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby neorientovany graf mohl byt orientovan uréitym
zpiisobem tak, Ze vznikne siln€ souvisly graf.

Acyklicky slabé souvisly graf ma jeden kofen a jeden list. Pfidame hranu vedouci z listu do kotene.
Vysledek bude silné€ souvisly. Dokazte.

Silné souvisly graf ma alesponi tolik hran jako uzlii (neni-li graf jedinym uzlem). Dokazte.



