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Priklad 1

UvaZme nasledujici algoritmus.

// array contains N>0 random integers
public int[] dummySort(int[] array) {
final int[] array2 = new int[array.length];

for(int i = 0; i < array2.length; i++) {
final int minindex = findMinimum (array);
array2[i] = array[minlndex];
array [minlndex] = Integer .MAX.VALUE;

}

return array?2;

}

public int findMinimum(int[] array) {
int minilndex = 0;
for(int i = 1; i < array.length; i++) {
if(array[i] < array[minindex]) minlndex = i;

}

return minlndex;

Uréete asymptotickou sloZitost algoritmu.



Hleddni minima trvd vzdy ©(n). Minimum se hledd vZdy pro kazdy prvek
vystupniho pole. Celkov& tedy potfebujeme ©(n?) operaci.




Situace kdy algoritmus vold sam sebe za tigelem vyfeSeni problému.

T

Problém se rozloZi na jednodussi podproblémy, které Ize feSit stejnym
algoritmem.

Problém rozkladdme dokud neziskdme dostate¢né maly podproblém,
ktery umime snadno vyfesit.

Mnoho rekurzivnich algoritmi je postaveno na myslence ,,rozdél a
panuj" (anglicky divide and conquer).

déle viz. Rekurze



Priklad 2

Uvazme ndsledujici algoritmus. Ten po&itd &isla Fibonacciho posloupnosti

F0)=0, F(1)=1,  Fmn)=Fnh-1)+F(n-2).

public int fibonacci(int n) {
if (n 0) { return 0; }
if (n 1) { return 1; }
return fibonacci(n—1) + fibonacci(n—2);

}

Nakreslete strom volani pro F'(4) a F'(5). Urcete sloZitost vypottu v
jednotlivych uzlech. Kolikrat je funkce fibonacci volana?



SloZitost vypo&tu v kazdém uzlu trva konstantni ¢as. Funkce fibonacci
je voldna 9 krat v p¥ipadé F(4) a 15 krat v p¥ipadé F(5).




Priklad 3

Pomoci rekurzivni funkce vypiste pro zadané kladné &islo N posloupnost
¢isel
12 .-N-1 N N N—-1 -+ 2 1.

Pokud se budete nudit, zkuste napsat rekurzivni funkci, kterd spotte
kombinagni &islo () za vyuZiti identity
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Zadanou posloupnost vypisuje nasledujici program.

printSeries (1, N);

public void printSeries(int i, int N) {
print (i);
if(i <N) { printSeries(i + 1, N); }
print (i);



Priklad 4

UvaZme ndsledujici algoritmus pro hledani prvku g v sefazeném poli délky

n.
1. Pokud je pole prazdné, vrat ,prvek nenalzen".

2. Porovnej g s prostfednim prvkem m.
2.1 Je-li ¢ = m, pak vrat index prosttedniho prvku.
2.2 Je-li ¢ < m, hledej v levé poloviné pole.
2.3 Je-li ¢ > m, hledej v pravé polovin& pole.

Nakreslete strom rekurzivniho voldni pro pole [1,3,8,15,42,95,107] a
dotaz g = 42. Urlete asymptotickou sloZitost algoritmu.



Strom voldni m3 jednu vétev. S kazdou dalsi trovni se velikost aktualn&
uvaZovaného kusu pole stava polovi¢ni. V k + 1 krocich dokdZeme vytesit
pole o délce a¥ 2¥. Abychom tedy vy¥esili pole o délce n, pottebujeme
1+ [logyn] krokl. Cely strom ma tedy hloubku @ (log, n). Celkova
sloZitost algoritmu je O(logn).




Priklad 5

Uvazme ndsledujici algoritmus pro ¥azeni pole délky n.

1. Sefad levou polovinu pole.

2. Serad pravou polovinu pole.

3. Zkombinuj vysledky do sefazeného pole.

Jaka je celkovd asymptoticka sloZitost, vite-li, Ze tfeti krok Ize provést v

¢+ n operacich (pro n&jakou kladnou konstantu c). Nakreslete strom
rekurzivnich volani.
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V prvni Grovni potfebujeme jedno volani o sloZitosti ¢ - n. V druhé drovni

vykondme 2 voldni, kazdé o sloZitosti ¢ - 5. Celkové tedy potfebujeme

2.c- 5 =c-n price.

Obecné v trovni k potfebujeme 2¢~1 voldni na podproblémech o velikosti
coret- Celkové tedy potfebujeme ¢ - n v kazdé drovni. V kazdé drovni
tedy YeSime dvakrat vice podproblém{ o polovi¢ni délce nez v nad¥azené

urovni.

Strom voladni ma hloubku 1 + [log, n]. Protoze v kaZdé drovni
potfebujeme vykonat ©(n) préce, je celkova sloZitost algoritmu
O(n -logn).
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Master theorem

Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty, necht f(n) je funkce a necht T'(n)
je definovano pro nezadporna celd &isla rekurenci

T(n) = a~T(%) + f(n).

Pokud f(n) € ©(n'°8*~¢) pro n&jakou konstantu & > 0, potom
T(n) € O(n'°8 ).
Pokud f(n) € ©(n!°#: %), potom
T(n) € O(n'°% *logn).
Pokud f(n) € Q(n!°8 %+<) pro n&jakou konstantu e > 0 a pokud

af(y) < cf(n) pro n&akou konstantu ¢ < 1 a viechna dostatetng&
velkd n, potom

T(n) € ©(f(n)).
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Priklad 6

UvaZme nésledujici algoritmus pro ¥azeni pole délky n.

1. Sefad levou polovinu pole.
2. Sefad pravou polovinu pole.

3. Zkombinuj vysledky do sefazeného pole.

Za uziti Mistrovské véty urlete jeho asymptotickou sloZitost, vite-li, Ze
tfeti krok lIze provést v ¢ - n operacich (pro n&jakou kladnou konstantu c).

g



Algoritmus Ize popsat rekurzivnim vztahem
T(n) :2-T(g) +c-n.
ProtoZe f(n) = c-n € ©(n'°222) = O(n), plati, Ze celkovd sloZitost je

O(n'822logn) = O(nlogn).
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Priklad 7

Necht X a Y jsou matice z R"*", kde n je p¥irozené &islo. Uvazme
nasobeni matic Z = XY. Zde plati

Zij = Zwikykj~ (1)
k=1

Jak dlouho trvd spotist sou&in dvou matic pomoci této definice.
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Vypotteni jednoho prvku matice Z pomoci rovnice (1) trvd n operaci.
Matice Z ma n x n prvki. Proto je celkova sloZitost rovnad n® € ©(n?).
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Priklad 8

Nyni uvaZzme ndsobeni matic pomoci rekurze. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze n je mocninou dvou. Pak miZeme matice ndsobit po
blocich. Pfedstavime, si Ze matice X a Y rozdélime na 4 stejné velké
podmatice

Pak mizeme vyuzit vztahu

<.y [.AE+BG  AF + BH
~ \ CE+DG ' CF +DH

pro vypolet souinu XY . Jaka je sloZitost takovéhoto rekurzivniho
algoritmu.
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Algoritmus Ize popsat rekurzivnim vztahem
T(n) :8~T(g> teonl

ProtoZe f(n) = c-n? € O(n'°828-1) = O(n?), plati, Ze celkovd slo¥itost
je
O(n'e28) = 0 (n?).
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Priklad 9

V ptedchozim pt¥ipadé jsme potfebovali 8 rekurzivnich volani funkce
nasobeni matic. Némecky matematik Volker Strassen® si v roce 1969

v8iml, Ze pokud vhodné& nasobi soutty riiznych podmatic, pak je schopny
udetfit jedno rekurzivni volani. Ozna&ime-li

P, =A(F-H) P,=(A+B)H P; =(C+D)E
P,=D(G-E) Ps;=(A+D)E+H) Psg=(B-D)(G+H)

P3 + Py . P1+P5 —P3 —P7

Jakd je asymptotickd sloZitost nasobeni matic pomoci Strassenova
algoritmu?
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Algoritmus Ize popsat rekurzivnim vztahem
T(n) = 7~T(g> teonl

ProtoZe f(n) = c¢-n? € O(n'°827-0807) = (n?), plati, Ze celkovd
sloZitost je
@(nlog2 7) — @(n2,807).
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Priklad 10

UvaZme nésledujici algoritmus pro ¥azeni pole délky n.

1. Sefad levou polovinu pole.
2. Sefad pravou polovinu pole.

3. Zkombinuj vysledky do sefazeného pole.

Lojza Patlal nedaval pozor na pfedndsce z algoritmizace a tfeti krok
naimplementoval se sloZitosti ¢ - n? operaci (pro n&jakou kladnou
konstantu c¢). Za uZiti Mistrovské véty urete asymptotickou sloZitost

algoritmu, ktery vytvofil.
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Algoritmus Ize popsat rekurzivnim vztahem
T(n) :2-T(g) +eon?

Plati f(n) = c-n? € Q(n'°822+1) = Q(n?) a

n\2 n? 1
2 (—) = — < Zn?
2 o
Diky tomu je celkova sloZitost
0(n?)
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