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Definice 1 (x=0) || (y=0)
funkce f(x,y) =
’ 2-f(x, y-1) + f(x-1,y) (x>0) && (y>0)
Y J
Otazka f(10,10) ="
- Ve N
Program int f£(int x, int y) {
N J if ( (x == 0) || (y == 0))

return 1;
return (2* £(x,y-1) + £(x-1,y));

)
print( £(10,10) );
N J
" )
[ Odpovéd J f10,10)= 127574017 ()
N J
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Jednoducha int count = 0;

analyza

public static int f(int x, int y) {
count++;
if ( (x ==0) || (y == 0))
return 1;
return (2* f£(x, y-1) + £(x-1,y));
}

xyz = £(10,10);
print (count) ;

Vysledek
[ analyzy } count =369 511 @

- Y,
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Detailngjsi analyza — strom rekurzivniho volani
N
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Detailngjsi analyza pokracuje — efektivita rekurzivniho volani
~
pocCet: volani hodnot
K f(10,10) _ ====srsssssssmsaassnra s 1 ... 1
F(9,10)  werrererneemameneneneeens 2 . 2
f(9’9) f(9’9) f(8,10) ................. 4 ------- 3
/ \ / \ / \
f(9,8) f(8,9) f(9,8) (f(8,9) (f(8,9) f(7,10) ...cvvvueen. 8  rrnns 4
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VSechny hodnoty se predpocitaji

-

static int dynArr [N+1] [N+1];

void f£illDynArr() ({

int xy, x, VY’
for (xy = 0; xy <= N; xy++)
dynArr[0] [xy] = dynArr([xy] [0] = 1;

for (y = 1; y <= N; y++)
for (x = 1; x <= N; x++)
dynArr|[y] [x] = 2*dynArr[y-1] [x] + dynArr[y] [x-1];

int £f(int x,int y) {
[ Volani funkce } return dynArr[y] [x];
}
- J
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file:///C:/Documents and Settings/berezovs/Local Settings/Temp/int ff(int x,int y) {

  return dynArr[y][x];

}



Metoda rozdél-a-panuj je vhodna pro reseni uloh, které lze
rozdelit na nezavislé podulohy:

— Rozdél ulohu na nezavislé podulohy.

— Rekurzivné vyres podulohy.

— Zkombinuj reSeni poduloh do celkového vysledku ulohy.

Dynamické programovani (DP) je vhodné pro reseni uloh, ve
kterych se podulohy prekryvaiji, t.j., resi se stejné podulohy.

Pro takové ulohy neni metoda rozdél-a-panuj vhodna, protoze
sdilené podulohy se opakovaneé (redundantné) resi znovu a
Znovu, coz muze veést na radoveé vyssi slozitost.

Metody DP si hodnoty drive vyresenych poduloh zapamatuji a
pri jejich znovuobjeveni je vyuziji.
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Termin "programovani” v souslovi “dynamické
programovani’ nema standardni vyznam vytvareni
pocitacoveho kodu.

Je odvozen z terminu “matematické programovani”, coz je
synonymum pro optimalizaci.

V této interpretaci, slovo “program” znamena optimalni Ci
prijatelny plan (rozpis, rozvrh) pro provedeni néjaké mnoziny
souvisejicich ukond.

Programovani v tomto smyslu tedy znamena metodu nalezeni
takového planu Ci rozvrhu akci.
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Definice optimalizacni ulohy: Z vice moznych reseni hledame
reseni s optimalni cenou (maximalni ¢i minimalni hodnotou).
Vytvoreni DP algoritmu pro reseni dané optimalizacni ulohy se
sklada ze 4 kroku:
— Charakterizuj strukturu optimalniho reseni.
— Rekurzivné definuj hodnotu optimalniho reseni.
— Vypocitej efektivné hodnotu optimalniho feseni:
* metodou shora dol(,
* metodou zdola nahoru.
— Zrekonstruuj strukturu optimalniho reseni z vypoctenych hodnot.

* Posledni bod odpada, pokud staci pouze cena (hodnota)
optimalniho reseni.
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Definice:

* Je dana posloupnost matic A ,A,, ... A, matice A, ma
rozméry d._; x d.. Retézové nasobeni matic (RNM) je ukol
vypocitat sou€in A=A; x A, x - -+ x A s minimalni
aritmetickou slozitosti (= cenou reseni).

* Jinymi slovy, ukolem je najit takové uzavorkovani poradi
nasobeni matic, které vede na vynasobeni s nejmensim
poctem aritmetickych operaci.

* Predpokladame klasické nasobeni matic “radky krat sloupce”.
SloZitost soucinu A, x A,,, aproximujeme vyrazemd._, - d. - d.,,

eVV/
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Poznamky:

* Nasobeni matic je asociativni, proto jakékoli uzavorkovani da spravny
vysledek A.

* Rlzné poradi nasobeni ma dramaticky vliv na aritmetickou slozitost
vypoctu.

« Pfitom kombinatoricka sloZitost RNM je exponencialni, takZe feseni
hrubou silou, zkousenim vsech moznosti, neni myslitelna.

Priklad:

 Uvazujmen=3ad,=5,d,=50,d,=10ad;=30.

* Pak uzavorkovani (A1l x A2) x A3 ma aritmetickou sloZitost 5-50-10+5 -
10 - 30 = 2500 + 1500 = 4000, zatimco:

* uzavorkovani Al x (A2 x A3) ma slozitost 50-10:-30+5-50-30 = 15000 +
7500 = 22500!!!
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Oznaéme Z(n) pocet vSech rlznych zpUsobd, jak uzavorkovat
souCin A; x A, x -+ - x A

Posloupnost matic muzeme rozdélit na dvé ¢asti hranici mezi
A .a A, prolibovolné k=1, 2,...,n-1a pak uzavorkovat
rekurzivné a nezavisle na sobé obé vzniklé podposloupnosti
A, ..., AcaA,, ... A,

Proto plati rekurentni vztah:

1 ifn=1
Z(n) = 4 I " |
1 Z(k)Z(n—Fk) ifn=>2.

Reenim jsou tzv. Catalanova &isla: Z(n) = C(n - 1):

_ 1 2n o3
C(n) = — 0 (4 —)
() fa+l(n) &
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Pocet korenovych binarnich stromu s n listy je C(n-1).

PN SN

Pocet korektnich uzavorkovani 2n zavorek je C(n).

(0D O0)) 000 () ()

Pocet zpusobdU, jak se v mrizce nxn dostat z levého dolniho do
pravého horniho rohu, aniz bychom prekrocili diagonalu nebo
se vraceli, je C(n). T
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Datové struktury a algoritmy

Prvni krok DP: Charakterizovani optimalniho
zavorkovani

@ Oznacme A; ; matici vzniklou vynasobenim 4;4,.1... 4, ¢ < j.

@ Pro kazdé optimdlni zavorkovani existuje hranice &, 1 < k < n,
takova, ze rekurzivné se zkonstruuje zavorkovani pro vypocet A; .,
pak zavorkovani pro vypocet A .1 ,, a vyslednou A = A;_,, ziskdme
vynasobenim Ay p A1 5.

o Aritmeticka slozitost RNM je tedy slozitost vypoctu A, . + slozitost
vypoctu Ay, + slozitost ndsobeni 2 matic A ;A1 n.

Lemma

Necht I je hranice optimalniho zavorkovani (s minimalni aritmetickou
slozitosti). Pak zavorkovani pro vypocet A;_}. i zavorkovani pro vypocet
A1, museji byt optimalni.

@ Dukaz. Duikaz sporem. Pokud by napr. prvni nebylo, existovalo by
zavorkovani pro Ay _j s nizsi cenou a tim by i vysledna cena byla
nizsi, coz je spor, protoze dané zavorkovani pro Ay ., je optimalni. .
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Datové struktury a algoritmy

Druhy krok DP: Rekurzivni definice ceny
optimalniho zavorkovani

@ Necht mli, j| je minimalni cena zavorkovani (=nejmensi aritmeticka
slozitost nasobeni) A;A;.;...A;, i < j. Pak plati:

{0 if i = j,
e, —
I mingcpe {mli, k] + mlk + 1, §] + diided;} if i < .

(1)
@ Oznaéme hli, j| pravé takové k, které v (1) dava minimum, Cili
mli, j] = mli, hli, j]| + m[hli, j] + 1, j] + di—1dy; j1d;.

@ Pak cena optimalniho zavorkovani je

m[L,n] = m[L AL, n]] + m[h[L,n] + 1,n] + dodniy .
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Datové struktury a algoritmy

Treti krok DP: Algoritmus vypoctu ceny
optimalniho zavorkovani

Primy rekurzivni algoritmus RECRNM(d. 1, n) realizujici vypocet m|[1, n
podle (1) nelze pouzit, protoze ma exponencialni slozitost!!!

procedure RECRNNM(d, i, j)

!

(1) if (¢ =j) then return(0);

(2)  mli, j] — +o0;

(3) for (k —itoj—1)

(4) do {¢ — RECRNM(d,i. k) + RECRNM(d, k£ + 1. )
(5) +d[i — 1] - d[k] - d[j];

(6) if (¢ < mli,j]) then { mli, j| — q; hli,j] — k}};
%7) return(m/|z, j|, hli, jl);
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Datové struktury a algoritmy

Strom rekurzivnich volani RECRNM

* Dulvod exponencidlni sloZitosti je podobny jako u rekurzivniho vypoctu
Fibonacciho Cisel.
* Celkovy pocet hodnot m[*,* ], které je tfeba vypocitat pro zjisténi hodnoty

m[1, n], je pouze pocet vSech dvojici, j takovych,ze 1 < i<j<n, cozje
2

i _(n+1y -
__(_Z)JV'”_*_ ( 2 ) = %
* Dochazi vsak masivné k opakovanému vypoctu stejnych hodnot, viz priklad
stromu rekurzivnich volani RECRNM(1, 4).

1.
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Datové struktury a algoritmy

Casova slozitost RECRNM(d, 1, n)

Lemma
Casovd slozitost t(n) béhu RECRNM(d. 1,n) je Q(2"1).

Duakaz. (Substitucni metodou.)
o Predpokladejme, ze kéd na radku (1) a (6) trva cas aspon 1.
e Pak trivialné #(1) > 1.
o Dile pron > 1jet(n) > 14+ 372 (t(k) +t(n — k) +1).
o Diky symetrii s¢itancii to je totéZ jako t(n) > n + 23 "7 #(i).
e UkaZme indukci, ze t(n) > 271
» Indukéni zaklad: T'(1) > 1 = 2Y trividlné z predpokladi.
» Indukéni krok pro n > 2:
tn)>n+2 ot = pyo@nt ) =n+2n—2>271 [
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Nerekurzivni algoritmus vypoctu ceny optim. zavorkovani
zdola nahoru.

Predpoklady:

e Vstupem je pole d[0, ..., n] rozméru matic.

e \lystupem jsou 2 pole:
— m[1,...,n,1,...,n], kam se ukladaji ceny optimalniho zavorkovani
pro vypocet A; ;,
— h[1...n-1,2...n], kam se ukladaji prislusné hodnoty hranic
optimalniho zavorkovani.

Princip:

* Systematické zaplnovani tabulky zdola nahoru pro vsechny
dvojice i, j, kde 1< i<j<n (("5") hodnot).

B6B36DSA, 2021, Lekce 12, 21/68



Datové struktury a algoritmy

procedure BorTToMUPRNM(n, d, m, h)

1

(I)for (i — 1 to n) do m|i, | < O;

(2)for (I — 2 to n)

(3) for (1 — 1ton—1+1)

(4) do{j—i+I[—1;

(5) mli, j] — +oc:

(6) for (k —itoj—1)

(7) do { ¢ — ml[i. k] + m[k +1,7] +d[i — 1] - d[k] - d[j];
5) i (q < mli, )

(9) then { m|i,j| — ¢;

(10) hli, j] — k};

(11) boon
(12)return(m[l...n,1...n[,A[1...n —1,2...n]);
}
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Datové struktury a algoritmy

Priklad behu BortomUPRNM(6, d,m, h)

h[1..5,2..6]
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Datové struktury a algoritmy

Priklad behu BortomUPRNM(6, d,m, h)

h[1..5,2..6]
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Datové struktury a algoritmy

Priklad behu BortomUPRNM(6, d,m, h)

h[1..5,2..6]
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Datové struktury a algoritmy

Priklad behu BortomUPRNM(6, d,m, h)

h[1..5,2..6]
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Datové struktury a algoritmy

Priklad behu BortomUPRNM(6, d,m, h)

h[1..5,2..6]
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Rekurzivni algoritmus (shora dolu) vypoctu ceny optimalniho
zavorkovani s tabelaci

Princip tabelace (anglicky memoization):

Algoritmus také vytvari tabulku s hodnotami reseni poduloh.

Kazda polozka tabulky je také inicializovana specialni hodnotou
Neurceno.

Ridici struktura pro zaplfiovani véak neni zaplavové plnéni zdola nahoru
jako ve varianté 1, ale poradi vyvolavané rekurzivnim algoritmem.

Prvni rekurzivné vyvolané resSeni dané podulohy provede vypocet a
vysledek ulozi do pFislusného mista v tabulce.

Nasledné opakované volani reseni téze podulohy pouze precte tuto
hodnotu z tabulky.
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Datové struktury a algoritmy

Rekurzivni algoritmus s tabelaci

procedure MMEMRECRNM(7n, d) {

(1) for (i — 1 ton)

(2) for (j — i to n) do m|i, j| < Neurceno.
(3) return(LookUpPRNM(d,1,n))}

procedure Look UPRNM(d, i, j) {

(1) if (ml]i, j| # Neurceno)

(2) then return(mli, j]);

(3) if (i = j)

(4) then mli, j| — 0

(5) else for (k —itoj—1)

(6) do {¢q — LookUPRNM(d, i, k)

(7) +LooKUPRNM(d, k+1.7) +d[i — 1] - d k] - d[j];
(8) if (¢ <mli,j]) then {mli,j] — q; hli,j| — k}};
(9) return(m/z, j|)}
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Datové struktury a algoritmy

Strom rekurzivnich volani MEMRECRNM

e Zakrouzkované uzly stromu rekurzivnich volani se nepocitaji,
ale pouze nactou z tabulky.

1...4

SHL DD OD0 ®
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Lemma:

* Oba algoritmy maji sloZitost O(n3).

Srovnani:

Algoritmus MEMRECRNM je svoji podstatou metoda shora dolU, kdezto
BotrToMUPRNM je metoda zdola nahoru.

Pokud logika vypoctu vyzaduje, aby kazda poduloha byla reSena aspon
jednou, pak BorTToMUPRNM je rychlejsi o multiplikativni konstantu.

Pravidelnost pristupu do tabulky pak uspofi ¢as i diky mensim vypadkidm
skrytych pameéti a efektivnéjsim tokim dat mezi paméti a procesorem.

Pokud rekurzivni sestup umozni, ze nékteré podulohy se vibec nevyvolaji,
pak muUze byt rychlejSi MEMRECRNM.
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e Tabulkah[l...n-1,2...n]obsahuje hodnoty hranic pro
optimalni zavorkovani pfi RNM.

 Diky Lemmatu o mozném uzavorkovani je konstrukce
optimalniho reseni trivialni - rekurzivnim sestupem.

* Na nejvyssi urovni to je h[1, n]: Nejprve rekurzivneé optimalné
vypocteme A; X ... X Ay, PAK Apry g X o X A @ vysledné
matice nakonec vynasobime.
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Datové struktury a algoritmy

Ctvrty krok DP algoritmu: Konstrukce
optimalniho reseni ulohy RNM
o Uloha RNM je pak vyfegena volanim RNM(A.n,h,1.,n).

@ Vstupni data: posloupnost matic Ay, A>...., A, a tabulka hranic
hll...n—1,2...n|.

procedure RNM (A, n. h.i.j)

{

(1) if (i <)

(2) then { X — RNM(A,n,h,i, hli,j));
(3) Y « RNM(A, n, h,hli, j] +1,5);
(4) return(XY)}

(5) else return(4;);

}
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Datové struktury a algoritmy

DYNAMICKE PROGRAMOVANI:

OPTIMALNI BINARNiI VYHLEDAVACI STROM
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-

Vyvazeny, ale ne optimalni

"

\

0.08

Ben

0.04

Hugo

0.01

Dana

0.05

Fred

0.05

Jack

0.09

Lea

0.03

Nick

0.03 0.12 0.04 0.22 0.06 0.15 0.02 0.01

Vs

Pravdépodobnost dotazu
( Klic )

/
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<
Cena jednotlivych uzl( v BVS
o J
a N
cena uzlu =
pravdépodobnost [x hloubka
1 . 0.04-1 =0.04
2 0.01-2 =0.02
3 _____. 0.05-3 =0.15
4 _____. 0.22-4 =0.88
0.22 hloubka
cena uzlu = prdmeérny pocet testll na nalezeni uzlu
\_ pfi jednom dotazu (Find) J
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klic pravdep. p; hloubka d py - dy
Ann 0.03 4 0.03 -4=0.12
Ben 0.08 3 0.08 -3=0.24
Cole 0.12 4 0.12 -4=0.48
Dana 0.01 2 0.01-2=0.02
Edna 0.04 4 0.04 -4=0.16
Fred 0.05 3 0.05 -3=0.15
Gene 0.22 4 0.22 -4=0.88
Hugo 0.04 1 0.04 -1=0.04
Irma 0.06 4 0.06 -4=0.24
Jack 0.05 3 0.05-3=0.15
Ken 0.15 4 0.15 -4 =0.60
Lea 0.09 2 0.09 -2=0.18
Mark 0.02 4 0.02 - 4=0.08
Nick 0.03 3 0.03 -3=0.09
Orrie 0.01 4 0.01-4=0.04
Cena celkem: 3.47
Cena celkem = priim. poc. testl na jednu operaci Find. )
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4 N

Struktura optimalniho BVS s danymi pravdépodobnostmi
o J
e I
0.22
0.12 | 0.15
Cole Ken
0.08 0.05 0.06 0.09
Ben Fred Irma Lea
0.04 0.03
0.03 0.04 0.05
0.01 0.02 0.01
N J
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klic pravdep. p; hloubka d Py - dy
Ann 0.03 4 0.03-4=0.12
Ben 0.08 3 0.08 -3=0.24
Cole 0.12 2 0.12-2=0.24
Dana 0.01 5 0.01 - 5=0.05
Edna 0.04 4 0.04 -4=0.16
Fred 0.05 3 0.05 -3=0.15
Gene 0.22 1 0.22 -1=0.22
Hugo 0.04 4 0.04 -4=0.16
Irma 0.06 3 0.06 -3=0.18
Jack 0.05 4 0.05-4=0.20
Ken 0.15 2 0.15-2=0.30
Lea 0.09 3 0.09 -3=0.27
Mark 0.02 5 0.02 -5=0.10
Nick 0.03 4 0.03-4=0.12
Orrie 0.01 5 0.01 - 5=0.05
Cena celkem 2.56

Zrychleni

3.47:2.56 = 1:0.74

)
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Cik ---.. CENA levého podstromu uzlu k

Cok wenee Cena pravého podstromu uzlu k

Rekurzivni
myslenka

\

J
‘ N
Pi
k-1 R
Cena = Cqp + Zpi +Cy + Zpi + Py
i=L i=k+1 )
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Malé
optimalni
podstromy
\
p
Velikost stromu
= poc. uzlt
= R-L+1
N

D T T
1 2 EEEEEEEN L EEEEEEEEEDR R SN EEEEEEEEEEEEEEEEEEESN N
QO O - - -
Nad prvky s indexy od L do R
K lze jisté vytvorit jeden optimalni podstrom. /
4 )
Mame N optimalnich podstromu velikosti 1
N-1 2
N-2 3
1 podstrom N
N Celkem mdme N * (N+1) /2 rGznych optimdlnich podstroma. )
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Datové struktury a algoritmy

Minimalizace ceny BVS

Idea rekurzivniho reseni:

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
-
...';»
[

. K v .
. DT . P ]
....................

............

1. Predpoklad : VSechny mensi optlmalnl stromy jsou znamy.

2.Zkus: k =L, L+1,L+2,...,R

k=L k=L+1 k=L+2

MBS RABRA

3. Zaregistruj index k, ktery minimalizuje cenu, tj. zaregistruj
hodnotu:

Cikt ZP. +Cyx +;1I°. + Py
1=K+

4. Kli¢ s indexem k je korenem optimalniho stromu.
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C(L,R) ...... Cena optimalniho podstromu obsahujiciho klice
s indexy L, L+1, L+2, ..., R-1, R

4 k-1 R A
C(LR) = min{ C(L, k-1) + > p; +C(k+LR)+ > p; +p,} =
L<k<R i=L i=k+1

R
= min{ C(Lk1) + Ck+LR)+ D,p; } =
i=L

L<k<R
R
(*) = min{ C(L k1) + CK+LR) }+ D p
L<k<R i=L
\ J

~
J

Hodnota k minimalizujici (*) je indexem korene optimalniho podstromu.

- J
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f B
Ceny optimalnich podstromu
pole CILIR]  (L<R)
> J
f N

R
1234 seeeennnnns » N
L 1
2
3
: L<R
10
N+1
diagonala...L=R
~ J

4 N
Koreny optimalnich podstromu
pole roots [L][R] (L<R)

o %
e )

> QTP TP PPPPTTTT PP P YRR >
1
L 2
: 3
P L<R
0
N+1
diagonala...L=R
\ J
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Cena konkrétniho optimalniho podstromu

/S L=3, R=9 }
P
-
C(L,R) =

min { C(L, k-1) + C(k+1,R) }

R
+Zpi
i=L

( L<k<R
\

C(L,R) = min{ 0+x, p3+y, a+z, b+t,

c+w, d+pg, e+0 }

P3la [ bf c|d |e
Pa X
Pg y
P6 Z
P7 t
P8 | w
Pg
0

(nuly na diagonale a pod ni )

)
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Strategie dynamického programovani
— nejprve se zpracuji nejmensi podstromy, pak vétsi, atd...

J
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-

Vypocet poli cen a koren( |
<
void optimalTree () ({
int L, R, k, size; double min;
// size =1
for (int i=0; i<=N; i++) {
C[i] [i] = pravdépodobnost[i]; R[i][1i] = i;
}
// size > 1
for (size = 2; size <= N; size++) {
L =1; R = size;
while (R <= N) {
CI[L][R] = min(C[L] [k-1]+C[k+1][R], k = L. .R);
roots[L] [R] = ‘k minimalizujici p¥edch. radek’;
C[L][R] += sum(C[i][i], 1 = L..R);
L++,; R++4+;
b o}
J
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Vybudovani optimalniho stromu pomoci pole korenu J

void buildTree (int L, int R) {
int key;
if (R < L) return;
key = roots[L] [R];
insert (root, key); // standard BST insert
buildTree( L, key-1);
buildTree( key+l, R);

}

Volani funkce buildTree vybuduje optimalni strom:

buildTree(1,N) ;
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Koreny optimalnich podstrom

7 11 11

'/

7

7 11 11 1111

/

©
©

11 11 11 11

111 11 11 11

11

9
9
0

011 11 11 11 11

U

U
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Korespondence stromu

7 .11 11

-

7

11 11 11 11

1]

11 11 11 11

0
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Datové struktury a algoritmy

Vypocet optimalniho BVS

[ Ceny optimalnich podstromu }
s ™
1-A 2-B 3-C 4-D 5-E 6-F 7-G 8-H 9-1 10-J 11-K 12-L 13-M 14-N 15-0
1-A 0.03 0.14 0.37 0.39 0.48 0.63 1.17 1.26 1.42 1.57 2.02 2.29 2.37 2.51 2.56
2-B 0 0.08 0.28 0.30 0.39 0.54 1.06 1.14 1.30 1.45 1.90 2.17 2.25 2.39 2.44
3-C 0 0 0.12 0.14 0.23 0.38 0.82 0.90 1.06 1.21 1.66 1.93 2.01 2.15 2.20
4-D 0 0 0 0.01 0.06 0.16 0.48 0.56 0.72 0.87 1.32 1.59 1.67 1.81 1.86
5-E 0 0 0 0 0.04 0.13 0.44 0.52 0.68 0.83 1.28 1.55 1.63 1.77 1.82
6-F 0 0 0 0 0 0.05 0.32 0.40 0.56 0.71 1.16 1.43 1.51 1.63 1.67
7-G 0 0 0 0 0 0 0.22 0.30 0.46 0.61 1.06 1.31 1.37 1.48 1.52
8-H 0 0 0 0 0 0 0 0.04 0.14 0.24 0.54 0.72 0.78 0.89 0.93
9-I 0 0 0 0 0 0 0 0 0.06 0.16 0.42 0.60 0.66 0.77 0.81
10-0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.05 0.25 0.43 0.49 0.60 0.64
11-K 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.15 0.33 0.39 0.50 0.54
12-1L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.09 0.13 0.21 0.24
13-M 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.02 0.07 0.09
14-N 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.03 0.05
15-0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.01
N J

Karel Richta a kol. (CVUT FEL)

Dynamické programovani
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Datové struktury a algoritmy

DYNAMICKE PROGRAMOVANI:

NEJDELSI SPOLECNA PODPOSLOUPNOST
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ove A: CBEADDEA IA| =8
posloupnosti
B: DECDBDA IB| =7
o J
N Y
Spolecna A: CBEADDEA
podposloupnost
) B D ECDIZBTVDA
C: C DA |C| =3

Y4
)

N

Nejdelsi

v s A C B EADUDZEA

spolecna
podposloupnost B: DECDG RBTUD A
(NSP, angl: LCS)

C: E DDA IC| =4
- J
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1 2 3 4 5 6 7 8
A8: CREADUDTEA

(ay, @y, ..., @)
B (by, by, ..., bp)

(C1, Cys oot ) B: DECDBTDA
Cy = LCS(A,, B,) Cy: E DDA /
Rekurzivni pravidla:
(a,=by) ==> (¢ =a,=by) & (Cy =LCS (A, g, Bryg)) }
12345678 12345678
Ay |[CBEADDE A A: |[CBEADDE@RE
B: |[DECDBDA B [DECDBD@:
¢, |[EDDA C;; |EDD#&

J
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(a,!=b,) & (¢ !=a,) ==> (C, =LCS (A, .1, B,,)) )
§
1 2 3 456 7 8 1 2 3 456 7 8
A: |CBEADDE Ag: CBEADD%
B, |DECDBD B |DECDBD
C;; |[EDD C;; |[EDD
J
(an !=bm)&(ck!=bm)==> (CkzLCS(An’Bm—l)) |
1 2 3 456 7 8 1 2 3 456 7 8
A |[CBEAD A |[CBEAD
B: |[DECDB B, |DE C Dl
C;; |ED C; [ED

J
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Rekurzivni funkce — délka NSP ]

N
0 nN=0or m=0
C(n,m) = C(n-1, m-1) +1 n>0,m>0,a,=b_,
max{ C(n-1, m), C(n, m-1) } n>0,m>0,a,#b,,
J

Strategie dynamického programovani

C[n][m] ............................... >

for (a=1; a<=n; a++)
for (b=1l; b<=m; b++)
Clal][b] = .... ;

J
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Konstrukce pole pro NSP ]

void £indLCS () {
int a, b;
for (a=1l; a<=n; a++)
for (b=1; b <= m; b++)
if (A[a] == B[b]) {
C[a]l][b] = C[a-1][b-1]+1;
arrows[a] [b] = DIAG; X
}
else
if (C[a-1][b] > C[a] [b-1]) {
C[a] [b] = C[a-1][b]’
arrows[a] [b] = UP; 4
}
else {
C[a] [b] = C[a] [b-1]~
arrows|[a] [b] = LEFT; <

} }

)
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c 0o 1 2 3 4 5 6 7
B D E C D B D A
N
oL olololololololo
NSP L
pro 1 | C|] 0 [|* DN ||
> | » — | - — |«
“CBEADDEA” 0 [*Tol 0| 1 1[N 2|2l
a 3 | E [0 [ N1t o
“DECDBDA” - - | <
A T S G L D R P P A
' - | - - -
5 | D] O |X1 1| 1Nz 2|XR3l 3
-— | - -— -—
6 | D||O K1 1 1\2 2\3 3
7 e ||o|t xo| S S5 5
-— | — | —
8 | A || 0 1t 2 2 2t 3Ra
\ J
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Vypis NSP -- rekurzivné :)

void outLCS (int a,
if ((a 0) Il (b

int b) {

0)) return;

if (arrows[a] [b] DIAG) {
outlCS(a-1, b-1);
print (A[a]) ;
}
else
if (arrows[a] [b]
outLCS (a-1,b) ;
else
outLCS (a,b-1) ;

// recursion
//... reverses the sequence!

UP)

)
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Datové struktury a algoritmy

DYNAMICKE PROGRAMOVANI:
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Firma Serling Enterprises se zabyva prodejem zeleznych tyci.
Nakupuje tyCe urcité délky, reze je na mensi délky a prodava.
Predpokladame, ze rez ma zanedbatelnou cenu. Chceme
navrhnout optimalni sadu rezu.

Jako vstup uvazujeme fadu cen p,, které si firma uctuje za tyc
délkyi(1,2,...). Problém je nalézt pro ty¢ délky n optimalni
rezy tak, aby zisk byl co nejvétsi. Pozn.: pokud by cena p, byla
dostatecné vysoka, bude optimalni vubec nerezat.

Pr.: Uvazme tabulku cen:
délka |1 12 (3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
cena 1 5 8 9 10 11 17 20 24 30

Pro tyC délky 4 je optimalni jeden fez na dvé tyce délky 2.
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Datové struktury a algoritmy

Problém rezani tyci (pokr.)

* Pokud tyC délky n rozfizneme na k kusu, pak n=i +i,+...+i,.
* Oznacme sir, zisk z takového rezu: r =p.;+p;,+...+p;,-.

1 1 1 =1 (bez rezu)

2 5 2 =2 (bez fezu)

3 8 3 =3 (bez rezu)

4 10 4=2+2

5 13 5=2+3

6 17 6 = 6 (bez rezu)

7 18 7=1+6nebo7=2+2+3
8 22 8=2+6

9 25 9=3+6

10 30 (bez rezu)
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» Zisk lze spocitat z predchozich hodnot dle vztahu:
ro=max(p,, r{=ro1 -l o FhgMe)-

 Abychom mohli spocitat reseni problém rozsahu n, musime
spocitat reseni problému velikosti n-1, n-2, atd. Navic, pokud
rozfizneme ty¢€ na dva kusy, mizeme uvazovat reseni obou
casti jako nezavisla, ze kterych pak uréime optimalni reseni
celku.

e \/ySe uvedenou rovnost lze jesté zjednodusit (uvazujeme
ro=0):

r.n = 11’2?;7(1(29"' 7ﬂn—i)
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Datové struktury a algoritmy

Rekurzivni reseni

Cut-RoD(p.n)
1 ifn==

2 return 0

3 g =—x

4 fori =1ton
5 g = max(q, pli] + CuT-ROD(p,n — 1))
6 return g

public static int cut_rod(int p[], int n) {
intq;
if (n == 0) return 0;
q = MIN_VALUE;
for (inti=1;i< n;i++){
g = Math.max(q, p[i]+cut_rod(p,n-i));
b

return q;

b

Tn)=1+) T(j).
j=0

T(n) = 2"
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r,= max (pi,rn_)

1<isn
o %
4 N\
n
r 0 1 2 3 9 10 eneens ~
KrOk 1 O 1 _ ] = esssEmsEEEEEEEEEEEEEEEEEEESR _
Krok 2 0 1 5
0 1 5 8
p . =
délka |1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
cena 1 5 3 9 10 1y 17 20 24 30
9 ; : f(9,9 | f(10,9)
10 f(O,lo) ----------------------------- f(9'10) f(lO,lO)
\_ v y J
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Datové struktury a algoritmy

4

Reseni pomoci dynamickeho
programovani
Borrom-Up-CuT-ROD(p, n)
1 let r[0..n] be a new array
2 r[0]=0
3 forj=1ton public static int bottom_up_cut_rod(int p[], int n) {
4 q=-° int q = 0; int r[] = new int[n];
5 fori = 1toj
6 q = max(q, p[i] + r[j —i]) r[0] = 0;
7 rj] = ¢ for (intj=1;j < n; j++){
8 return rfn] q = MIN_VALUE;
for (inti=1;i<j; i++){
q = Math.max(q, p[il+r[j-i]);
b
rljl = q;
b
(=) (H 1} return q;
b
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Floyduv algoritmus hledani nejkratsSich cest v grafech.
Optimalni planovani vypocetnich uloh, zadanych ¢asovymi
intervaly, ve kterych mohou bézet.

Vypocet Levenshteinovy vzdalenosti mezi 2 textovymi retézci.

Urceni zpusobu, jak nejlépe dany retézec vygenerovat pomoci
dané bezkontextové gramatiky.

Hledani nejdelsiho spolec¢ného podretézce dvou retézcd.
Optimalni triangularizace konvexniho mnohouhelniku.
Problém obchodniho cestujicicho:

— Obecny pripad v exponencidlnim, ale o(n!) ¢ase.
— Spec. pripady v polynomialnim case.
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Datové struktury a algoritmy

The End
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