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Úloha s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı

Úloha

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . ,m

� Budeme hledat podḿınky optimality pro lokálńı extrémy

funkce f vázané rovnostmi g(x) = 0

� Předpokládáme, že f i g jsou spojitě diferencovatelné
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Lineárńı omezeńı

Pokud g(x) = Ax− b, kde A ∈ Rm×n, pak řeš́ıme úlohu

min{f (x) | Ax = b}.

Tvrzeńı

Pro každý lokálńı extrém x této úlohy existuje λλλ ∈ Rm tak, že

f ′(x) = λλλTA, Ax = b.
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Úloha na nejmenš́ı normu řešeńı nehomogenńı soustavy

Hledáme řešeńı soustavy Ax = b s nejmenš́ı normou. Řeš́ıme úlohu

min
{

1
2‖x‖2 | Ax = b

}
.

Podḿınky optimality

x = ATλλλ Ax = b

Má-li A lineárně nezávislé řádky, pak optimálńım řešeńım je

x = AT(AAT)−1b.
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Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u s lineárńımi omezeńımi

Hledáme řešeńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u pro soustavu Ax = b

s lineárńımi omezeńımi Cx = d. Tedy řeš́ıme úlohu

min
{

1
2‖Ax− b‖2 | Cx = d

}
.

Podḿınky optimality[
ATA CT

C 0

][
x

λλλ

]
=

[
ATb

d

]
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Tečný vektor k množině

Př́ıpustná řešeńı úlohy s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı znač́ıme

X := {x ∈ Rn | g(x) = 0}.

Definice

Vektor v ∈ Rn je tečný k množině X v bodě x ∈ X , pokud je

v tom bodě tečným vektorem nějaké hladké ǩrivky lež́ıćı v X .
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Popis tečných vektor̊u

Tvrzeńı

Je-li vektor v ∈ Rn tečný k množině X v bodě x, pak g′(x)v = 0.

Věta

Pokud plat́ı

1. rank g′(x) = m

2. g′(x)v = 0

potom je vektor v ∈ Rn tečný k množině X v bodě x.
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Tečný a ortogonálńı prostor

V regulárńım bodě x ∈ X definujeme:

� Tečný prostor jako null g′(x)

� Ortogonálńı prostor jako (null g′(x))⊥

x X = {x | g(x) = 0 } = {x | g1(x) = · · · = gm(x) = 0 }

nullg′(x) = (span{∇g1(x), . . . ,∇gm(x)})⊥

rng g′(x)T = span{∇g1(x), . . . ,∇gm(x)}
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Podḿınky prvńıho řádu

Věta

Pokud

1. x ∈ X je lokálńı extrém funkce f na množině X

2. rank g′(x) = m

potom

∇f (x) ∈ span{∇g1(x), . . . ,∇gm(x)}.

x
X

∇f(x)

v

x
X

∇f(x)
v
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Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

Lagrangeovy multiplikátory λλλ := (λ1, . . . , λm) ∈ Rm

Lagrangeova funkce L : Rn+m → R

L(x,λλλ) := f (x) + λλλTg(x)

Podḿınky optimality

∂L(x,λλλ)

∂x
= f ′(x) + λλλTg′(x) = 0,

∂L(x,λλλ)

∂λλλ
= g(x)T = 0

Za p̌ŕıslušných p̌redpokladů existuje λλλ ∈ Rm splňuj́ıćı L′(x,λλλ) = 0,

tedy (x,λλλ) je stacionárńım bodem funkce L.
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Úskaĺı použit́ı Lagrangeových multiplikátor̊u

� Řešit vzniklou soustavu nelineárńıch rovnic může být obt́ıžné

� Podḿınky druhého řádu pro funkci f na X nelze formulovat

pomoćı definitnosti Hessiánu Lagrangeovy funkce

� Nelze naivně aplikovat numerické metody na hledáńı

stacionárńıch bodů Lagrangeovy funkce
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