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Vniťrek a hranice množiny

Nechť X ⊆ Rn. Bod x ∈ Rn je jej́ı

� vniťrńı bod, pokud existuje ε > 0 takové, že Bε(x) ⊆ X ,

� hraničńı bod, pokud pro každé ε > 0 je Bε(x) ∩ X 6= ∅
a Bε(x) ∩ (Rn \X ) 6= ∅.

Které body jsou vniťrńı a které hraničńı?

X = {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y > 0} ∪ {(1, 1)}
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Otev̌rené a uzav̌rené množiny

Nechť X ⊆ Rn. Potom X je

� otev̌rená množina, pokud každý bod X je vniťrńı bod X .

� uzav̌rená množina, pokud každý hradičńı bod X lež́ı v X .

Které množiny jsou otev̌rené a které uzav̌rené?

X = [0, 1], X = (0, 1), X = [0, 1).

Uzav̌rené množiny se zachovávaj́ı jako vzory spojitých funkćı:

� Nechť f je spojitá funkce a nechť B je uzav̌rená množina.

Potom následuj́ıćı množina je uzav̌rená

{x | f (x) ∈ B}.
� Nap̌ŕıklad {x | f (x) ≤ 0} nebo {x | f (x) = 0}.

2



Extrémy funkce na množině

Funkce f : Rn → R nabývá na množině X ⊆ Rn v bodě x ∈ X

� minima, pokud f (x) ≤ f (x′) pro všechna x′ ∈ X ,

� lokálńıho minima, pokud existuje ε > 0 tak, že f (x) ≤ f (x′)

pro všechna x′ ∈ X ∩ Bε(x).

(Lokálńı) minimum v bodě x je

� volné, pokud x je vniťrńım bodem množiny X ,

� vázané, pokud x je hraničńım bodem množiny X .
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Extrémy funkce na množině – p̌ŕıklady
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Podḿınka prvńıho řádu

Věta

Nechť X ⊆ Rn, x ∈ X je vniťrńı bod množiny X a f : Rn → R je

diferencovatelná v x. Je-li x lokálńı extrém funkce f na X , plat́ı

f ′(x) = 0.

Stacionárńı bod x ∈ Rn funkce f : Rn → R splňuje f ′(x) = 0.
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Podḿınky druhého řádu

Věta

Nechť X ⊆ Rn, x ∈ X je vniťrńı bod množiny X a f : Rn → R je

dvakrát diferencovatelná v x. Je-li x stacionárńı bod, plat́ı:

� Pokud je x lokálńı minimum, pak je Hessova matice f ′′(x)

pozitivně semidefinitńı.

� Pokud je f ′′(x) pozitivně definitńı, pak je x ostré lokálńı

minimum.

� Pokud je f ′′(x) indefinitńı, pak x neńı lokálńı extrém.

Sedlový bod x ∈ Rn funkce f : Rn → R je stacionárńı bod takový,

že f ′′(x) je indefinitńı.
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