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Fermat-Weberiv problém



Uloha na optimdlni umisténi — geometricky median

Fermat-Weberiiv problém

Pro zadané body aj,...,a, € R” hledime minimum funkce

m

)= lx—al, xeR".

i=1

e Norma je zde eukleidovskd, jsou ale i jiné moZnosti

e Pro n > 2 neexistuje vzorec pro feSeni pomoci kone¢ného
poctu operaci, nutno pouZit numerické metody

2

m
e To je v kontrastu s minimalizaci funkce f(x) = > [|x — aj|
i=1

0 2] 1 —m .
kde je ¥edenim => 7, a;



Analytické vlastnosti

m
e Funkce f(x) = > ||x — a;|| je konvexni (souZet konv. funkci)
i=1

e Gradient je Vf(x) = > Hiz:{H pro x # a;
i=1 '

e Pomoci konvexni analyzy Ize ukdzat, Ze minimum funkce f

existuje a plati ndsledujici véta
Véta
Necht body ai,...,a, neleZ na spole¢né p¥imce.

e Existuje jediny bod minima x* funkce f

e Pokud x* # a; spliiuje Z HX* o H =0, pak je bodem minima



P¥ipad n =1

Uloha
Pro zadana ¢isla a1, ..., am € R hleddme minimum funkce
m
f(x)= E |x — ai, x€eR.
i=1
Regenim je Cisel ai, ..., am.

Funkce f proa; =1,a =3, a3 =7



P¥ipad (1) pron=2a m=3

e Funkce f pro a; = (0,0), a2 = (2,0), a3 = (—1,1)
e Minima se nabyva v bod€& aj, kde funkce nema derivaci

e V trojuhelniku Aajasas je thel u vrcholu a; vétsi nez 120°




P¥ipad (2) pron=2a m=3

e Funkce f pro a; = (0,0), ax = (3,0), a3 = (1,4)
e Minima se nabyva v bod€& uvnit¥ trojihelnika Aajasas, ktery
ma v8echny uhly ostré




Obecny pfipad pro n=2a m=3

P¥edpoklad: body ai,as, a3 € R? nele# na pfimce

Trojuhelnik Aajazaz ma ahel vétsi nez 120°

ReSenim je vrchol a;, u néhoz je dhel vétsi nez 120°

Trojahelnik Aajaraz ma uhly mensi nez 120°

Regenim je trojuhelnika Aajajzas, tj. bod ze
kterého jsou “vidét” vSechny strany pod thlem 120°



Numericky vypocet geometrického medianu

e Geometricky nahled na situaci v R? nepomiize v tom, jak

v

FeSeni Fermat-Weberova problému najit v R” pro m bodi
e lterani metoda na vypolet FeSeni je zaloZena na pozorovani,
m

Ze podminka Vf(x) = z = a"‘ = 0 je ekvivalentni

Tx—a]

T(x) =x

kde T(x) == sy Z TRmar]

e Tedy hleddme tzv. pevny bod zobrazeni 7: R" — R"



Weiszfeldova metoda

PP T S
= STk —al 2 x—ai
Weiszfeld (1937)
1. Inicializace: xg € R", xg #a;, i=1,...,m

2. Krok: xx11 = T(xk), k=0,1,...

de o gradientni metodu s délkou kroku (wm—it—

* Jde o gradientni metodu u kroku (s =)

e PYedpokladame, Ze body ai,...,a, nelezi na pfimce

e Posloupnost xg, X1, ... za rozumnych podminek konverguje ke
geometrickému medidnu



Nekonvexni ulohy




Nekonvexni uloha s konvexnim polynomem

Optimalizaéni dloha
n n
max Zx,z za podminek Zoz,-x,- =0, xe[-1,1]"
i=1 j

i=1

Ekvivalentni rozhodovaci tloha Set-Partitioning
Lze danou n-tici (a1,...,an) € N7 rozdélit na 2 €asti se stejnym
souctem, neboli existuje x € {—1,1}" spliujici Y7 ; ajx; = 07

Jde o NP-téZkou optimalizaéni dlohu.



Nekonvexni uloha — shlukovani

e Pro zadanych m bodi ay,...,a, € R" hleddme k shluki C;
popsanych prototypem x; € R”,

Ci={ai | llai — x;|| < |la; —x|| Vi, ¢},

tak, aby soulet vzddlenosti k prototypdm byl minimalni
e Minimalizujeme tak funkci

m

k
f(Xl, . ,Xk) = ZSTE?Ha, — XJH
i=1"

na mno¥in& vektordi (xg, ..., xx) € Rk

Jde o NP-tézkou tlohu.
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Snadna nekonvexni uloha

Minimalizujeme kvadratickou formu na jednotkové sféfe:

Véta (Courant—Fischer)

Nechf B € R™*™ je symetrickd matice a sefadme jeji vlastni &isla
vzestupné, A\; < --- < \,,. Potom plati

AL =min{x"Bx | x e R™, ||x|| =1}

a minima se nabyva pro vlastni vektor v; odpovidajici ;.
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