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Fermat-Weber̊uv problém



Úloha na optimálńı uḿıstěńı – geometrický medián

Fermat-Weber̊uv problém

Pro zadané body a1, . . . , am ∈ Rn hledáme minimum funkce

f (x) =
m∑
i=1

‖x− ai‖, x ∈ Rn .

• Norma je zde eukleidovská, jsou ale i jiné možnosti

• Pro n ≥ 2 neexistuje vzorec pro řešeńı pomoćı konečného

počtu operaćı, nutno použ́ıt numerické metody

• To je v kontrastu s minimalizaćı funkce f (x) =
m∑
i=1
‖x− ai‖2,

kde je řešeńım těžǐstě 1
m

∑m
i=1 ai
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Analytické vlastnosti

• Funkce f (x) =
m∑
i=1
‖x− ai‖ je konvexńı (součet konv. funkćı)

• Gradient je ∇f (x) =
m∑
i=1

x−ai
‖x−ai‖ pro x 6= ai

• Pomoćı konvexńı analýzy lze ukázat, že minimum funkce f

existuje a plat́ı následuj́ıćı věta

Věta

Nechť body a1, . . . , am nelež́ı na společné p̌ŕımce.

• Existuje jediný bod minima x∗ funkce f

• Pokud x∗ 6= ai splňuje
m∑
i=1

x∗−ai
‖x∗−ai‖ = 0, pak je bodem minima
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Př́ıpad n = 1

Úloha

Pro zadaná č́ısla a1, . . . , am ∈ R hledáme minimum funkce

f (x) =
m∑
i=1

|x − ai |, x ∈ R .

Řešeńım je medián č́ısel a1, . . . , am.

Funkce f pro a1 = 1, a2 = 3, a3 = 7
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Př́ıpad (1) pro n = 2 a m = 3

• Funkce f pro a1 = (0, 0), a2 = (2, 0), a3 = (−1, 1)

• Minima se nabývá v bodě a1, kde funkce nemá derivaci

• V trojúhelńıku 4a1a2a3 je úhel u vrcholu a1 věťśı než 120◦
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Př́ıpad (2) pro n = 2 a m = 3

• Funkce f pro a1 = (0, 0), a2 = (3, 0), a3 = (1, 4)

• Minima se nabývá v bodě uvniťr trojúhelńıka 4a1a2a3, který

má všechny úhly ostré

5



Obecný p̌ŕıpad pro n = 2 a m = 3

Předpoklad: body a1, a2, a3 ∈ R2 nelež́ı na p̌ŕımce

Trojúhelńık 4a1a2a3 má úhel věťśı než 120◦

Řešeńım je vrchol ai , u něhož je úhel věťśı než 120◦

Trojúhelńık 4a1a2a3 má úhly menš́ı než 120◦

Řešeńım je Torricelliho bod trojúhelńıka 4a1a2a3, tj. bod ze

kterého jsou “vidět” všechny strany pod úhlem 120◦

6



Numerický výpočet geometrického mediánu

• Geometrický náhled na situaci v R2 nepomůže v tom, jak

řešeńı Fermat-Weberova problému naj́ıt v Rn pro m bodů

• Iteračńı metoda na výpočet řešeńı je založena na pozorováńı,

že podḿınka ∇f (x) =
m∑
i=1

x−ai
‖x−ai‖ = 0 je ekvivalentńı

T (x) = x

kde T (x) := 1∑m
i=1‖x−ai‖

m∑
i=1

ai
‖x−ai‖

• Tedy hledáme tzv. pevný bod zobrazeńı T : Rn → Rn
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Weiszfeldova metoda

T (x) :=
1∑m

i=1‖x− ai‖

m∑
i=1

ai

‖x− ai‖

Weiszfeld (1937)

1. Inicializace: x0 ∈ Rn, x0 6= ai , i = 1, . . . ,m

2. Krok: xk+1 := T (xk), k = 0, 1, . . .

• Jde o gradientńı metodu s délkou kroku ( 1∑m
i=1‖xk−ai‖

)−1

• Předpokládáme, že body a1, . . . , am nelež́ı na p̌ŕımce

• Posloupnost x0, x1, . . . za rozumných podḿınek konverguje ke

geometrickému mediánu
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Nekonvexńı úlohy



Nekonvexńı úloha s konvexńım polynomem

Optimalizačńı úloha

max
n∑

i=1

x2
i za podḿınek

n∑
i=1

αixi = 0, x ∈ [−1, 1]n

Ekvivalentńı rozhodovaćı úloha Set-Partitioning

Lze danou n-tici (α1, . . . , αn) ∈ Nn rozdělit na 2 části se stejným

součtem, neboli existuje x ∈ {−1, 1}n splňuj́ıćı
∑n

i=1 αixi = 0?

Jde o NP-těžkou optimalizačńı úlohu.
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Nekonvexńı úloha – shlukováńı

• Pro zadaných m bodů a1, . . . , am ∈ Rn hledáme k shluk̊u Cj
popsaných prototypem xj ∈ Rn,

Cj = {ai | ‖ai − xj‖ ≤ ‖ai − x`‖ ∀i , `},

tak, aby součet vzdálenost́ı k prototypům byl minimálńı

• Minimalizujeme tak funkci

f (x1, . . . , xk) =
m∑
i=1

k
min
j=1
‖ai − xj‖

na množině vektor̊u (x1, . . . , xk) ∈ Rkn

Jde o NP-těžkou úlohu.
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Snadná nekonvexńı úloha

Minimalizujeme kvadratickou formu na jednotkové sfé̌re:

Věta (Courant–Fischer)

Nechť B ∈ Rm×m je symetrická matice a sěraďme jej́ı vlastńı č́ısla

vzestupně, λ1 ≤ · · · ≤ λm. Potom plat́ı

λ1 = min {xTBx | x ∈ Rm, ‖x‖ = 1}

a minima se nabývá pro vlastńı vektor v1 odpov́ıdaj́ıćı λ1.
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Nonlinear optimization. Springer, 2019.

A. Beck and S. Sabach. Weiszfeld’s method: Old and new

results. Journal of Optimization Theory and Applications,

164(1):1–40, 2015.

12


	Fermat-Weberuv problém
	Nekonvexní úlohy

