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Konvexni optimalizace

Definice

Necht funkce f: R” — R je konvexni na konvexni mnoZin&
X C R". je optimaliza¢ni tloha

min f(x) za podminky x € X.

Konvexni tlohu vy¥e$ime nalezenim lokalniho minima!

Véta

Necht funkce f: R" — R je konvexni na konvexni mnoZin&

X C R". Pak kazdé lokalni minimum funkce f na X je globalni.



Konvexni optimalizaéni dloha ve standardnim tvaru

e f: R” — R je konvexni
® gi,...,8m: R" — R jsou konvexni

e hi,...,hy: R" — R jsou afinni
Maticové: min{f(x) | x € R",g(x) < 0,h(x) =0}

min  f(xq,...,Xp)

za podminek gi(x1,...,x,) <0, i=1,....m
hi(x1,...,x0) =0, i=1,....¢

X1,--.,Xp €ER



Tt¥idy konvexnich optimaliza¢nich dloh

e Linedrni programovani
f,gi, h; afinni
e Kvadratické programovanf

f konvexni kvadraticka a g;, h; afinni

e Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi

f, gi konvexni kvadratické a h; afinni

e Programovani na kuzelu druhého ¥adu



Kvadratické programovani

e f je kvadraticka

e g;, h; jsou afinni

Maticové

e AcR™" peR"
e CcR™" decR™
e EcR*" fecR!

min  x'Ax + b'x
za podminek Cx <d
Ex="f

Je to konvexni tloha, pravé kdyZ A je pozitivné semidefinitni.



Kvadratické programovani — ptiklady konvexnich uloh

ReZeni preuréené soustavy Ax = b
min{||Ax — b||3 | x € R"}

Lze prevést na FeSeni soustavy linedrnich rovnic.

Reseni preuréené soustavy Ax = b s linedarnimi omezenimi
min{||Ax — b||3 | Cx = d, x € R"}

Lze pfevést na feSeni soustavy linedrnich rovnic.

Reseni preurcené soustavy Ax = b s intervalovymi omezenimi

min{|[Ax — b3 | c < x < d, x € R"}



Kvadratické programovani — Support vector machines (SVM)

Pro m bodi (x;,y;) € R" x{—1,1} hleddme oddé&lujici nadrovinu.
Tedy hleddme a € R" a b € R tak, aby

vi(a™x; — b) > 0, i=1,...,m.

Vyd&lenim (a, b) vhodnym kladnym &islem je to ekvivalentni

y,-(aTx,-—b)zl, i=1,...,m.

2/|a|2\"'”‘

min{||]a]|3 | y;(@"x; — b) > 1, i=1,...,m} 6



Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi

e f,g; jsou kvadratické
e h; jsou afinni

Je to konvexni dloha, pravé kdyz jsou funkce f a g;j konvexni.

Kam umistit zachrannou stanici?

Hleddme lokaci x € R? pro zachrannou sluzbu tak, aby nejdelsi
vzddlenost k mistim ai,...,a,m € R? byla minimalni:

Minimalizuj m”51x||x —aj|l2 zp. x € R?
=
Ekvivalentné — hleddme nejmensi kruh obsahujici zadané body:

Minimalizuj y zp. |[x—ai3<y, i=1,...,m.



Programovani na kuZelu druhého fadu

e fahy, ..., hyjsou afinni
e gi(x)=||Aix+bj]2—(cfx+d))proi=1,....m
e Podminka gi(x) < 0 znamend (A;x + b;, ¢/ x + d;) € KJ, kde

Ky = {(x,y) € R™™ | |x|]2 < y}

je epigraf eukleidovské normy (tzv. kuZel druhého fadu)

Maticové (pro ¢ = 0)

e ecR”
min  e'x o A; c R" " b; € R"
za podm. ||[Aix+ bl < ¢/ x+ d; ec,eR" deR



Programovani na kuZelu druhého ¥adu — geometricky median

Ktery bod minimalizuje soucet vzdalenosti od danych boda?

Fermat-Weberiv problém

Pro body ay,...,a, € R"” najdéte minimum funkce
m
f(x) =) _lx—aill2.
i=1

To je ekvivalentni tloze

min z1+ -+ zm

za podminek |x—ail2 <z, i=1,...,m.
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