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ČVUT v Praze



Konvexńı optimalizace

Definice

Nechť funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině

X ⊆ Rn. Úloha konvexńı optimalizace je optimalizačńı úloha

min f (x) za podḿınky x ∈ X .

Konvexńı úlohu vy̌reš́ıme nalezeńım lokálńıho minima!

Věta

Nechť funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině

X ⊆ Rn. Pak každé lokálńı minimum funkce f na X je globálńı.

1



Konvexńı optimalizačńı úloha ve standardńım tvaru

• f : Rn → R je konvexńı

• g1, . . . , gm : Rn → R jsou konvexńı

• h1, . . . , h` : Rn → R jsou afinńı

Maticově: min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0}

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , `

x1, . . . , xn ∈ R
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Tř́ıdy konvexńıch optimalizačńıch úloh

• Lineárńı programováńı

f , gi , hi afinńı

• Kvadratické programováńı

f konvexńı kvadratická a gi , hi afinńı

• Kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńımi

f , gi konvexńı kvadratické a hi afinńı

• Programováńı na kuželu druhého řádu
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Kvadratické programováńı

• f je kvadratická

• gi , hi jsou afinńı

Maticově

min xTAx + bTx

za podḿınek Cx ≤ d

Ex = f

• A ∈ Rn×n, b ∈ Rn

• C ∈ Rm×n, d ∈ Rm

• E ∈ R`×n, f ∈ R`

Je to konvexńı úloha, právě když A je pozitivně semidefinitńı.
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Kvadratické programováńı – p̌ŕıklady konvexńıch úloh

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b

min{‖Ax− b‖2
2 | x ∈ Rn}

Lze p̌revést na řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b s lineárńımi omezeńımi

min{‖Ax− b‖2
2 | Cx = d, x ∈ Rn}

Lze p̌revést na řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b s intervalovými omezeńımi

min{‖Ax− b‖2
2 | c ≤ x ≤ d, x ∈ Rn}
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Kvadratické programováńı – Support vector machines (SVM)

Pro m bodů (xi , yi ) ∈ Rn×{−1, 1} hledáme odděluj́ıćı nadrovinu.

Tedy hledáme a ∈ Rn a b ∈ R tak, aby

yi (aTxi − b) > 0, i = 1, . . . ,m.

Vyděleńım (a, b) vhodným kladným č́ıslem je to ekvivalentńı

yi (aTxi − b) ≥ 1, i = 1, . . . ,m.

aTx− b = −1

aTx− b = 1

2/‖a‖2

min {‖a‖2
2 | yi (aTxi − b) ≥ 1, i = 1, . . . ,m} 6



Kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńımi

• f , gi jsou kvadratické

• hi jsou afinńı

Je to konvexńı úloha, právě když jsou funkce f a gi konvexńı.

Kam uḿıstit záchrannou stanici?

Hledáme lokaci x ∈ R2 pro záchrannou službu tak, aby nejdeľśı

vzdálenost k ḿıst̊um a1, . . . , am ∈ R2 byla minimálńı:

Minimalizuj
m

max
i=1
‖x− ai‖2 z.p. x ∈ R2

Ekvivalentně – hledáme nejmenš́ı kruh obsahuj́ıćı zadané body:

Minimalizuj y z.p. ‖x− ai‖2
2 ≤ y , i = 1, . . . ,m.
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Programováńı na kuželu druhého řádu

• f a h1, . . . , h` jsou afinńı

• gi (x) = ‖Aix + bi‖2 − (cT
i x + di ) pro i = 1, . . . ,m

• Podḿınka gi (x) ≤ 0 znamená (Aix + bi , c
T
i x + di ) ∈ Kn

2 , kde

Kn
2 := {(x, y) ∈ Rn+1 | ‖x‖2 ≤ y}

je epigraf eukleidovské normy (tzv. kužel druhého řádu)

Maticově (pro ` = 0)

min eTx

za podm. ‖Aix + bi‖2 ≤ cT
i x + di

• e ∈ Rn

• Ai ∈ Rni×n, bi ∈ Rni

• ci ∈ Rn, di ∈ R
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Programováńı na kuželu druhého řádu – geometrický medián

Který bod minimalizuje součet vzdálenost́ı od daných bodů?

Fermat-Weber̊uv problém

Pro body a1, . . . , am ∈ Rn najděte minimum funkce

f (x) =
m∑
i=1

‖x− ai‖2.

To je ekvivalentńı úloze

min z1 + · · ·+ zm

za podḿınek ‖x− ai‖2 ≤ zi , i = 1, . . . ,m.
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Nonlinear optimization. Springer, 2019.

10


