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Celoč́ıselné lineárńı programováńı (ILP)

Celoč́ıselný LP

min{cTx | Ax ≥ b, x ∈ Zn}

LP s binárńımi proměnnými

min{cTx | Ax ≥ b, x ∈ {0, 1}n}

LP relaxace posledńı úlohy je úloha

min{cTx | Ax ≥ b, x ∈ [0, 1]n}

• Je-li původńı úloha p̌ŕıpustná, LP relaxace je také p̌ŕıpustná

• Optimálńı hodnota LP relaxace je dolńım odhadem optimálńı

hodnoty původńı úlohy
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Integrality gap

Mezera celoč́ıselnosti je rozd́ıl mezi pravou a levou stranou:

min{cTx | Ax ≥ b, x ∈ [0, 1]n} ≤ min{cTx | Ax ≥ b, x ∈ {0, 1}n}

Optimálńı řešeńı LP relaxace

• Jen výjimečně je to i optimálńı řešeńı původńı úlohy

• Někdy umožńı sestrojit řešeńı s požadovanou p̌resnost́ı

• Pro některé úlohy je opt. hodnota LP relaxace nicněŕıkaj́ıćı
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Př́ıklad

Hledáme vzájemně jednoznačné p̌rǐrazeńı učitel̊u k p̌redmět̊um,

které bude maximalizovat skóre:

V. Chvátal. Linear Programming. 1983.
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Přǐrazovaćı problém

• Jsou zadány 2 množiny n objekt̊u a ceny cij za jejich spárováńı

• Přǐrazeńı reprezentujeme permutačńı matićı o složkách xij

• Hledáme p̌rǐrazeńı minimalizuj́ıćı celkovou cenu

Assignment Problem s binárńımi proměnnými xij ∈ {0, 1}

min
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij

za podḿınek
n∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n
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LP relaxace p̌rǐrazovaćıho problému

V relaxované úloze je hledané p̌rǐrazeńı vyjáďreno pomoćı dvojitě

stochastické matice o složkách xij .

Assignment Problem s reálnými proměnnými xij ∈ [0, 1]

min
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij

za podḿınek
n∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n
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Optimálńı řešeńı p̌rǐrazovaćıho problému

Věta

Pro p̌rǐrazovaćı problém plat́ı:

1. LP relaxace i původńı úloha maj́ı stejnou optimálńı hodnotu

2. Mezi optimálńımi řešeńımi LP relaxace existuje celoč́ıselné

Je to důsledek Birkhoff–von Neumannovy věty:

• Množina všech dvojitě stochastických matic X ∈ Rn×n je

omezený konvexńı polyedr v Rn2

• Extremálńı body toho polyedru jsou permutačńı matice
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Př́ıklad – optimálńı p̌rǐrazeńı učitel̊u k p̌redmět̊um (Julia)

Optimálńı řešeńı
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1


Optimálńı hodnota 38
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Nejmenš́ı vrcholové pokryt́ı

Kolik hĺıdač̊u muśıme uḿıstit do vrchol̊u grafu, aby byla

každá hrana monitorována?

Vrcholové pokryt́ı neorientovaného grafu (V ,E ) je podmnožina

X ⊆ V taková, že každá hrana má aspoň jeden vrchol v X .

Minimal Vertex Cover s proměnnými xi ∈ {0, 1}, kde i ∈ V

min
∑
i∈V

xi

za podḿınek xi + xj ≥ 1, {i , j} ∈ E
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LP relaxace nejmenš́ıho vrcholového pokryt́ı

Úloha s proměnnými xi ∈ [0, 1], kde i ∈ V

min
∑
i∈V

xi

za podḿınek xi + xj ≥ 1, {i , j} ∈ E

• Na p̌ŕıkladu úplného grafu nad 3 vrcholy je vidět, že

dostaneme kladnou mezeru celoč́ıselnosti

• Optimálńı hodnota původńı úlohy je totiž 2, ale optimálńı

hodnota relaxované úlohy je 1.5
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LP relaxace nejmenš́ıho vrcholového pokryt́ı – vlastnosti

• y∗ je optimálńı hodnota původńı úlohy

• xi (i ∈ V ) optimálńı řešeńı relaxované úlohy, y :=
∑

i∈V xi

• Dol̊u zaokrouhlené řešeńı relaxované úlohy x̄i := bxi + 1
2c

je p̌ŕıpustné pro původńı úlohu, ȳ :=
∑

i∈V x̄i

Přestože neznáme y∗, jsme schopni posoudit kvalitu aproximace:

Tvrzeńı

Pro každý graf (V ,E ) plat́ı y∗ ≤ ȳ ≤ 2y∗ a y∗ ≥ y ≥ 1
2y
∗.
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Nejvěťśı nezávislá množina

Kolik mohu pozvat na party rozhádaných kamarád̊u, abych

nezkazil zábavu?

Podmnožina X ⊆ V neorientovaného grafu (V ,E ) je nezávislá,

pokud žádné dva vrcholy z X nejsou spojeny hranou.

Maximum Independent Set s proměnnými xi ∈ {0, 1}, i ∈ V

max
∑
i∈V

xi

za podḿınek xi + xj ≤ 1, {i , j} ∈ E
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LP relaxace – nejvěťśı nezávislá množina

Maximum Independent Set s proměnnými xi ∈ [0, 1], i ∈ V

max
∑
i∈V

xi

za podḿınek xi + xj ≤ 1, {i , j} ∈ E

• Relaxace má p̌ŕıpustné řešeńı xi = 1
2 (i ∈ V ) o hodnotě 1

2 |V |
• Tedy optimálńı hodnota LP relaxace splňuje y ≥ 1

2 |V |
• Ovšem nap̌r. pro úplný graf je optimálńı hodnota původńı

úlohy y∗ = 1, tedy mezera celoč́ıselnosti je ≥ 1
2 |V | − 1
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Nejvěťśı nezávislá množina – neaproximovatelnost

• Velikost maximálńı nezávislé množiny nelze efektivně

aproximovat pomoćı algoritmu s garanćı nezávislou na

velikosti grafu

• Jde o tzv. APX-těžkou úlohu

Věta

Pro každé ε > 0 je NP-těžké naj́ıt p̌ŕıpustné řešeńı x̄i ∈ {0, 1}
(i ∈ V ) splňuj́ıćı ∑

i∈V
x̄i ≥

y∗

ε
.
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Daľśı úlohy

• Problém obchodńıho cestuj́ıćıho

• Toky v śıt́ıch

• Problém batohu

• Rozvrhováńı

Sḿı̌sené celoč́ıselné programováńı (MILP)

min
{

cTx + dTy | Ax + By ≥ b, x ∈ Zn1 , y ∈ Rn2

}
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Algoritmy pro řešeńı celoč́ıselných úloh

Úloha celoč́ıselného programováńı je NP-těžká. Nejpouž́ıvaněǰśı

algoritmy obvykle využ́ıvaj́ı v některém kroku lineárńı

programováńı, pro nějž existuje polynomiálńı algoritmus.

• Metoda větv́ı a meźı (branch and bound)

• Metoda sečných nadrovin
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