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2021 LS

Fakulta elektrotechnická
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Př́ıklad: Minimum z daných č́ısel

min c1x1 + · · ·+ cnxn max y

za podm. x1 + · · ·+ xn = 1 za podm. y ∈ R
xi ≥ 0 y ≤ ci ∀i

min cTx max y

za podm. 1Tx = 1 za podm. y ∈ R
x ≥ 0 y1 ≤ c

• Silná dualita: optimálńı hodnota primáru i duálu je min{c1, . . . , cn}
• Slabá dualita: c1x1 + · · ·+ cnxn ≥ min{c1, . . . , cn} ≥ y

• Komplementarita: optimálńı x∗, y∗ splňuj́ı pro každé i

x∗i = 0 nebo y∗ = ci
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Význam duálńıch proměnných pro výrobńı program

Primárńı úloha s proměnnými x = (x1, . . . , xn)

• c = (c1, . . . , cn) je vektor jednotkových zisk̊u z prodeje výrobk̊u

• Pro materiál i udává i-tý řádek matice A jednotkové spoťreby

• b = (b1, . . . , bm) udává disponibilńı množstv́ı jednotlivých materiál̊u

Maximalizuj celkový zisk cTx za podḿınek Ax ≤ b, x ≥ 0

Duálńı úloha s proměnnými y = (y1, . . . , ym)

• Proměnná yi udává jednotkovou cenu materiálu i

• Pro výrobek j udává j-tý řádek matice AT materiálovou náročnost

Minimalizuj celkové náklady bTy za podḿınek ATy ≥ c, y ≥ 0
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Př́ıklad: Výroba luṕınk̊u a hranolk̊u z brambor a oleje

max 120l + 76h min 100a + 16b

z. p. 2l + 1.5h ≤ 100 z. p. a ≥ 0

0.4l + 0.2h ≤ 16 b ≥ 0

l ≥ 0 2a + 0.4b ≥ 120

h ≥ 0 1.5a + 0.2b ≥ 76

Interpretace

• a, b jsou jednotkové ceny brambor a oleje

• Překupńık se ptá: Jaké nejnižš́ı ceny mohu nab́ıdnout, aby mi

výrobce prodal své zásoby surovin?

• Optimálńı řešeńı jsou (l∗, h∗) = (20, 40), (a∗, b∗) = (32, 140)

• Slabá duality: 120l + 76h ≤ 100a + 16b

• Silná dualita: optimálńı hodnota 5440 vyjaďruje rovnováhu
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Fyzikálńı interpretace: Ḿıček v mnohostěnu

0 cTx = 0

a3

a1
a2

x∗

c

min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ Rn }

= max{bTy | ATy = c, y ≥ 0 }

• Mı́ček v poloze x je uvniťr mnohostěnu: Ax ≥ b

• Potenciálńı energie cTx je minimálńı v bodě x∗

• Rovnováha sil na ḿıček (ḿıček se nehýbe): c =
∑

i y
∗
i ai = ATy∗

• Śıly stěn působ́ı dovniťr mnohostěnu: y∗i ≥ 0

• Když aT
i x∗ > bi (ḿıček se stěny i nedotýká), śıla stěny na ḿıček je

y∗i = 0. Proto y∗i (aT
i x∗ − bi ) = 0 (komplementarita)
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Duálńı proměnné a citlivost primárńı úlohy

Funkce f vyjaďruje závislost optimálńı hodnoty na pravé straně b:

f (b) := min{cTx | Ax ≥ b, x ≥ 0} = max{bTy | ATy ≤ c, y ≥ 0}

Věta

Nechť má duálńı úloha pro nějaké b jediné optimálńı řešeńı y∗. Pak je

f na nějakém okoĺı bodu b diferencovatelná a f ′(b) = y∗T .

y∗

ATy ≤ c, y ≥ 0

b
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Př́ıklad

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.4

02

max 3

.01

y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.4

02

2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3

.01

0.2 = y1 ≥ 0

x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0

−x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0

x1 ≥ 0 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

x2 ≥ 0 y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

x3 ≥ 0 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6

f (b) = bTy∗ = (3

.01

, 1, 3, −1)T (0.2, 0, 1.6, 0) = 5.4

02
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Př́ıklad
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