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2021 LS

Fakulta elektrotechnická
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Co zat́ım v́ıme o úloze LP?

• Každý lineárńı program lze p̌revést do rovnicového tvaru

min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }

• Konvexńı polyedr {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 } neobsahuje p̌ŕımku,

proto má extremálńı bod

• Má-li lineárńı funkce polyedru minimum, lež́ı v extremálńım bodě

Nauč́ıme se efektivně generovat extremálńı body.
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Báze a bázová řešeńı

Předpokládáme, že na vstupu je konvexńı polyedr

{ x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 },

kde A ∈ Rm×n a rank A = m.

• Báze je m-prvková množina J ⊆ {1, . . . , n} taková, že sloupce

matice A s indexy J jsou lineárně nezávislé

• Bázové řešeńı p̌ŕıslušné bázi J je řešeńı x soustavy Ax = b takové,

že xj = 0 pro všechna j /∈ J. Ř́ıkáme, že je

• p̌ŕıpustné, pokud x ≥ 0,

• degenerované, pokud má vektor x méně než m nenulových složek.
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Př́ıklad

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

•
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Př́ıklad

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

• {2, 3, 5} neńı báze (sloupce jsou lineárně závislé)
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Př́ıklad

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

x = 3 0 0 4 1 0

• {1, 4, 5} je báze. Bázové řešeńı x je řešeńım soustavy−1 1 0

1 0 1

−1 1 1


x1

x4

x5

 =

1

4

2

 , x2 = x3 = x6 = 0.

Je p̌ŕıpustné, neńı degenerované.
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Př́ıklad

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

x = 4 −1 0 6 0 0

• {1, 2, 4} je báze. Bázové řešeńı je nep̌ŕıpustné, neńı degenerované.
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Př́ıklad

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

x = 0 0 1 −2 0 0

• {3, 4, 5} je báze. Bázové řešeńı je nep̌ŕıpustné a degenerované.
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Př́ıklad

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

x = 0 0 1 −2 0 0

• Stejné bázové řešeńı odpov́ıdá bázi {3, 4, 6}.
Degenerované bázové řešeńı odpov́ıdá v́ıce než jedné bázi!
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Báze a extremálńı body

Tvrzeńı

Pro { x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 } jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı:

• Bod x je p̌ŕıpustné bázové řešeńı.

• Bod x je extremálńı.

Báze jsou sousedńı, pokud maj́ı společných m − 1 prvk̊u.

• Sousedńı báze odpov́ıdaj́ı dvěma extremálńım bodům spojených

hranou anebo jedinému degenerovanému extremálńımu bodu

• Simplexová metoda p̌recháźı mezi sousedńımi bázemi, p̌ričemž

zachovává p̌ŕıpustnost řešeńı a účelová funkce neroste
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Standardńı báze

Simplexová metoda použ́ıvá jen standardńı báze:

• Nenulové složky bázového řešeńı x jsou jednoduše složky b

• Tedy bázové řešeńı x je p̌ŕıpustné, právě když b ≥ 0

0 2 6 1 0 4 4[
A b

]
= 1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

Bázové řešeńı p̌ŕıslušné standardńı bázi {1, 4, 5} je řešeńım soustavy0 1 0

1 0 0

0 0 1


x1

x4

x5

 =

4

3

1

 , x2 = x3 = x6 = 0
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Stavebńı kameny algoritmu



Přechod k sousedńı standardńı bázi

• Řádek matice
[
A b

]
vynásob nenulovým č́ıslem

• K řádku matice
[
A b

]
p̌ričti lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u

Chceme bázový sloupec j ′ ∈ J nahradit nebázovým sloupcem j /∈ J:

• Pivot je prvek (i , j), kde i je řádek splňuj́ıćı aij′ = 1

• Proveď ekvivalentńı úpravu kolem pivotu (i , j), tj.

nastav aij = 1 a ai ′j = 0 pro každé i ′ 6= i :

1. Vyděl řádek i pivotem aij .

2. Pro každé i ′ 6= i odečti ai′j -násobek řádku i od řádku i ′.

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3

i 0 −1 1 0 1 2 1

j j ′
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• K řádku matice
[
A b

]
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• Proveď ekvivalentńı úpravu kolem pivotu (i , j), tj.

nastav aij = 1 a ai ′j = 0 pro každé i ′ 6= i :
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Chceme bázový sloupec j ′ ∈ J nahradit nebázovým sloupcem j /∈ J:

• Pivot je prvek (i , j), kde i je řádek splňuj́ıćı aij′ = 1
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0 2 6 1 0 4 4

1 0 4 0 1 0 4

i 0 1 −1 0 −1 −2 −1

j j ′

6
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Bude nové bázové řešeńı p̌ŕıpustné?

Jak se změńı b po ekvivalentńı úpravě kolem pivotu (i , j)?

• bi se změńı na bi/aij

• Pro každé i ′ 6= i se bi ′ změńı na bi ′ − ai ′j
bi
aij

Tato č́ısla musej́ı z̊ustat nezáporná, což nastane právě když

aij > 0 a ∀i ′ 6= i plat́ı ai ′j ≤ 0 nebo
bi
aij
≤ bi ′

ai ′j

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

•
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0 −1 1 0 1 2 1

• Po úpravě kolem (3, 2) nebude b ≥ 0, neboť −1 6> 0
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• bi se změńı na bi/aij
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aij > 0 a ∀i ′ 6= i plat́ı ai ′j ≤ 0 nebo
bi
aij
≤ bi ′

ai ′j

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1
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Nekladný sloupec

Když jsou všechny prvky v nebázovém sloupci j /∈ J nekladné:

• Sloupec j se nemůže stát bázovým (nelze v něm vybrat pivot)

• Existuje směr v tak, že x + αv ∈ X pro každé α ≥ 0

0 −2 6 1 0 4 4[
A b

]
= 1 −1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

v = 1 1 0 2 1 0

Vektor v je řešeńım soustavy

Av = 0

vj = 1

vj′ = 0 ∀j ′ /∈ J, j ′ 6= j
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Ekvivalentńı úpravy účelového řádku

Lineárńı program

min{ cTx− d | Ax = b, x ≥ 0 }

reprezentujeme simplexovou tabulkou[
cT d

A b

]
.

Přičti k prvńımu řádku tabulky lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u:[
c′T d ′

]
=

[
cT d

]
+ yT

[
A b

]
=

[
cT + yTA d + yTb

]
Účelová funkce se t́ım nezměńı:

c′Tx− d ′ = cTx− d + yT (Ax− b) = cTx− d
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Redukované ceny

Takto můžeme vynulovat bázové složky vektoru c, tj. cj = 0 pro j ∈ J

(p̌ričti k účelovému řádku násobek řádku, který má ve sloupci j jedničku).

[
cT d

]
= 1 −2 −3 −1 2 1 4

0 2 6 1 0 4 4[
A b

]
= 1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

• Protože xj = 0 pro j /∈ J, je cTx = 0 a tedy cTx− d = −d .

• Ihned vid́ıme, co by udělal vstup sloupce j /∈ J do báze:

• když cj > 0, účelová hodnota by stoupla

• když cj < 0, účelová hodnota by klesla

(p̌redpoklad: nové bázové řešeńı nebude degenerované, tj. xj > 0).

• Pokud v některém sloupci j je cj < 0 a aij ≤ 0 pro všechna i ,

účelovou funkci lze libovolně zmenšovat ⇒ úloha je neomezená.

10



Redukované ceny
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[
cT d

]
= 0 −1 0 0 2 3 5

0 2 6 1 0 4 4[
A b

]
= 1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

• Protože xj = 0 pro j /∈ J, je cTx = 0 a tedy cTx− d = −d .
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Takto můžeme vynulovat bázové složky vektoru c, tj. cj = 0 pro j ∈ J
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Základńı algoritmus



Tvar simplexové tabulky

Vstup i výstup iterace je simplexová tabulka taková, že:

• podmnožina sloupc̊u A tvǒŕı standardńı bázi

• b ≥ 0

• ceny cj v bázových sloupćıch jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
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Iterace simplexového algoritmu

[
cT d

A b

]
=


0 −2 1 0 0 −3 0

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1



1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby cj < 0.

2. Vyber řádek i pivotu tak, aby nové bázové řešeńı bylo p̌ŕıpustné:

i ∈ argmin
i ′ | ai′ j>0

bi ′

ai ′j

3. Udělej ekvivalentńı úpravu okolo pivotu (i , j) a redukuj cenu cj , tj.

• nastav pivot na jedničku

• vynuluj prvky nad a pod pivotem (vč. účelového řádku)
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2. Vyber řádek i pivotu tak, aby nové bázové řešeńı bylo p̌ŕıpustné:

i ∈ argmin
i ′ | ai′ j>0

bi ′

ai ′j

3. Udělej ekvivalentńı úpravu okolo pivotu (i , j) a redukuj cenu cj , tj.

• nastav pivot na jedničku

• vynuluj prvky nad a pod pivotem (vč. účelového řádku)
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12



Iterace simplexového algoritmu

[
cT d

A b
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=
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Iterace simplexového algoritmu

[
cT d

A b

]
=


0 −3.5 2.5 0 1.5 0 1.5

0 4 4 1 −2 0 2

1 2 2 0 −1 0 2

0 −0.5 0.5 0 0.5 1 0.5



1. Vyber sloupec j pivotu tak, aby cj < 0.

2. Vyber řádek i pivotu tak, aby nové bázové řešeńı bylo p̌ŕıpustné:

i ∈ argmin
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bi ′

ai ′j
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• nastav pivot na jedničku

• vynuluj prvky nad a pod pivotem (vč. účelového řádku)
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Ukončeńı algoritmu

Algoritmus konč́ı, když je splněna jedna z podḿınek:

• Všechny ceny cj jsou nezáporné (jsme v optimu).

0 0 7 1 0 1 4

0 1 3 0.5 0 2 2

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 4 0.5 1 4 3

• V každém sloupci j , ve kterém cj < 0, je aij ≤ 0 pro všechna i

(úloha je neomezená).

0 0 7 −1 0 1 4

0 1 3 −0.5 0 2 2

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 4 −0.5 1 4 3
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Cykleńı

Algoritmus nemuśı vždy skončit kv̊uli cykleńı.

−2.3 −2.15 13.55 0.4 0 0 0

0.4 0.2 −1.4 −0.2 1 0 0

−7.8 −1.4 7.8 0.4 0 1 0
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Cykleńı

Algoritmus nemuśı vždy skončit kv̊uli cykleńı.

0 −1 5.5 −0.75 5.75 0 0

1 0.5 −3.5 −0.5 2.5 0 0

0 2.5 −19.5 −3.5 19.5 1 0
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Cykleńı

Algoritmus nemuśı vždy skončit kv̊uli cykleńı.

0 0 −2.3 −2.15 13.55 0.4 0

1 0 0.4 0.2 −1.4 −0.2 0

0 1 −7.8 −1.4 7.8 0.4 0

Tohle je počátečńı tabulka se sloupci rotovanými o dva doprava.

Daľśı 4 iterace dospěj́ı do počátečńı tabulky!

14



Cykleńı

Algoritmus nemuśı vždy skončit kv̊uli cykleńı.

0 0 −2.3 −2.15 13.55 0.4 0

1 0 0.4 0.2 −1.4 −0.2 0

0 1 −7.8 −1.4 7.8 0.4 0

Tohle je počátečńı tabulka se sloupci rotovanými o dva doprava.

Daľśı 4 iterace dospěj́ı do počátečńı tabulky!

Blandovo anticykĺıćı pravidlo:

• Při výběru pivotového sloupce vyber sloupec s nejnižš́ım indexem

• Při výběru pivotového řádku vždy vyber řádek s nejnižš́ım indexem
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Inicializace algoritmu – speciálńı p̌ŕıpad

Pro zahájeńı simplexového algoritmu muśıme úlohu p̌revést na tvar

min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }

kde podmnožina sloupc̊u A tvǒŕı standardńı bázi a b ≥ 0.

• Někdy je to snadné. Nap̌r. když má vstupńı úloha tvar

min{ cTx | Ax ≤ b, x ≥ 0 }, b ≥ 0

• Přidáńım slackových proměnných u ji p̌revedeme na úlohu

min{ cTx | Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 }

se simplexovou tabulkou [
cT 0 0

A I b

]
ve které sloupce p̌ŕıslušné proměnným u tvǒŕı standardńı bázi I
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Inicializace algoritmu – obecný p̌ŕıpad

• Vstupńı lineárńı program lze vždy efektivně p̌revést na tvar

min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }

kde b ≥ 0

• Ale A nemuśı obsahovat standardńı bázi!

Dvoufázová simplexová metoda
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Dvoufázová simplexová metoda

Vy̌reš pomocnou úlohu

min{ 1Tu | Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 } (1)

se simplexovou tabulkou

[
0 1T 0

A I b

]
.

• Vstupńı úloha nep̌ŕıpustná ⇔ (1) má kladnou optimálńı hodnotu

• Vstupńı úloha je p̌ŕıpustná ⇔ (1) má nulovou optimálńı hodnotu

• Je-li opt. řešeńı (x, u) úlohy (1) nedegenerované, pak všechny

sloupce p̌ŕıslušné proměnným u jsou nebázové, proto matice A

obsahuje standardńı bázi.

• Je-li je opt. řešeńı (x, u) úlohy (1) degenerované, některé sloupce

p̌ŕıslušné proměnným u mohou být bázové.

Daľśım pivotováńım je možno bázi z těchto sloupc̊u ‘vyhnat’.
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