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Jak vypadá množina p̌ŕıpustných řešeńı v úloze LP?

Minimalizuj cTx

za podḿınek Ax ≥ b
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Jak nalézt řešeńı úlohy LP?

Ukážeme si, že:

• Pokud minimum existuje, nacháźı se ve vrcholu polyedru

• Simplexová metoda uḿı procházet všechny vrcholy
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Konvexńı množiny

Definice

Množina X ⊆ Rn je konvexńı, pokud pro libovolné body x, y ∈ X

a každé α ∈ [0, 1] plat́ı (1− α)x + αy ∈ X .

x
y

• Konvexńı kombinace je lineárńı kombinace α1x1 + · · ·+ αkxk ,

kde αi ≥ 0 a α1 + · · ·+ αk = 1

• Množina je konvexńı právě tehdy, když je uzav̌rená na

konvexńı kombinace

3



Operace s konvexńımi množinami

• Pr̊unik libovolně mnoha konvexńıch množin je konvexńı

• Sjednoceńı dvou konvexńıch množin nemuśı být konvexńı

• Konvexńı obal libovolné množiny vektor̊u je pr̊unik všech

konvexńıch množin, které tu množinu obsahuj́ı
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Konvexńı polyedry

Definice

• Množina {x ∈ Rn | aTx ≥ b} je uzav̌rený poloprostor

• Konvexńı polyedr je pr̊unik konečně mnoha poloprostor̊u:

{x ∈ Rn | Ax ≥ b}

Dimenze konvexńıho polyedru je dimenze jeho afinńıho obalu.

aTx = baTx ≥ b
a
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Př́ıklady konvexńıch polyedr̊u

• Nadrovina {x ∈ Rn | aTx = b}, kde a 6= 0

• Afinńı podprostor {x ∈ Rn | Ax = b}
• Hyperkrychle {x ∈ Rn | ‖x‖∞ ≤ 1}

• Standardńı simplex

{
x ∈ Rn |

n∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
• Platónská tělesa
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Extremálńı body

Definice

Nechť X je konvexńı množina. Bod x ∈ X je extremálńı, pokud

∀x1, x2 ∈ X , x = 1
2 (x1 + x2) ⇒ x1 = x2.

• Konvexńı množina nemuśı ḿıt extremálńı bod

• Některé konvexńı množiny jsou plně určeny extremálńımi body

• Extremálńı body polyedru maj́ı výpočetně efektivńı popis
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Extremálńı body polyedru

• X = {x ∈ Rn | Ax ≥ b}, kde A ∈ Rm×n a b ∈ Rm

• Pro neprázdnou množinu řádkových index̊u I ⊆ {1, . . . ,m}
uvažujeme matici AI a vektor bI

Věta

Nechť x ∈ X . Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. Bod x je extremálńı.

2. Existuje neprázdná I ⊆ {1, . . . ,m} tak, že plat́ı AIx = bI

a matice AI má lineárně nezávislé sloupce.

8



Jak procházet extremálńı body polyedru?

Na základě p̌redchoźı věty se nab́ıźı tento p̌ŕımočarý postup:

Algoritmus

• Vygeneruj neprázdnou množinu I ⊆ {1, . . . ,m}
• Vy̌reš soustavu AIx = bI

• Existuje-li jediné řešeńı x a Ax ≥ b, pak je x extremálńı bod

Problém

Počet extremálńıch bodů některých polyedr̊u je exponenciálńı v m.
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Konvexńı množina se oṕırá o nadrovinu

Definice

Opěrná nadrovina konvexńı množiny X ⊆ Rn je nadrovina

H = {x ∈ Rn | aTx = b}

taková, že X ∩ H 6= ∅ a plat́ı aTx ≥ b pro všechna x ∈ X .

X

H

X ∩H

X
H
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Stěny polyedru

Definice

Stěna polyedru X je množina X ∩ H, kde H je nějaká opěrná

nadrovina polyedru X .

Podle dimenze rozlǐsujeme tyto stěny:

• Vrchol (0)

• Hrana (1)

• Faseta (dimX − 1)

Bod x ∈ X je vrchol, právě když je to extremálńı bod.
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Které polyedry maj́ı extremálńı bod?

Věta

Nechť X 6= ∅ je konvexńı polyedr. Tato tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. Polyedr X má alespoň jeden extremálńı bod.

2. Polyedr X neobsahuje p̌ŕımku.

Př́ıklady

• omezený konvexńı polyedr

• {x ∈ Rn | Ax ≥ b, x ≥ 0}
• {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}
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Kde nabývá lineárńı funkce na polyedru minima?

Věta

Nechť X je konvexńı polyedr neobsahuj́ıćı p̌ŕımku a lineárńı

funkce f (x) = cTx má na X minimum. Potom existuje

extremálńı bod, v němž f nabývá minima.

• Označme x∗ ∈ X bod minima

• Pak H := {x ∈ Rn | cTx = cTx∗} je opěrná nadrovina

polyedru X v bodě x∗

• Tud́ıž f nabývá minima na celé stěně X ∩ H

• X ∩ H neobsahuje p̌ŕımku, tedy má extremálńı bod
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Co z toho plyne pro řešeńı úlohy LP?

Úlohu LP

min{cTx | Ax ≥ b︸ ︷︷ ︸
X

}

nyńı uḿıme vy̌rešit, pokud

• polyedr X neobsahuje p̌ŕımku

• funkce f (x) = cTx má na X minimum

• uḿıme efektivně procházet extremálńı body polyedru X

Simplexová metoda řeš́ı úlohu LP v plné obecnosti.
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