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Low rank approximation pro symetrickou matici A € R"*"
min {||A — B||? | B € R™", rank B < k}

Y

o A= )\1v1v1T 4+ )\,,v,,vI, predpokladame \; < --- < A,
e Diky symetrii matice A je ¥eSeni tlohy v elegantnim tvaru
T T
= )‘nfk+lvnfk+lvnfk+1 + o Apvpv,

e Hleddme zobecnéni spektralniho rozkladu umoZiujici podobné

~ s

vyjad¥eni ¥eSeni pro libovolnou matici A € R™*"



Singularni rozklad matice

Véta (Existence SVD)

KaZdou matici A € R™*" Ize rozloZit jako
A=USVT = slulvlT + ot spupv;

kde diagonalni matice S € R™*"” m3 na diagondle p := min{m, n}
S1,...,5p > 0 a ortogondlni matice

U:|:u1...umi|€Rmxm’ V:|:V]_"'an|€Rn><n
maji ve sloupcich /

v/l v

Singularni &isla Yadime sestupné: s; > --- > s,



Linearni transformace s regularni matici A jednotkové kruznice

T T
= 51UV + Spusv,

S2u2

,;le1 % Siup

Obrazem jednotkové kruznice je natolend elipsa s délkami os s1,s.




Ruzné verze SVD

A=USV' = slulvlT + -+ spupv;

Plné SVD
U c Rmxmv S c Ran’ V c Ran

Redukované SVD
UecR™P SR VeR™

Rank-minimalni SVD
UeR™'" SeR™ VeR™'  kde r :=rankS

Tedy r je pocet nenulovych singularnich ¢&isel a r = rank A.



SVD symetrické matice

Spektralni rozklad symetrické matice
A = VAVT

Setadme diagonalu A takto: [Ag| > --- > |\,

e Kdy? je A pozitivné semidefinitni, pak A = VAV je SVD
e Pokud neni, pak dostaneme SVD A = V/SVT tak, e

poloZzime S = |A| a V' vznikne z V ndsobenim —1 sloupcii
odpovidajich zdpornym vlastnim &isliim



Jak souvisi singularni &isla s vlastnimi cisly?

Spektralni rozklad matic AAT a ATA pomoci SVD

AAT =uUSVTvsTuT = ussTu’
ATA =VvSTuTusv™ =vsTsvT

Matice AAT a ATA maji stejna nenulova vlastni &isla

Nenulové singuldrni &isla matice A jsou odmocniny
nenulovych vlastnich &isel matice AAT

Levé singuldrni vektory jsou vlastni vektory matice AAT

Pravé singularni vektory jsou vlastni vektory matice ATA
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Singularni &isla nékterych matic

e Ortogondlni matice ma vSechna singularni &isla rovna 1
e Hilbertova matice A = [,ﬂ%l] _¥adu n je reguldrni a napt.
ij

pro n = 100 plati
s1 =2.1827,...,s100 ~ 1077

o Cernobily obrazek psa je matice 3456 x 4608 s plnou ¥adkovou
hodnosti, jeji singuldrni &isla jsou v grafu s log;q stupnici




Low rank approximation pomoci redukovaného SVD

AcR™" A= USVT, S1> > Sp, p= min{m, n}

Véta (Eckart-Young)
Nechf k < p. Reenim dlohy

min {|A — B,||? | Bx € R™", rank B, < k}
je matice
=USVT = 51u1v1T + ot skukvz,
kde Sy vznikne z S vynulovanim singuldrnich &isel sgiq,...,5p.



MeéFime kvalitu low rank approximation

Tvrzeni

Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r plati

IAll = /s + -+ + 2.

Relativni chybu aproximace matici hodnosti nejvyse k Ize zjistit
ze singuldrnich &isel matice A:

e Pro k=1,...,r —1 dostaneme
IA=Bul _ [ Siins
Y R
e Pro r < k < p trividlné plati = A achybaje0



Komprese obrazku psa pomoci SVD

k = 200, chyba 4%, 200 x (3456 + 4608) Original 3456 x 4608
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Jak poéitat SVD?

Teoreticky SVD spot&itame ze spektralniho rozkladu:

Nenulova singuldrni ¢isla matice A jsou odmocniny
nenulovych vlastnich &isel matice AAT

Levé singularni vektory jsou vlastni vektory matice AAT

Pravé singularni vektory jsou vlastni vektory matice ATA

Prakticky pouZitelné jen v n&kterych situacich (napf. m > n)

Je vhodnéjsi pouzivat specializované SVD algoritmy, které se
vyhybaji explicitnimu vypo¢tu matic AAT a ATA
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Vybérova kovarian&ni matice

Matice A = [al . -a,,] € R™*" m3 datové vektory a; ve sloupcich
a predpokladame, Ze vyb&rové priméry veli€in jsou nulové, a = 0.

Definice
je matice %AAT. Na diagondle ma
vybérové rozptyly a jinde vybérové kovariance veli¢in i a j:

1 i i

T 2 : 2 2 :

[C,-j] = ;AA 5 Cii = ; apis C,'j = ; ag,'agj
/=1 =1

Stejnou interpretaci ma matice %ATA, pokud jsou normalizované
datové vektory usporaddny do ¥adki matice A € R"*"™.
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Ptiklad (1)

3 recenzenti posuzuji 4 rizné filmy (body 0, ...,5). Po normalizaci
primérnym hodnocenim filmi dostaneme A a kovarianéni matici:

5 4 1] 1.67 0.67 —233
55 0 ,_|167 167 -333
0 0 5 ~1.67 —1.67 3.33
1 0 4] —0.67 —167 233

[2.80 3.89 —3.89 —256
1paT_ | 389 556 —556 —3.89
E —389 —556 556 3.89

|—256 —3.80 3.80 289

Hodnoty kovarianci naznaluji, Ze existuji k = 2 typy filmG. SnaZme

se je najit pomoci PCA. 13



Ptiklad (2)

e SVD matice A = USVT: dostaneme vlastni vektory matice
AAT 7z matice U = [ul u u3 u4} , jsou sefazeny podle
singuldrnich &isel s; =7.05, sp =1, s3=5,=0

e PCA pro k = 2: klademe Y = [ul u2j| a matice soufadnic

datovych vektori promitnutych do R? je

C=Y'A=
—-071 071 0

~ 288 -2.88 5.74]

e Chyba aproximace je nulova diky s3 = s; = 0 a proto jsou
data pouze dvourozmérna
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