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Motivace

Low rank approximation pro symetrickou matici A ∈ Rn×n

min {‖A− B‖2 | B ∈ Rn×n, rank B ≤ k}

• A = λ1v1vT
1 + · · ·+ λnvnvT

n , p̌redpokládáme λ1 ≤ · · · ≤ λn
• D́ıky symetrii matice A je řešeńı úlohy v elegantńım tvaru

B = λn−k+1vn−k+1vT
n−k+1 + · · ·+ λnvnvT

n

• Hledáme zobecněńı spektrálńıho rozkladu umožňuj́ıćı podobné

vyjáďreńı řešeńı pro libovolnou matici A ∈ Rm×n
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Singulárńı rozklad matice

Věta (Existence SVD)

Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit jako

A = USVT = s1u1vT
1 + · · ·+ spupvT

p

kde diagonálńı matice S ∈ Rm×n má na diagonále p := min{m, n}
singulárńıch č́ısel s1, . . . , sp ≥ 0 a ortogonálńı matice

U =
[
u1 · · ·um

]
∈ Rm×m, V =

[
v1 · · · vn

]
∈ Rn×n

maj́ı ve sloupćıch levé/pravé singulárńı vektory.

Singulárńı č́ısla řad́ıme sestupně: s1 ≥ · · · ≥ sp
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Lineárńı transformace s regulárńı matićı A jednotkové kružnice

A = USVT =
[
u1 u2

] [s1 0

0 s2

][
vT

1

vT
2

]
= s1u1vT

1 + s2u2vT
2

s2e2

s1e1

s2u2

s1u1

Obrazem jednotkové kružnice je natočená elipsa s délkami os s1,s2.
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Různé verze SVD

A = USVT = s1u1vT
1 + · · ·+ spupvT

p

Plné SVD

U ∈ Rm×m, S ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n

Redukované SVD

U ∈ Rm×p, S ∈ Rp×p, V ∈ Rn×p

Rank-minimálńı SVD

U ∈ Rm×r , S ∈ Rr×r , V ∈ Rn×r , kde r := rank S

Tedy r je počet nenulových singulárńıch č́ısel a r = rank A.
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SVD symetrické matice

Spektrálńı rozklad symetrické matice

A = VΛVT

Sěraďme diagonálu Λ takto: |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|

• Když je A pozitivně semidefinitńı, pak A = VΛVT je SVD

• Pokud neńı, pak dostaneme SVD A = V′SVT tak, že

polož́ıme S = |Λ| a V′ vznikne z V násobeńım −1 sloupc̊u

odpov́ıdaj́ıch záporným vlastńım č́ısl̊um
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Jak souviśı singulárńı č́ısla s vlastńımi č́ısly?

Spektrálńı rozklad matic AAT a ATA pomoćı SVD

AAT = USVTVSTUT = USSTUT

ATA = VSTUTUSVT = VSTSVT

• Matice AAT a ATA maj́ı stejná nenulová vlastńı č́ısla

• Nenulová singulárńı č́ısla matice A jsou odmocniny

nenulových vlastńıch č́ısel matice AAT

• Levé singulárńı vektory jsou vlastńı vektory matice AAT

• Pravé singulárńı vektory jsou vlastńı vektory matice ATA
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Singulárńı č́ısla některých matic

• Ortogonálńı matice má všechna singulárńı č́ısla rovna 1

• Hilbertova matice A =
[

1
i+j−1

]
ij

řádu n je regulárńı a nap̌r.

pro n = 100 plat́ı

s1 = 2.1827, . . . , s100 ≈ 10−17

• Černob́ılý obrázek psa je matice 3456× 4608 s plnou řádkovou

hodnost́ı, jej́ı singulárńı č́ısla jsou v grafu s log10 stupnićı

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
10

1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

7



Low rank approximation pomoćı redukovaného SVD

A ∈ Rm×n, A = USVT, s1 ≥ · · · ≥ sp, p = min{m, n}

Věta (Eckart-Young)

Nechť k ≤ p. Řešeńım úlohy

min {‖A− Bk‖2 | Bk ∈ Rm×n, rank Bk ≤ k}

je matice

Bk = USkVT = s1u1vT
1 + · · ·+ skukvT

k ,

kde Sk vznikne z S vynulováńım singulárńıch č́ısel sk+1, . . . , sp.
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Mě̌ŕıme kvalitu low rank approximation

Tvrzeńı

Pro každou matici A ∈ Rm×n hodnosti r plat́ı

‖A‖ =
√
s2

1 + · · ·+ s2
r .

Relativńı chybu aproximace matićı Bk hodnosti nejvýše k lze zjistit

ze singulárńıch č́ısel matice A:

• Pro k = 1, . . . , r − 1 dostaneme

‖A− Bk‖
‖A‖

=

√ ∑r
i=k+1 s

2
i

s2
1 + · · ·+ s2

r

• Pro r ≤ k ≤ p triviálně plat́ı Bk = A a chyba je 0
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Komprese obrázku psa pomoćı SVD

k = 5, chyba 17%, 5 × (3456 + 4608) k = 20, chyba 9%, 20 × (3456 + 4608)

k = 200, chyba 4%, 200 × (3456 + 4608) Originál 3456 × 4608
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Jak poč́ıtat SVD?

Teoreticky SVD spoč́ıtáme ze spektrálńıho rozkladu:

• Nenulová singulárńı č́ısla matice A jsou odmocniny

nenulových vlastńıch č́ısel matice AAT

• Levé singulárńı vektory jsou vlastńı vektory matice AAT

• Pravé singulárńı vektory jsou vlastńı vektory matice ATA

• Prakticky použitelné jen v některých situaćıch (nap̌r. m� n)

• Je vhodněǰśı použ́ıvat specializované SVD algoritmy, které se

vyhýbaj́ı explicitńımu výpočtu matic AAT a ATA
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Výběrová kovariančńı matice

Matice A =
[
a1 · · · an

]
∈ Rm×n má datové vektory ai ve sloupćıch

a p̌redpokládáme, že výběrové pr̊uměry veličin jsou nulové, a = 0.

Definice

Výběrová kovariančńı matice je matice 1
nAAT. Na diagonále má

výběrové rozptyly a jinde výběrové kovariance veličin i a j :

[cij ] =
1

n
AAT, cii =

1

n

n∑
`=1

a2
`i , cij =

1

n

n∑
`=1

a`ia`j

Stejnou interpretaci má matice 1
nATA, pokud jsou normalizované

datové vektory uspǒrádány do řádk̊u matice A ∈ Rn×m.
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Př́ıklad (1)

3 recenzenti posuzuj́ı 4 r̊uzné filmy (body 0, . . . , 5). Po normalizaci

pr̊uměrným hodnoceńım filmů dostaneme A a kovariančńı matici:


5 4 1

5 5 0

0 0 5

1 0 4

 A =


1.67 0.67 −2.33

1.67 1.67 −3.33

−1.67 −1.67 3.33

−0.67 −1.67 2.33



1
3AAT =


2.89 3.89 −3.89 −2.56

3.89 5.56 −5.56 −3.89

−3.89 −5.56 5.56 3.89

−2.56 −3.89 3.89 2.89


Hodnoty kovarianćı naznačuj́ı, že existuj́ı k = 2 typy filmů. Snažme

se je naj́ıt pomoćı PCA. 13



Př́ıklad (2)

• SVD matice A = USVT: dostaneme vlastńı vektory matice

AAT z matice U =
[
u1 u2 u3 u4

]
, jsou sěrazeny podle

singulárńıch č́ısel s1 = 7.05, s2 = 1, s3 = s4 = 0

• PCA pro k = 2: klademe Y :=
[
u1 u2

]
a matice soǔradnic

datových vektor̊u proḿıtnutých do R2 je

C = YTA =

[
−2.88 −2.88 5.74

−0.71 0.71 0

]

• Chyba aproximace je nulová d́ıky s3 = s4 = 0 a proto jsou

data pouze dvourozměrná
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