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Databaze iris obsahuje n = 150 kosatcl. U kaZdého je uveden
jeho druh a m = 4 charakteristiky jeho kali¥niho/okvétniho listku.

Redukce dimenze a vizualizace

e MuZeme se snazit natrénovat klasifikator kosatcd, ale:
e Pred tim je vhodné ziskat pfedstavu o povaze dat
e Namé&tené vektory v R* promitneme na podprostor dimenze k

e Soutadnice promitnutych bodi Ize pro k < 3 zobrazit



Prolozeni bodt linedrnim podprostorem

Pro vektory a1, ...,a, € R™ hleddme linedrni podprostor rng’Y
dimenze k < m minimalizujici soulet ¢tverct kolmych vzdalenosti.

mgX = (g Y)+ = null(Y7T)

mgY = (rngX)*+ = null(X7)

by = YYTa; = (I— XXT)a
 [lar = byl = [[XTay |
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Uloha PCA pro A = [al . ~a,,}

Minimalizuj |[XTa;||>  za podminky X € R™<(m=K) XTX — |
i=1



Co kdyz prokladame afinnim podprostorem?

Tvrzeni
Afinni podprostor dimenze k, ktery minimalizuje soulet &tverci
vzalenosti k vektorim ag,...,a, € R™, obsahuje jejich

1
a=_(a+---+ap).

N

a;—a,...,ap,—a

2. ProloZime je linedrnim podprostorem Y dimenze k

3. Hledany afinni podprostor je Y +a



Prolozeni bodii linedrnim podprostorem dimenze k = m — 1

To by mé&la byt snadn&jsi tloha: hledand matice je X € R™*!
Uloha

n
Minimalizuj 3" [x"a;|?> = xTAATx za podminky x € R™, ||x|| =1
i=1

e Spektralni rozklad AAT = VAVT

e Ulohu tesi jednotkovy vlastni vektor v odpovidajici

nejmendimu vlastnimu &islu A\; matice AAT — viz dal¥i slajd

e Hledanou ortonormalni bazi tvo¥i vlastni vektory vo, ... v,



Optimaliza¢ni popis vlastnich ¢&isel

Véta (Courant—Fischer)

Necht B € R™*™ je symetricka matice a sefadme jeji vlastni &isla
vzestupné, A\; < --- < \,,. Potom plati

A1 =min{x"Bx | x € R™, ||x| =1}

a minima se nabyva pro vlastni vektor v; odpovidajici ;.

Zobecnénim ulohy lze ziskat vlastni ¢isla pro 2 < k < m:

M =min{x'Bx| xR, |x]|=1, vix=---=v] ;x=0}



Prolozeni bodii linedrnim podprostorem dimenze kK < m — 1

e Ptedchozi postup nelze pouZit, plati totiz jen

n m—k
D IXTail? = > x]AATx;
i=1 j=1

kde x; jsou sloupce hledané matice X
e To je soulet hodnot kvadratické formy na ortonormalni
mnoziné a pomoci stopy matice ho miizeme zapsat jako

m—k

> x]AATX; = tr(XTAATX)

j=1

Reformulace problému tak povede na dlohu o nejmensi stopé.



Stopa




Stopa matice

¢tvercové matice A € R"*" je &islo

trA = a1+ -+ ann.

Vlastnosti

1. tr(A+B) =trA+1trB, tr(cA) = atrA

2. tr(AT) =trA

3. tr(AB) = tr(BA) pro kazdé A € R™*" a B € R"™*"
4. trA=X+---+ A\,



Stopy nékterych matic

Symetricka pozitivné definitni matice A € R?
Ma vlastni ¢&isla A1, Ao > 0 a jednotkové vlastni vektory vi L vs.
Obvod obdélniku o strandach Av; a Av; je

2()\1 I )\2) = 2tr(A).

Ortogonalni projektor

Nechtf U € R™*¥ je matice s ortonormalnimi sloupci. Ortogonalni
projektor P = UUT na podprostor rng U dimenze k ma stopu

trP = k.



Skalarni souéin matic

A B € R™" je &islo

(A,B) == tr(ATB).

Vlastnosti

(A,B) =) > ajby

i=1 j=1
=tr(BTA) = tr(ABT) = tr(BAT)



Norma matice

matice A € R™*" je

IA[l:= V(A A).

Vlastnosti

JA] = \/tr(AAT) =

kde \; > 0 jsou vlastni &isla pozitivné semidefinitni matice AAT.

matic A, B € R™*" definujeme jako ||A — B
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PCA jako uloha na nejmensi stopu




Formulace PCA pomoci stopy

Uloha PCA pro A = [al x -a,,}

m—k
Minimalizuj > xJ-TAATxJ- za podminky X € R™*(m=K) XTX = |
j=1

Definice stopy dava

m—k
x; AATx; = tr(XTAATX)

j=1

Ekvivalentni formulace ulohy PCA

min {tr(XTAATX) | X € R™(m=k) XTX = |}
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Uloha na nejmensi stopu

Véta

Necht B € R™*™ je symetrickd matice se spektralnim rozkladem
B = VAV, vlastnimi &sly A\; < --- < A, a £ < m. Plati

min {tr(XTBX) | X € R™/, XTX =1} =1+ + X

a minima se nabyva pro X = [vl . ~v4.
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PCA jako uloha na nejmensi stopu

min {tr(XT X) | X € R™<(m=0) XTx = |}

1. Pro matici € R™™M spotitame spektralni rozklad VAV
a seradime vzestupné vlastni &isla, A\; < --- < Ay

2. Oznatime V = [v1 Vi kVim—k+1 " Vm]

X Y

Rmxk

3. Sloupce matice Y € jsou ortonormalni bazi hledaného

podprostoru dimenze k

4. Optimalni hodnota dlohy A1 + - -+ + \,,_k je chyba proloZeni
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Ptiklad — iris (1)

Matice A € R**150 m3 v kazdém z n = 150 sloupcti m&¥eni m = 4
proménnych, od nichZ jsme odeletli a. Volime dimenzi k = 2.

Reseni

e AAT = VAVT, kde A = diag(3.53, 11.70, 36.10, 629.50)

e Ortonormalni baze hledaného podprostoru je
N = |:V3 V4:| € R**?

e Chyba proloZeni je relativng mald, nebot

A1+ A
MT2 002

Zi:l >\i
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P¥iklad — iris (2)

e Chceme vizualizovat prvni dvé hlavni komponenty
e Zobrazime si sou¥adnice promitnutych bodii v R?
e Nalezneme je ve sloupcich matice YTA e R2*x150
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NejbliZsi matice nizsi hodnosti

Tato uloha je ekvivalentni tloze PCA:

Low rank approximation pro matici A = [al e a,,}

min {|A — B||? | B € R™", rank B < k}

g X = (g YY)+ = null(Y7)

mgY = (rng X))+ = null(XT)

‘bl YYTa1 (I — XXT)a1
Y lar — byl = [ X ay|

.
ay

Optimalni fe¥eni je B = YYTA.

16



Aplikace PCA

e Ortonormalni baze nalezeného podprostoru je v Y € R™¥k
e Ortogonalni projekce a; na ten podprostor je b; = YYTa;
e Soufadnice bodu b; v ortonormalni bazi Y je c; = YTa;

e Matice soufadnic téch bodi je

C=l[ci...c)]=YTA e Rk*n

Pouziti

1 A m3 mn prvkd, Y a C dohromady (m -+ n)k prvki
2 Body C Ziji v mensi dimenzi neZ body A

3. Pro k < 3 si Ize body C zobrazit

4 Body C jsou ¢asto vhodnéjsi pro klasifikaci atp.
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