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2021 LS

Fakulta elektrotechnická
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Motivace

Databáze iris obsahuje n = 150 kosatc̊u. U každého je uveden

jeho druh a m = 4 charakteristiky jeho kalǐsńıho/okvětńıho ĺıstku.

Redukce dimenze a vizualizace

• Můžeme se snažit natrénovat klasifikátor kosatc̊u, ale:

• Před t́ım je vhodné źıskat p̌redstavu o povaze dat

• Namě̌rené vektory v R4 proḿıtneme na podprostor dimenze k

• Soǔradnice proḿıtnutých bodů lze pro k ≤ 3 zobrazit
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Proložeńı bod̊u lineárńım podprostorem

Pro vektory a1, . . . , an ∈ Rm hledáme lineárńı podprostor rng Y

dimenze k ≤ m minimalizuj́ıćı součet čtverc̊u kolmých vzdálenost́ı.

a4
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a2

a1
b3

b2

b4
‖a1 − b1‖ = ‖XTa1‖

rngY = (rngX)⊥ = null(XT )
rngX = (rngY)⊥ = null(YT )

b1 = YYTa1 = (I−XXT )a1

Úloha PCA pro A :=
[
a1 · · · an

]
Minimalizuj

n∑
i=1
‖XTai‖2 za podḿınky X ∈ Rm×(m−k), XTX = I
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Co když prokládáme afinńım podprostorem?

Tvrzeńı

Afinńı podprostor dimenze k , který minimalizuje součet čtverc̊u

vzálenost́ı k vektor̊um a1, . . . , an ∈ Rm, obsahuje jejich těžǐstě

a :=
1

n
(a1 + · · ·+ an).

1. Zadané vektory posuneme tak, aby jejich těžǐstě byl 0:

a1 − a, . . . , an − a

2. Prolož́ıme je lineárńım podprostorem Y dimenze k

3. Hledaný afinńı podprostor je Y + a
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Proložeńı bod̊u lineárńım podprostorem dimenze k = m − 1

To by měla být snadněǰśı úloha: hledaná matice je X ∈ Rm×1

Úloha

Minimalizuj
n∑

i=1
|xTai |2 = xTAATx za podḿınky x ∈ Rm, ‖x‖ = 1

• Spektrálńı rozklad AAT = VΛVT

• Úlohu řeš́ı jednotkový vlastńı vektor v1 odpov́ıdaj́ıćı

nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu λ1 matice AAT – viz daľśı slajd

• Hledanou ortonormálńı bázi tvǒŕı vlastńı vektory v2, . . . , vm
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Optimalizačńı popis vlastńıch č́ısel

Věta (Courant–Fischer)

Nechť B ∈ Rm×m je symetrická matice a sěraďme jej́ı vlastńı č́ısla

vzestupně, λ1 ≤ · · · ≤ λm. Potom plat́ı

λ1 = min {xTBx | x ∈ Rm, ‖x‖ = 1}

a minima se nabývá pro vlastńı vektor v1 odpov́ıdaj́ıćı λ1.

Zobecněńım úlohy lze źıskat vlastńı č́ısla pro 2 ≤ k ≤ m:

λk = min {xTBx | x ∈ Rm, ‖x‖ = 1, vT
1 x = · · · = vT

k−1x = 0}
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Proložeńı bod̊u lineárńım podprostorem dimenze k < m − 1

• Předchoźı postup nelze použ́ıt, plat́ı totiž jen

n∑
i=1

‖XTai‖2 =
m−k∑
j=1

xT
j AATxj

kde xj jsou sloupce hledané matice X

• To je součet hodnot kvadratické formy na ortonormálńı

množině a pomoćı stopy matice ho můžeme zapsat jako

m−k∑
j=1

xT
j AATxj = tr(XTAATX)

Reformulace problému tak povede na úlohu o nejmenš́ı stopě.
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Stopa



Stopa matice

Stopa čtvercové matice A ∈ Rn×n je č́ıslo

tr A := a11 + · · ·+ ann.

Vlastnosti

1. tr(A + B) = tr A + tr B, tr(αA) = α tr A

2. tr(AT) = tr A

3. tr(AB) = tr(BA) pro každé A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m

4. tr A = λ1 + · · ·+ λn
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Stopy některých matic

Symetrická pozitivně definitńı matice A ∈ R2

Má vlastńı č́ısla λ1, λ2 > 0 a jednotkové vlastńı vektory v1 ⊥ v2.

Obvod obdélńıku o stranách Av1 a Av2 je

2(λ1 + λ2) = 2 tr(A).

Ortogonálńı projektor

Nechť U ∈ Rm×k je matice s ortonormálńımi sloupci. Ortogonálńı

projektor P = UUT na podprostor rng U dimenze k má stopu

tr P = k .
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Skalárńı součin matic

Skalárńı součin matic A,B ∈ Rm×n je č́ıslo

〈A,B〉 := tr(ATB).

Vlastnosti

〈A,B〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij

= tr(BTA) = tr(ABT) = tr(BAT)
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Norma matice

Frobeniova norma matice A ∈ Rm×n je

‖A‖ :=
√
〈A,A〉.

Vlastnosti

‖A‖ =
√

tr(AAT) =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij =

√
λ1 + · · ·+ λm,

kde λi ≥ 0 jsou vlastńı č́ısla pozitivně semidefinitńı matice AAT.

Vzdálenost matic A,B ∈ Rm×n definujeme jako ‖A− B‖.
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PCA jako úloha na nejmenš́ı stopu



Formulace PCA pomoćı stopy

Úloha PCA pro A :=
[
a1 · · · an

]
Minimalizuj

m−k∑
j=1

xT
j AATxj za podḿınky X ∈ Rm×(m−k), XTX = I

Definice stopy dává

m−k∑
j=1

xT
j AATxj = tr(XTAATX)

Ekvivalentńı formulace úlohy PCA

min
{

tr(XTAATX) | X ∈ Rm×(m−k), XTX = I
}
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Úloha na nejmenš́ı stopu

Věta

Nechť B ∈ Rm×m je symetrická matice se spektrálńım rozkladem

B = VΛVT, vlastńımi č́ısly λ1 ≤ · · · ≤ λm a ` ≤ m. Plat́ı

min
{

tr(XTBX) | X ∈ Rm×`, XTX = I
}

= λ1 + · · ·+ λ`

a minima se nabývá pro X =
[
v1 · · · v`

]
.
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PCA – řešeńı

PCA jako úloha na nejmenš́ı stopu

min
{

tr(XTAATX) | X ∈ Rm×(m−k), XTX = I
}

1. Pro matici AAT ∈ Rm×m spoč́ıtáme spektrálńı rozklad VΛVT

a sěrad́ıme vzestupně vlastńı č́ısla, λ1 ≤ · · · ≤ λm
2. Označ́ıme V = [v1 · · · vm−k︸ ︷︷ ︸

X

vm−k+1 · · · vm︸ ︷︷ ︸
Y

]

3. Sloupce matice Y ∈ Rm×k jsou ortonormálńı báźı hledaného

podprostoru dimenze k

4. Optimálńı hodnota úlohy λ1 + · · ·+ λm−k je chyba proložeńı
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Př́ıklad – iris (1)

Matice A ∈ R4×150 má v každém z n = 150 sloupc̊u mě̌reńı m = 4

proměnných, od nichž jsme odečetli a. Voĺıme dimenzi k = 2.

Řešeńı

• AAT = VΛVT, kde Λ = diag(3.53, 11.70, 36.10, 629.50)

• Ortonormálńı báze hledaného podprostoru je

Y =
[
v3 v4

]
∈ R4×2

• Chyba proložeńı je relativně malá, neboť

λ1 + λ2∑4
i=1 λi

≈ 0.02
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Př́ıklad – iris (2)

• Chceme vizualizovat prvńı dvě hlavńı komponenty

• Zobraźıme si soǔradnice proḿıtnutých bodů v R2

• Nalezneme je ve sloupćıch matice YTA ∈ R2×150
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Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti

Tato úloha je ekvivalentńı úloze PCA:

Low rank approximation pro matici A =
[
a1 · · · an

]
min {‖A− B‖2 | B ∈ Rm×n, rank B ≤ k}

a4

0

a3

a2

a1
b3

b2

b4
‖a1 − b1‖ = ‖XTa1‖

rngY = (rngX)⊥ = null(XT )
rngX = (rngY)⊥ = null(YT )

b1 = YYTa1 = (I−XXT )a1

Optimálńı řešeńı je B = YYTA.
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Aplikace PCA

• Ortonormálńı báze nalezeného podprostoru je v Y ∈ Rm×k

• Ortogonálńı projekce ai na ten podprostor je bi = YYTai

• Soǔradnice bodu bi v ortonormálńı bázi Y je ci = YTai

• Matice soǔradnic těch bodů je

C = [c1 . . . cn] = YTA ∈ Rk×n

Použit́ı

1. Komprese: A má mn prvk̊u, Y a C dohromady (m+n)k prvk̊u

2. Redukce dimenze: Body C žij́ı v menš́ı dimenzi než body A

3. Vizualizace: Pro k ≤ 3 si lze body C zobrazit

4. Rozpoznáváńı: Body C jsou často vhodněǰśı pro klasifikaci atp.
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