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Regrese

• Regresńı model vyjaďruje závislost proměnných x a y funkćı

y = f (x , θθθ),

kde θθθ ∈ Rn je vektor parametr̊u

• Proměnná y je reálná, proměnná x může ḿıt hodnoty v Rk

• Pro data (x1, y1), . . . , (xm, ym) hledáme θθθ minimalizuj́ıćı

m∑
i=1

(yi − f (xi , θθθ))2

Pro jaké funkce f uḿıme efektivně spoč́ıtat θθθ?
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Lineárńı regrese

Funkce f (x , θθθ) je lineárńı v parametrech:

f (x , θθθ) = θ1ϕ1(x) + · · ·+ θnϕn(x) = ϕϕϕ(x)Tθθθ,

kde ϕ1, . . . , ϕn jsou zadané funkce.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

min
θθθ∈Rn

m∑
i=1

(
yi −ϕϕϕ(xi )

Tθθθ
)2

= ‖y − Aθθθ‖2,

y =

y1
...

ym

 , A =

ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕn(x1)
...

ϕ1(xm) ϕ2(xm) . . . ϕn(xm)

 , θθθ =

θ1
...

θn


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Př́ıklad – prokládáme body p̌ŕımkou

• Máme m mě̌reńı (xi , yi ) ∈ R2 váhy a výšky

• Vztah mezi proměnnými vyjaďruje funkce f (x , θθθ) = θ1 + θ2x

• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u:

min
θθθ∈R2

‖y − Aθθθ‖2, y =

y1
...

ym

 , A =

1 x1
...

...

1 xm


Protože existuj́ı alespoň dvě r̊uzná mě̌reńı váhy (xi 6= xj), tak má

matice A LN sloupce a existuje jediné řešeńı θ∗ = (ATA)−1ATy.

θ∗1 = 130.2, θ∗2 = 0.6
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Př́ıklad – doprava (1)

• Úsek délky 130m mezi semafory projede automobil za čas [s]

y = θ1 +
θ2x

1− x
N

,

kde x je počet všech aut v úseku, N = 30 je kapacita úseku

a θ1, θ2 jsou neznámé parametry

• Na základě m = 5 mě̌reńı odhadujeme pr̊uměrnou rychlost

auta [km/h] v úseku, pokud je v něm 12 aut

xi 20 18 22 21 15

yi 14 10 16 18 8
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Př́ıklad – doprava (2)

• Lineárńı regrese y = θ1 + θ2x

1− x
N

, kde ϕ1 = 1, ϕ2(x) = x
1− x

N
,

y ∈ R5 a A =

1 ϕ2(x1)
...

...

1 ϕ2(x5)


• Jelikož A má LN sloupce, jediné řešeńı je θ∗ = (ATA)−1ATy

a dostaneme θ∗1 = 2.546, θ∗2 = 0.185

Pro x = 12 dostaneme pr̊ujezd za

y = 6.252 s, tedy rychlost

N

6.252
· 3.6 = 74.861 km/h
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Př́ıklad – doprava (3)
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Proložeńı bod̊u polynomem (1)

• Fitováńı polynomu na základě m pozorováńı (xi , yi )

• Regresńı funkce je zde polynom stupně n − 1 proměnné x ,

f (x , θθθ) = θ1 + θ2x + θ3x
2 + · · ·+ θnx

n−1

• Vandermondova matice A =


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2
...

1 xm x2
m . . . xn−1

m


Interpolace polynomem

Nechť jsou všechny hodnoty x1, . . . , xm r̊uzné. Potom má

Vandermondova matice LN sloupce a existuje jediný polynom

f (x , θθθ) stupně ≤ m − 1 splňuj́ıćı yi = f (xi , θθθ), i = 1, . . . ,m.
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Proložeńı bod̊u polynomem (2)

• Přesná interpolace vede na polynomy velmi vysokého stupně

• Preferujeme jednoduché modely vystihuj́ıćı podstatné rysy dat

• Pro m = 101 mě̌reńı (xi , yi ) porovnáme 3 r̊uzné polynomy

n − 1 RSS ‖θθθ‖
3 57 77

5 8.93 713

10 7.76 4 · 104
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Proložeńı bod̊u polynomem (3)

• Regularizaćı zjednoduš́ıme model s polynomem 10. stupně

• Minimalizujeme kritérium ‖y−Aθθθ‖2 +µ‖θθθ‖2 pro nějaké µ > 0

• Jediné řešeńı je θθθ∗ = (ATA + µI)−1ATy

µ RSS ‖θθθ‖
0.1 11.29 10.84

1 39.7 5.91
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Daľśı využit́ı regularizace

• Věťsinou p̌redpokládáme lineárńı nezávislost sloupc̊u matice

A =

ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕn(x1)
...

ϕ1(xm) ϕ2(xm) . . . ϕn(xm)


• V p̌ŕıpadě m < n tento p̌redpoklad neńı splněn

Posťrehy

• Jedna z funkćı ϕi je na zadaných datech redundantńı

• Soustava normálńıch rovnic ATAθθθ = ATy má v́ıce řešeńı

• Protože je matice ATA + µI invertibilńı pro libovolné µ > 0,

můžeme použ́ıt regularizované řešeńı θθθ∗ = (ATA + µI)−1ATy
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Statistický pohled na lineárńı model

Do modelu lineárńı regrese začleńıme náhodnost spoč́ıvaj́ıćı

v chybách mě̌reńı nebo šumu:

y = Aθθθ + εεε

• A ∈ Rm×n pozorovatelné hodnoty vysvětluj́ıćıch proměnných

• θθθ ∈ Rn neznámé odhadované parametry

• εεε = (ε1, . . . , εm) náhodné chyby

• y = (y1, . . . , ym) náhodné vysvětlované proměnné
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Předpoklady lineárńıho modelu y = Aθθθ + εεε

• Každá chyba εi má nulovou sťredńı hodnotu, tedy E[εi ] = 0

• Všechny chyby εi maj́ı stejný rozptyl σ2, tedy E[ε2
i ] = σ2

• Různé chyby εi a εj jsou nekorelované, tedy E[εiεj ] = 0

Zkrácený zápis

E[εεε] = 0 E[εεεεεεT] = σ2I
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Lineárńı estimátor θ̂θθ pro model y = Aθθθ + εεε

Lineárńı estimátor je náhodný vektor θ̂θθ := By, kde B ∈ Rn×m.

Ř́ıkáme, že θ̂θθ je nevychýlený, pokud

E[θ̂θθ] = θθθ.

Vlastnosti

• Sťredńı hodnota E[θ̂θθ] = BAθθθ

• Estimátor θ̂θθ je nevychýlený ⇔ B je levá inverze matice A

• Kovariančńı matice nevychýleného estimátoru je σ2BBT
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LS estimátor pro model y = Aθθθ + εεε

Pokud má A LN sloupce, definujeme LS estimátor pomoćı matice

A+ = (ATA)−1AT

a pozorujeme, že

• je nevychýlený, protože A+A = I

• má kovariančńı matici σ2(ATA)−1

Věta (Gauss-Markov)

LS estimátor má ze všech nevychýlených lineárńıch estimátor̊u

nejmenš́ı čtvercovou chybu.
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Př́ıklad

Jak dlouho padá kulička do studny?

Máme m kuliček a mě̌ŕıme dobu dopadu yi kuličky i do studny.

• Lineárńı model y = Aθ + εεε, kde A = [1 . . . 1]T

• LS estimátor je aritmetický pr̊uměr

θ̂θθ = A+y =
1

m

m∑
i=1

yi

• Rozptyl LS estimátoru je

σ2(ATA)−1 =
σ2

m
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je maximálně věrohodný

Předpoklady modelu y = Aθθθ + εεε jsou nyńı:

• nezávislost chyb ε1, . . . , εm

• ε1, . . . , εm ∼ N(0, σ)

Hodnot́ıme r(θθθ) := ỹ − Aθθθ, kde ỹ ∈ Rm jsou namě̌rené hodnoty.

Tyto optimalizačńı úlohy jsou ekvivalentńı

1. min
θθθ∈Rn

‖r(θθθ)‖2

2. max
θθθ∈Rn

fε(r(θθθ)), kde fε(r(θθθ)) je věrohodnost namě̌rených chyb

pro parametry θθθ a rozděleńı N(0, σ)
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