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e Regresni model vyjadfuje zavislost proménnych x a y funkci
y = f(x,8),

kde @ € R" je vektor parametri
e Promé&nnd y je redlnd, prom&nna x miize mit hodnoty v R
e Pro data (x1,¥1),-- ., (Xm,Ym) hleddme @ minimalizujici
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Linearni regrese

Funkce f(x,#) je linedrni v parametrech:
f(x,8) = 0101(x) + -~ + bnpn(x) = p(x) "0,

kde 1, ..., pn jsou zadané funkce.

Metoda nejmensich Etvercii
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P¥iklad — prokladame body pFimkou

e Mdme m mé¥eni (x;,y;) € R? vihy a vygky
e Vztah mezi promé&nnymi vyjadfuje funkce f(x,0) = 01 + O2x
e Metoda nejmensich &tverci:
Y1
min y— A8l y=|: |,

m

ProtoZe existuji alespofi dvé riizna méfeni vahy (x; # x;), tak ma
matice A LN sloupce a existuje jediné Yedeni * = (ATA)"1ATy.
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P¥iklad — doprava (1)

e Usek délky 130m mezi semafory projede automobil za &as [s]

Orx
y=b+i"—%
N
kde x je polet viech aut v tseku, N = 30 je kapacita tseku
a 01,0, jsou nezndmé parametry
e Na zdkladé m = 5 mé&Ffeni odhadujeme priimérnou rychlost
auta [km/h] v dseku, pokud je v ném 12 aut

20 18 22 21 15
14 10 16 18 8

Xj

Yi




Ptiklad — doprava (2)

6> X

e Linedrni regrese y = 01 + - 5, kde o1 =1, po(x) = —,
. 2
1 ¢a(x)
yeR>a A= :
1 paxs)

e Jeliko? A ma LN sloupce, jediné Yeeni je 6* = (ATA) ATy
a dostaneme 07 = 2.546, 05 = 0.185

Pro x = 12 dostaneme priijezd za
y = 6.252 s, tedy rychlost

VL N
: 555 36 = 74861 km/h




P¥iklad — doprava (3)
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% Data

x = [20;18;22;21;15];
y = [14;10;16;18;8];
plot(x,y, " 'x")
xlabel('x")
ylabel('y")

hold on

% MNC

N =30;

f = x./(1-x/N); % hodnoty druhé bazové funkce

A = [ones(5,1) fl;

theta = A\y; % vypocletné lep3i nez inv(A'xA)*A'xy

% Graf vysledného modelu

X = 10:0.01:25;

Y = theta(1) + theta(2)*X./(1-X/N);
plot(X,Y)

hold off



ProloZeni bodii polynomem (1)

e Fitovani polynomu na zdkladé m pozorovani (x;, y;)
e Regresni funkce je zde polynom stupné n — 1 proménné x,

f(x,0) =01 + Oox + O3x* + - - 4+ 0,x" "1

1 xq x@ ... X!
1 x x2 ... x1
. A— 2 2

1 Xpm x2 ... x"1
Interpolace polynomem
Necht jsou vdechny hodnoty xi, ..., X, rizné. Potom m3
Vandermondova matice LN sloupce a existuje jediny polynom
f(x,0) stupng < m — 1 spliiujici y; = f(x;,0), i=1,...,m.



ProloZeni bodi polynomem (2)

e PYesna interpolace vede na polynomy velmi vysokého stupné
e Preferujeme jednoduché modely vystihujici podstatné rysy dat
e Pro m = 101 mé&¥eni (x;, y;) porovndme 3 rizné polynomy

! n—1|RsS| 6]

/ 3 57 77
5 1893 713

] 10 | 7.76 | 4-10*




ProloZeni bodi polynomem (3)

e Regularizaci zjednodusime model s polynomem 10. stupné
e Minimalizujeme kritérium |ly — A8||* + 11||0]|? pro n&jaké p > 0
e Jediné ¥edeni je * = (ATA + pul)~1ATy
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Dalsi vyuziti regularizace

e Vétsinou predpoklddame linedrni nezavislost sloupcli matice

p1(x1)  pa(x1) ... enlx1)
. .

©1(xm)  p2(xm) .. @n(xm)

e V pfipadé m < n tento predpoklad neni splnén

Postfehy

e Jedna z funkci ; je na zadanych datech redundantnfi
e Soustava normalnich rovnic ATAG = ATy m3 vice Yedeni

e ProtoZe je matice ATA + pul invertibilni pro libovolné 1 > 0,
miiZeme pouZit regularizované Yeseni * = (ATA + pul)~1ATy
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Statisticky pohled na linearni model

Do modelu linedrni regrese zaclenime nahodnost spoéivajici

v chybach méfeni nebo Sumu:

y =A0 +¢

e A € R™*" pozorovatelné hodnoty vysvétlujicich promé&nnych

e 0 € R" nezndmé odhadované parametry

€ = (€e1,...,€m) nahodné chyby

e y=(y1,...,¥Ym) ndhodné vysvétlované prom&nné
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P¥edpoklady linearniho modelu y = Af + ¢

e KaZda chyba ¢; md nulovou st¥edni hodnotu, tedy E[¢;] =0
e VZechny chyby ¢; maji stejny rozptyl o2, tedy E[e?] = o2

e Rizné chyby €; a € jsou nekorelované, tedy Efeje;] =0

Zkraceny zapis

Ele] =0 Elee'] = 21
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Linearni estimator 6 pro model y = Af + ¢

je nahodny vektor 8 := By, kde B € R"*".
Rikime, Ze 0 je , pokud

E[f] = 0.

Vlastnosti

e St¥edni hodnota E[f] = BAG
e Estimétor @ je nevychyleny < B je levd inverze matice A

e Kovarianéni matice nevychyleného estimatoru je 0°BBT
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LS estimator pro model y = Af + ¢

Pokud ma A LN sloupce, definujeme pomoci matice
AT =(ATA)IAT
a pozorujeme, Ze
e je nevychyleny, protoze ATA = |

e ma kovarianéni matici o?(ATA) ™!

Véta (Gauss-Markov)
LS estimator ma ze v3ech nevychylenych linearnich estimator
nejmensi ¢tvercovou chybu.

14



Jak dlouho pada kulicka do studny?
Mame m kulicek a méfime dobu dopadu y; kuli¢ky i do studny.

e Linedrni model y = Af +¢, kde A =[1...1]T

e LS estimator je aritmeticky primér

A 1
0= A+y = m Zl}/i
e Rozptyl LS estimatoru je
o2
(ATA) = =
m

ii5)



Odhad metodou nejmensich &tverct je maximalné vérohodny

Ptedpoklady modelu y = A + € jsou nyni:

e nezdvislost chyb €1,...,¢p

® c1,...,6m~ N(0,0)

Hodnotime r(@) .=y — A, kde §y € R" jsou namé&¥ené hodnoty.

Tyto optimalizaéni alohy jsou ekvivalentni

1. min [[r(8)[]?

i, [1r(6)]

2. max f(r(9)), kde £(r(@)) je vérohodnost namé&fenych chyb
E n

pro parametry @ a rozdéleni N(0, o)
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